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Investigacion

PROBLEMAS REALISTAS DE DIVISION CON RESTO

Un estudio sobre las estrategias en educacion primaria
CRISTINA ZORRILLA / PEDRO IVARS / CENEIDA FERNANDEZ

Resumen:

Este estudio tiene como objetivo analizar cémo estudiantes espafioles de 3° a 6°
grado (8-12 afnos) resuelven problemas realistas, en particular, de divisién-medida
y divisién-partitiva con resto. Los participantes resolvieron seis problemas y el
andlisis se centré en el nivel de éxito y las estrategias que utilizaron a lo largo de
los grados. Los resultados muestran dificultades al resolver este tipo de problemas
en todos los grados. Sin embargo, también indican una progresién en el nivel de
éxito a lo largo de la educacién primaria. Aunque el algoritmo fue la estrategia més
utilizada por el alumnado, emplearon otras estrategias correctas como la gréfica en
grados iniciales y para un tipo concreto de problemas. Nuestros resultados sugieren
que la sustitucién de estrategias gréficas por el algoritmo no conlleva siempre una
comprensién de la situacién.

Abstract:

The objective of this study is to analyze how Spanish students in the third to the
sixth grades (ages eight to twelve) solve realistic problems, in particular, quotative
and partitive division problems with a non-zero remainder. The participants solved
six problems, and the analysis focused on their level of success and the strategies
they used in the different grades. The results show student difficulties in solving
this type of problems, in all grades. Nevertheless, they also indicate an increase
in the level of success throughout elementary education. Although the use of the
algorithm is the strategy the students use the most, they also employed other correct
strategies such as graphic strategies in the early years, for a specific type of problem.
Our results suggest that replacing graphic strategies with the algorithm does not
always imply student understanding of the situation.
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Introduccién
U na de las funciones principales de la escuela es proporcionar contextos
significativos de resolucién de problemas, en los que las y los estu-
diantes' empleen estrategias matemdticas, que los preparen para afrontar
situaciones problemdticas de la vida diaria. No obstante, como se detalla
en informes estandarizados internacionales, como el reciente estudio PISA
(OECD, 2019), los estudiantes poseen dificultades para resolver proble-
mas cuyas situaciones planteadas hacen referencia al mundo que les rodea
(Vicente, Van Dooren y Verschaffel, 2008).

El aprendizaje de las matemdticas es necesario para dotar de sentido
a las situaciones que nos rodean, por lo que debe conectarse la verosi-
militud de los problemas presentados con las experiencias vividas por
el estudiante (Greer, Verschaffel, Van Dooren y Mukhopadhyay, 2009).
Consecuentemente, los problemas de la escuela deben caracterizarse por
tratarse de situaciones auténticas, no aquellas que reproduzcan un pro-
cedimiento algoritmico, asi como describir situaciones con sentido para
el alumnado, es decir, préximas a su vida cotidiana (Jiménez y Ramos,
2011).

Los problemas en los que el conocimiento sobre el mundo que nos
rodea desempefia un papel relevante se denominan realistas (Verschaffel,
Van Dooren, Chen y Stessens, 2009). En esta tipologia, para obtener una
solucién matemdtica correcta, el individuo debe considerar las caracteristicas
reales del contexto descrito en el enunciado del problema (Verschaffel ez al.,
2009). Un ejemplo de problema realista es el siguiente: “El mejor tiempo de
John al correr 100 m es 17 segundos. ;Cudnto tiempo tardard en recorrer
1 km?” (Verschaffel, De Corte y Lasure, 1994:276). Para darle solucién
se debe considerar que, en la vida real, una persona no puede mantener
la velocidad mencionada en el enunciado a lo largo de un recorrido de
1 km. Asi, cualquier individuo que use el sentido comtn de la realidad,
no darfa como respuesta “170 segundos”. Sin embargo, esta respuesta es
la que se obtuvo en el 90% de los estudiantes de la investigacién realizada
por Verschaffel, De Corte y Lasure (1994). Este elevado porcentaje de
respuestas no realistas muestra las dificultades del alumnado cuando debe
resolver estos problemas.

Entre los primeros estudios en esta linea de investigacién cabe destacar
el de Greer (1993) y el de Verschaffel, De Corte y Lasure (1994), ambos
con una metodologia similar. En el estudio de Greer participaron 100
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estudiantes de 13 a 14 afos de edad y, en el de Verschaffel, De Corte y
Lasure, 75 alumnos, de 10 a 11 afos. En ambos trabajos los participantes
respondieron una prueba escrita con pares de items. En cada par, el primer
item presentaba una situacién estdndar, que podia resolverse mediante
operaciones aritméticas, y el segundo era un problema realista que debia
ser interpretado por el resolutor para obtener la solucién correcta. Sin
embargo, mientras que en el estudio de Greer todos los problemas eran
de tipo multiplicativo, en el de Verschaffel, De Corte y Lasure se inclu-
yeron también problemas de tipo aditivo. A pesar de estas diferencias, los
resultados obtenidos fueron similares, pues los estudiantes resolvieron
los items sin tener en cuenta las caracteristicas del contexto de la situacién.

Tras el estudio de Verschaffel, De Corte y Lasure (1994) se originé
una linea de investigacién internacional centrada en analizar el éxito que
presentan los estudiantes en la resolucién de problemas realistas (Reusser
y Stebler, 1997; Xin, Lin, Zhang y Yan, 2007), y en c6mo incrementar
el nimero de respuestas que tuvieran en cuenta el contexto de la situa-
cién (respuesta realista): modificando parte de la metodologia usada
originalmente (Dewolf, Van Dooren, Ev Cimen y Verschaffel, 2014;
Xin et al., 2007; Yoshida, Verschaffel y De Corte, 1997), modificando
la presentacién de los problemas o el proceso de resoluciéon (Fitzpatrick,
Hallett, Morrissey, Yildiz ez al., 2019; Van Dooren, Lem, De Wortelaer
y Verschaffel, 2019) o aumentando la autenticidad de las condiciones
experimentales (DeFranco y Curcio, 1997; Mellone, Verschaffel y Van
Dooren, 2017).

El principal foco de los estudios previos ha sido examinar el éxito de
los estudiantes en problemas realistas de tipo aditivo y multiplicativo. En
este estudio, nos centraremos en problemas de estructura multiplicativa vy,
en particular, en los de divisién-medida y de divisién-partitiva con resto.
Ademds, no solo se analizarj el éxito de los estudiantes, sino las estrategias
que emplearon y su evolucién desde tercero a sexto grado de educacién
primaria.

Marco teérico

El marco teérico se organiza en tres apartados. En primer lugar, se pre-
senta una categorizacién de los problemas de estructura multiplicativa.
En segundo lugar, se expone una revisién de resultados de investigaciones
previas sobre el uso de estrategias en la resolucién de problemas de divisién-
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medida y divisién-partitiva. Por tltimo, se presentan investigaciones en
las que se ha estudiado el nivel de éxito de estudiantes en problemas de
divisién con resto.

Tipos de problemas de estructura multiplicativa

El campo de las estructuras multiplicativas y la investigacién implemen-
tada sobre la adquisicién de conceptos y relaciones de tipo multiplica-
tivo se ha realizado desde diversos enfoques (Greer, 1992). En nuestro
estudio nos centraremos en el aportado por Vergnaud (1983). Vergnaud
clasifica la adquisicién del conocimiento en campos conceptuales, los
cuales concibe como el conjunto de problemas, situaciones, conceptos,
relaciones, estructuras, contenidos y operaciones del pensamiento que
estdn interconectados a lo largo del proceso de adquisicién. Uno de los
campos conceptuales de su interés fue el de las estructuras multiplicativas,
entendido como el conjunto de situaciones que pueden analizarse como
problemas de proporcionalidad simple y multiple que comportan como
operaciones aritméticas una multiplicacién, una divisién o la combinacién
de ambas. En dicho campo conceptual, Vergnaud distingue tres tipos
de problemas: isomorfismo de medidas, un solo espacio de medidas y
producto de medidas.

Este estudio lo focalizaremos en los problemas de isomorfismo de
medidas, que son aquellos que describen situaciones de proporcién
directa entre dos espacios de medida (M1 y M2), cada uno con dos can-
tidades. Esta relacién entre espacios de medida puede observarse en la
figura 1.

FIGURA 1
1abla de correspondencia entre espacios de medida en problemas
de isomorfismo de medidas

M1 M2
x y=ftx)
X y=ftx)

Fuente: elaboracién propia basada en informacion de Vergnaud (1983).
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Una de las cuatro cantidades (x en la figura 1) suele reducirse a una
unidad. Consecuentemente, en funcién de cudl de las otras cantidades
sea la incdgnita, se obtienen tres clases de problemas (Vergnaud, 1983):
multiplicacion, division (bisqueda de la cantidad de unidades) y divisién
(biisqueda del valor unitario). En el presente estudio se analizardn los dos
ultimos subtipos, a los que Greer (1992) denominé como divisién-medida
y divisién-partitiva, respectivamente.

En primer lugar, los problemas de divisién-medida se caracterizan por
conocer, de la figura 1, f(x) y f(x) y ser x”la incégnita del problema. Por
ejemplo, Tengo 24 yogures. Hay 6 yogures en cada paquete. ;Cudntos paquetes
de yogures tengo? (figura 2).

FIGURA 2
Esquema de un ejemplo de problema de division-medida

Paquetes de yogures Yogures
1 6
x 24

Fuente: elaboracién propia.

Los problemas de divisién-partitiva responden al esquema de la figura 1,
ddndose el caso concreto en que x’ y f(x’) son datos conocidos y f(x) es la
incégnita del problema. Un ejemplo seria: Tengo 24 yogures en 4 paquetes,
con el mismo niimero de yogures en cada paquete. ;Cudntos yogures hay en

cada paquete? (figura 3).

FIGURA 3
Esquema de un ejemplo de problema de division-partitiva

Paquete de yogures Yogures
1 x
4 24

Fuente: elaboracién propia.
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Estrategias utilizadas por los estudiantes en la resoluciéon

de problemas de division-medida y divisién-partitiva

En las tltimas décadas se han realizado investigaciones centradas en estudiar
las estrategias empleadas por estudiantes de educacién primaria al resolver
problemas de estructura multiplicativa (Ivars y Ferndndez, 2016; Kouba,
1989; Mulligan, 1992) y, en particular, en problemas de divisién-medida
o divisién-partitiva (Downton, 2009; Hulbert, Petit, Ebby, Cunningham
et al., 2017).

En la resolucién de problemas de estructura multiplicativa, Mulligan
(1992) analizé la evolucidn de las estrategias utilizadas por estudiantes de 7
a 8 anos mediante cuatro entrevistas realizadas en un periodo de dos afos.
En este estudio longitudinal, las estrategias obtenidas se clasificaron en
tres grupos: modelizacion con conteo; estrategias de conteo, aditivas y sustrac-
tivas; y aplicacion de hechos numéricos conocidos y derivados de la adicién y
multiplicacion. Estrategias similares fueron obtenidas por Ivars y Ferndndez
(2016) con alumnos de primero a sexto grado (6-12 anos). Mulligan (1992)
observé, en las entrevistas iniciales, una tendencia a modelizar con conteo
en los problemas de divisién-medida y divisién-partitiva, ademds de emplear
estrategias de conteo y aditivas en los de divisién-partitiva. Sin embargo,
en la cuarta entrevista se observé una fuerte manifestacién de los hechos
numéricos, tanto derivados de la adicién como de la multiplicacién. En
Ivars y Ferndndez (2016) se observé que en los primeros grados prevalecia
el uso de estrategias de modelizacién y de conteo. Sin embargo, a medida
que los grados avanzaban, el empleo de estas estrategias fue remplazado
mayoritariamente por el uso de un algoritmo. De hecho, Kouba (1989) ya
mostrd, con estudiantes de 6 a 9 anos, que la estrategia de modelizacién
decrece mientras que estrategias de adicién/sustraccién repetida y de hechos
numéricos aumentan a partir de los 7 a 8 anos.

Centrdndonos unicamente en los problemas de divisién-medida y
divisién-partitiva, Downton (2009) mostré que el alumnado de 8 a 9 afos
empled, como estrategia mds frecuente para resolver estos problemas, he-
chos numéricos conocidos y derivados. No obstante, un nimero similar de
estudiantes utiliz6 la modelizacién en ambos tipos de problemas y también
se usaron estrategias de conteo, aunque su empleo fue mayor en los de
divisién-medida. La adicién/sustraccién repetida solo se usé en problemas
de divisién-partitiva. Carretero (1989) también observé con estudiantes de
8-11 anos un uso amplio de los hechos numéricos. No obstante, fue el uso
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del algoritmo de la divisién el procedimiento de resolucién que destacéd
sobre el resto.

Los resultados de estas investigaciones muestran que, al inicio de la etapa
de educacién primaria (6-8 anos), los estudiantes son capaces de utilizar
una gran variedad de estrategias para resolver los problemas de isomorfis-
mo de medidas, principalmente, estrategias de modelizacién y conteo. Sin
embargo, conforme avanzan los grados predomina el uso de hechos numé-
ricos o algoritmo. Estos estudios Ginicamente han considerado situaciones
en las que las divisiones, bien con el significado de particién o de medida,
eran exactas, lo que conlleva la no necesidad de interpretar la solucién en
el contexto del problema.

Problemas de division con resto

En los problemas de divisién con un resto diferente a cero la solucién no
requiere tan solo una ejecucién correcta de la divisién, sino que esta debe
interpretarse y evaluarse de acuerdo con la situacién problemdtica presenta-
da en el enunciado del problema (Chen, Van Dooren, Chen y Verschaffel,
2011; Yoshida, Verschaffel y De Corte, 1997). Podemos encontrar tres tipos
de situaciones diferentes en las que la consideracién del resto desempena
un papel importante (Verschaffel ez a/., 2009):

+ Situaciones en las que la presencia del resto obliga a reconocer como
solucién el valor del cociente mds una unidad mds (tipo 1): 7100 nizios
son transportados en minibuses a un campamento de verano en la playa.
Cada minibiis puede transportar un mdximo de 8 ninos. ;Cudntos mini-
buses se necesitan?

+ Situaciones en las que el resto no es considerado, siendo la solucién el
cociente no decimal (tipo 2): Un abuelo regala a sus 6 nietos una caja
con 80 globos. Si los comparten por igual, ;cudntos globos obtiene cada
nieto?

+ Situaciones en las que el resultado es el cociente mds la parte fraccio-
naria del resto (tipo 3): Un sastre vendié una gran pieza de tela con una
longitud de 50 metros. Quiere cortarla en 4 piezas de la misma longitud.
;Cudnto medird cada pieza?

En la tercera Evaluacién Nacional del Progreso Educativo de los Estados
Unidos (NAEP, por sus siglas en inglés; Carpenter, Lindquist, Matthews
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y Silver, 1983) se presentd por primera vez un problema realista de divi-
sién con resto de tipo 1. Los participantes, estudiantes de 13 anos, debian
averiguar cudntos autobuses de 36 plazas se necesitaban para transportar
a un total de 1 128 soldados. Aunque aproximadamente el 70% de los
participantes realizé correctamente la divisién 1128: 36 = 31.3, tan solo
el 23% del total de participantes interpretd el cociente (31) y resto de la
divisién (12) con las caracteristicas del contexto de la situacién (como el
resto es 12, se necesitard un autobts mds) y ofrecid la respuesta correcta
de 32 autobuses.

Verschaffel, De Corte y Lasure (1994) presentaron dos problemas de
divisién con resto a estudiantes de 10-11 anos: uno de reparto de personas
en autobuses (tipo 1), que obtuvo 49.3% de respuestas realistas, y otro de
reparto de globos entre personas (tipo 2), con 58.7% de respuestas realistas.
Reusser y Stebler (1997), usando los mismos problemas que Verschaffel, De
Corte y Lasure (1994), pero con estudiantes de 10 a 12 anos obtuvieron,
en el problema de tipo 1, 49.3% de respuestas realistas y, en el de tipo 2,
74.6% y; con estudiantes de 13 anos, en el de tipo 1, 77.6% y en el de
tipo 2, 74.4%. Con estos mismos problemas, pero con estudiantes de 9 a
13 afos, Xin ez al. (2007) obtuvieron 67.7% de respuestas realistas en el
problema de los autobuses y 68% en el de los globos.

Verschaffel ez al. (2009) analizaron las respuestas de estudiantes de 9 a
12 anos en la resolucién de tres problemas, cada uno perteneciente a uno
de los tipos mencionados previamente. El porcentaje medio de respuestas
realistas obtenidas fue de 57%: 29% en estudiantes de 9 a 10 afos, 62%,
en los de 10 a 11, y 83% en los de 11 a 12. Asimismo, considerando el
porcentaje medio de respuestas realistas en cada tipo de problema, en este
estudio los participantes resolvieron mds exitosamente el de tipo 2 (cociente
no decimal); después el de tipo 3 (cociente mds parte fraccionaria) y, por
ultimo, el de tipo 1 (cociente mds uno).

Lago, Rodriguez, Enesco, Jiménez ez al. (2008), aunque con estudiantes
de 12 a 13 anos, también analizaron el orden de dificultad de los diferentes
tipos de problemas de divisién con resto. Los estudiantes resolvieron mds
exitosamente aquellos que requerian como solucién el cociente no decimal
o el cociente mds la parte fraccionaria (tipos 2 y 3, respectivamente) que
los problemas que requerian como solucién el cociente mds una unidad
(tipo 1). Los autores atribuyeron estos resultados a que los estudiantes
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identificaban los de tipo 2 y 3 como problemas estdndar de divisién en
los que la respuesta numérica correcta era el cociente.

Ademids, Lago ez al. (2008) también analizaron si el modelo de divisién
subyacente en los distintos problemas de divisién con resto influia en el
nivel de éxito alcanzado en estos. Para su andlisis, la mitad de los partici-
pantes resolvieron problemas de divisién-partitiva con resto (uno de cada
tipo) y la otra mitad, de divisién-medida con resto (uno de cada tipo).
Aunque generalmente los participantes no mostraron dificultades para
identificar el algoritmo de la divisién como procedimiento de resolucidn,
el rendimiento en los problemas de divisién-medida descendi6 debido a un
andlisis superficial del enunciado que los habria llevado a buscar semejanzas
con el modelo de divisién adquirido, que parecia ser el partitivo. De esta
forma, obviaron informacién esencial del enunciado en los problemas de
divisién-medida, por lo que se incrementaron las respuestas numéricas
incorrectas al no utilizar los decimales en los problemas de tipo 3 y si
indebidamente en los problemas de tipo 1 y 2.

Aunque investigaciones previas han mostrado el nivel de éxito para
algunas tipologias de problemas realistas, son menos los estudios cen-
trados en analizar las estrategias usadas. Li y Silver (2000) mostraron
que estudiantes de 8 a 9 afos, para resolver un problema de divisién con
resto del tipo 1 (cociente mds una unidad), empleaban correctamente
la adicién/sustraccién repetida y era menos frecuente el uso de hechos
numéricos conocidos.

El objetivo de esta investigacién es analizar el nivel de éxito y las estra-
tegias usadas en la resolucién de problemas realistas de divisién-medida y
divisién-partitiva con resto, por alumnado de educacién primaria de 8 a
12 anos. El objetivo general mencionado lo concretamos en las siguientes
preguntas de investigacidn:

« ;Cémo evoluciona el nivel de éxito en la resolucién de problemas
realistas de divisién con resto a lo largo de la etapa de educacién
primaria?

+ ;Qué estrategias usan los estudiantes de educacién primaria al resolver
problemas realistas de divisién con resto?

+ ;Cémo evoluciona el uso de estrategias al resolver problemas realistas
de divisién con resto a lo largo de educacién primaria?
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Método

Participantes y contexto

En este estudio participaron 177 estudiantes espanoles de educacién pri-
maria, con una edad comprendida entre los 8 y 12 anos. La eleccién de
participantes con este perfil de edad estd determinada por ser el periodo
en que se introduce y trabaja la divisién en el sistema educativo en Espanfa.
La tabla 1 muestra la distribucién de los participantes por grado.

TABLA 1
Distribucion de los participantes por grado

Grado 3° 4° 5° 6° Total

Participantes 48 43 44 42 177

Fuente: elaboracién propia.

Instrumento

Los participantes respondieron a un cuestionario con seis problemas de
estructura multiplicativa adaptados de Verschaffel ez 2/ (2009); dos de
ellos de divisién-medida y cuatro de divisién-partitiva en los que el resto
es diferente a cero. El cuestionario contenia dos problemas para cada tipo
de situacién que puede generarse al considerar el resto de los problemas

(tabla 2).

TABLA 2
Problemas del cuestionario y caracteristicas

Problemas Caracteristicas

Problema 1 (P1). 9 aficionados quieren desplazarse Divisién-medida. El resto obliga a reconocer como
al estadio de otra ciudad. Cada taxi puede llevar a resultado el valor del cociente més una unidad
4 aficionados. ¢ Cuantos taxis necesitan? mas (tipo 1)

Problema 2 (P2). En una feria artesanal se han Division-partitiva. La solucién es el resultado del
sorteado 7 kilos de turron. El sorteo lo han ganado  cociente y la parte fraccionaria del resto (tipo 3)
3 amigos y han decidido repartir el premio por igual.

¢ Cuantos kilos de turrén ha ganado cada amigo? .
(CONTINUA)
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TABLA 2 / CONTINUACION

Problemas

Caracteristicas

Problema 3 (P3). Una academia de baile ha
repartido en una clase 8 entradas para un musical.
Los bailarines de la clase eran 3y todos han recibido
el mismo numero de entradas. ;Cuéntas entradas
ha recibido cada bailarin?

Problema 4 (P4). Una disefiadora ha comprado
35 metros de tela. Quiere cortarla en 6 piezas de la
misma longitud. ;Cuanto medira cada pieza?

Problema 5 (P5). Una libreria ha donado 95 libros
a 4 colegios. Los colegios han recibido el mismo
numero de libros. ; Cuantos libros ha recibido cada
colegio?

Problema 6 (P6). 80 alumnos se alojaran en
un albergue durante el viaje de fin de curso. En
cada habitacion se pueden alojar un maximo de 6

Divisién-partitiva. El resto no se considera. La
solucioén es el cociente no decimal (tipo 2)

Division-partitiva. La solucién es el resultado del
cociente y la parte fraccionaria del resto (tipo 3)

Divisién-partitiva. El resto no se considera. La
solucioén es el cociente no decimal (tipo 2)

Divisién-medida. El resto obliga a reconocer como
resultado el valor del cociente méas una unidad
mas (tipo 1)

alumnos. ¢Cuéntas habitaciones necesitan?

Fuente: elaboracién propia adaptada de Verschaffel et al. (2009).

Los participantes dispusieron de 50 minutos para resolver el cuestionario
individualmente. La Gnica indicacién que se les ofrecié es que debian jus-
tificar sus respuestas y que no podian utilizar calculadora ni dispositivos
electrénicos.

Analisis

El andlisis se llevé a cabo en dos fases. En la primera, se analizé si la res-
puesta dada por los estudiantes era realista o no realista, por problema
y grado. De esta manera, las respuestas fueron clasificadas en: reaccién
realista, reaccion no realista 'y otras reacciones.

La reaccion realista (RR) son respuestas en las que el resolutor, ademds
de emplear un procedimiento de cdlculo correcto, aporta una respuesta
realista al atender a la situacién descrita en el enunciado del problema para
interpretar el resto. En particular, en los problemas de tipo 1, el resolutor in-
terpreta el resto afadiendo una unidad al cociente. En los de tipo 2, identifica
como respuesta el cociente no decimal y en los problemas de tipo 3, anade
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al cociente la parte fraccionaria. Por ejemplo, el estudiante de la figura 4
ofrece una respuesta realista atendiendo a la situacién del problema 6; él se
da cuenta de que no pueden quedar 2 alumnos “sin habitacién”, anadiendo
una unidad al cociente. Se incluyen mds ejemplos de este tipo de respuesta
en la seccién de resultados.

FIGURA 4
Ejemplo de reaccion realista en el P6 (6° grado)

Fuente: respuesta de estudiante (6° grado).

La reaccién no realista (RNR) involucra aquellas respuestas en las que, a pesar
de haber empleado un procedimiento de cdlculo correcto, el alumno no
realiza una interpretacién realista del resto acorde con la situacién descrita
en el enunciado. Por ejemplo, en la figura 5 se observa que el estudiante
ofrece como respuesta el cociente en un contexto de reparto de personas en
el que la existencia del resto obliga a reconocer como resultado el cociente
mds una unidad mds (problema 6).

FIGURA 5
Ejemplo de reaccion no realista en el P6 (5° grado)

HLE — A2 hedideciones,
10 13

b4

Fuente: respuesta de estudiante (5° grado).
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Otras reacciones (OR) son las respuestas en blanco y aquellas en las que
el estudiante hacia uso de procedimientos incorrectos. Por ejemplo, en la
figura 6, el alumno usa el algoritmo de la multiplicacién en un contexto

de reparto de libros (problema 5).

FIGURA 6
Ejemplo de otras reacciones en el P5 (5° grado)

"TLL’; [L N '-‘r\ -
€\ de rede
Cel-c ¢ 0

Fuente: respuesta de estudiante (5° grado).

En la segunda fase el andlisis se centré en las estrategias usadas por los
estudiantes. Inicialmente, tres investigadores analizaron individualmente
una muestra de los diferentes problemas para generar descriptores de las
estrategias utilizadas en cada tipo de problema. Posteriormente, y de forma
conjunta, se discutieron las similitudes y diferencias de los descriptores
identificados por cada uno de los investigadores en cada problema, y se
fueron refinando segin se iban analizando nuevas respuestas (triangu-
lacién). Este proceso se repitié6 para cada uno de los problemas hasta
llegar a un consenso y considerar las estrategias de todos los problemas
en conjunto para identificar evidencias de solapamiento entre ellas. De
este proceso de triangulacién, emergieron seis categorias, que son pre-
sentadas en la seccién de resultados.

Resultados

Los resultados obtenidos, que serdn discutidos posteriormente en la sec-
cién final, se presentan en tres apartados. En el primero mostraremos
el porcentaje de cada tipo de reaccién por tipo de problema y grado; en el
segundo, las estrategias empleadas por el alumnado en las RR y en las RNR
y, por ultimo, la evolucién de dichas estrategias a lo largo de la educacién

primaria (3° a 6° grado).
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Tipo de reaccién por tipo de problema y grado

Los resultados obtenidos globalmente (tabla 3) muestran que el porcentaje
medio de reacciones realistas fue de 46.2%. Asimismo, los participantes
resolvieron mds exitosamente los problemas cuyo resultado es el cociente
no decimal (68.8%); después aquellos en los que habia que anadir una
unidad al cociente (42.3%) y, por ultimo, los problemas cuyo resultado
es el cociente mds una parte fraccionaria (27.5%).

TABLA 3
Porcentajes de RR por grado y tipo de problema

) 3 ) Cociente mas
Cociente mas 1 Cociente no

(Tipo 1) decimal (Tipo 2) parte(:::f:;"aria Total
RR RNR  OR RR  RNR OR RR  RNR OR RR RNR OR
3 375 437 188 646 104 250 0.0 771 229 340 437 223
4° 22.1 53.5 24.4 81.4 1.1 17.5 1.2 77.9 20.9 34.9 44.2 20.9
50 534 353 113 625 205 17.0 375 500 125 511 353 136
6© 560 369 7.1 667 226 10.7 714 238 48 647 278 75
Total 423 423 154 688 136 17.6 275 572 153 462 377 16.1

Fuente: elaboracion propia.

En cuanto a la evolucidn, se observa en global, un incremento de las reac-
ciones realistas desde 34.0% en el tercer grado a 64.7% en el sexto. Esta
tendencia se repite en cada uno de los tres tipos de problema por separado.
Sin embargo, esta progresién se ve limitada en dos momentos. Por un lado,
se observa un descenso de 37.5 2 22.1% de las RR de tercero a cuarto grado
en los problemas de tipo 1 (cociente mds 1). Este descenso coincide con
el aumento de OR, generado por el uso erréneo de estrategias por parte
del alumnado, y de RNR en las que el uso del procedimiento correcto no
se acompafa de una interpretacidn realista de la situacién. Por otro lado,
en los problemas de tipo 2 (cociente no decimal), entre cuarto y quinto
grado, las RR disminuyen de 81.4 a 62.5%. Esta disminucién coincide
con el aumento de RNR en quinto grado en las que el alumnado resuelve

1326 Consejo Mexicano de Investigacion Educativa



Problemas realistas de divisién con resto: un estudio sobre las estrategias en educacién primaria

los problemas dando como solucién el cociente decimal sin considerar el
contexto de reparto.

Tipos de estrategias utilizadas

Se obtuvieron seis categorias de estrategias. Estas estrategias o procedimien-
tos de cdlculo fueron utilizados tanto en las reacciones realistas como en
las no realistas. A continuacién, se muestran ejemplos de estas estrategias
en reacciones realistas.

Uso de algoritmo. Respuestas en las que se resuelve el problema mediante el
algoritmo de la divisién. Por ejemplo, la respuesta de la figura 7 muestra
cémo el estudiante utiliza el algoritmo de la divisién hasta las centésimas
para repartir las ocho entradas entre los tres bailarines. Ademds, considera
el contexto del problema (repartir entradas), ofreciendo como respuesta
la parte entera (dos entradas a cada uno).

FIGURA 7
Reaccion realista. Uso de algoritmo en el P3 (6° grado)

S - R. Codo vy o yeoddde
7 Qof: L €b 77 exdnodos .
? & . - ? —
/1 Me dauidadd” 8 endro
don enbne 2 Boufosrwrer
, i
Mmoo dads 26
endrodan pona cad oo
'b Ob"\L orun .

Fuente: respuesta de estudiante (6° grado).

Estrategia grdfica. Respuestas que ofrecen una solucién grifica. Por ejemplo,
el estudiante de la figura 8, dibuja las ocho entradas y las va repartiendo
entre los tres bailarines. Da como resultado (grificamente) dos entradas
para cada bailarin y como resto, las dos que sobran, considerando de este
modo el contexto de la situacidn.
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FIGURA 8
Reaccion realista. Estrategia grdfica en el P3 (37 grado)

Fuente: respuesta de estudiante (3¢ grado).

Uso de algoritmo y estrategia grdfica. Combinacién de las dos estrategias
anteriores, es decir, respuestas que incluyen el algoritmo de la divisién y

una solucién grifica (figura 9).

FIGURA 9
Reaccion realista. Uso de algoritmo y estrategia grdfica en el P1 (4° grado)

5
Pag i ' . -t -

Fuente: respuesta de estudiante (4° grado).

Uso de sumas-restas sucesivas. Uso iterativo de sumas o restas. En la fi-
gura 10, el estudiante usa sumas sucesivas (sumando grupos de 4) para
identificar que con dos taxis pueden viajar ocho personas (4 + 4 = 8, 2
taxis). Después anade 1 taxi mds al considerar el contexto del problema
en el que tienen que viajar las 9 personas. El estudiante de la figura 11
usa restas sucesivas (restando grupos de 4) para identificar el nimero de
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taxis necesarios (9 —4 =5, 1 taxiy 5-4 =1, 1 taxi). Ademds, considera el
contexto del problema anadiendo un taxi mds para la persona que queda
sin formar un grupo de 4.

FIGURA 10
Reaccion realista. Uso de sumas sucesivas en el P1 (5° grado)

1 y "_J =
Yiceeslen O Lems. W M 8- 7 ewis
¥4

Fuente: respuesta de estudiante (5° grado).

FIGURA 11
Reaccion realista. Uso de restas sucesivas en el P1 (37 grado)
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Fuente: respuesta de estudiante (3¢ grado).

Regla de tres. Respuestas que relacionan los datos de forma multiplicativa
igualando los productos cruzados. La figura 12 muestra cémo el estudiante
usa una regla de tres (multiplicando en cruz) para calcular el resultado
(2.25). Ademds, tiene en cuenta el contexto de la situacién y da como
resultado una unidad mds de la parte entera obtenida.

Hechos numeéricos. Uso del conocimiento de las tablas de multiplicar. La
figura 13 muestra que el estudiante usa los hechos numéricos conocidos
(tablas de multiplicar) para identificar que en 3 taxis pueden viajar 12
personas, por lo tanto, al ser 9 los pasajeros, concluye que pueden viajar
en tres taxis.
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FIGURA 12
Reaccidon realista. Utilizacion de la regla de tres en el P1 (6° grado)

T i -
- [ y B ¥ . a 4 .
1 - K. Neceekom 3 lomwy .
Q ') =
\
Y . o i oot o
'_1 e H [ r(_J*-..r: KO G 0. 2
e s e it ol fr nAaeve
o i F v r :
v f’.;‘-\"!. Adsr o Al i no-
dode s , dospu
L ). e ve  entne cood
LA -'-n'_l'O".'J PALEN =¥ J"s. !:.J._.A JND
Y ry ha dods .25 .

Fuente: respuesta de estudiante (6° grado).

FIGURA 13
Reaccion realista. Ejemplo de uso de hechos numéricos en el P1 (6° grado)

AL pg cehbaben 3 4 opans

Fuente: respuesta de estudiante (6° grado).

Evolucién de las estrategias empleadas a lo largo de educacién primaria
La figura 14 muestra el porcentaje de uso de las estrategias en las reacciones
realistas en cada tipo de problema por grado y la figura 15, el porcentaje de
uso de las estrategias en las reacciones no realistas. El alumnado usé mds
variedad de estrategias en los problemas de tipo 1 (cociente mds uno), que
en los de tipo 2 (cociente no decimal) y 3 (cociente mds parte fraccionaria).
En estos dos ultimos, e/ algoritmo fue casi la nica estrategia empleada
por el alumnado. No obstante, el uso de algoritmo fue la mis utilizada en
todos los tipos de problemas y en todos los grados.

Con respecto a la evolucién del uso de las estrategias en los problemas
de tipo 1, se observa que en tercer grado los estudiantes usaron otros pro-
cedimientos como estrategia grdfica en las reacciones realistas (figura 14).
A medida que se avanza en la etapa de educacién primaria, desaparece esta
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estrategia y se observa un uso prdcticamente tnico del algoritmo. Ademds,

el descenso en el uso de la estrategia grdfica entre tercero y cuarto grado

en las reacciones realistas coincide con un aumento del algoritmo en las

reacciones no realistas entre estos grados (figura 15). Este hecho podria

explicar el descenso de las reacciones realistas entre tercer y cuarto grado.

FIGURA 14

Porcentajes de uso de las estrategias en las RR en cada tipo de problema por grado
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Fuente: elaboracién propia.
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FIGURA 15
Porcentajes de uso de las estrategias en las RNR en cada tipo de problema por grado
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Fuente: elaboracién propia.

En los problemas de tipo 2, la mayoria de los estudiantes utilizaron el uso
de algoritmo en las reacciones tanto realistas como no realistas. Por tanto, el
descenso en las RR de cuarto a quinto grado se explica porque un nimero de
estudiantes de quinto, aunque aplicaron el algoritmo (procedimiento correcto),
no proporcionaron una respuesta realista, en este caso, el cociente no decimal.
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El uso de algoritmo en los problemas de tipo 3 es muy bajo en los pri-
meros grados viéndose incrementado en quinto, cuando se introduce el
algoritmo de la divisién con decimales.

Discusion y conclusiones

Para dar respuesta a las preguntas de investigacién, discutiremos dos as-
pectos. Por un lado, el nivel de éxito en los diferentes tipos de problemas
de divisién con resto y su evolucién a lo largo de la etapa de educacién
primaria. Por otro, las estrategias surgidas en los distintos tipos de pro-
blemas y su evolucién a lo largo de los grados.

Reacciones realistas a lo largo de la educacién primaria

(3° a 6° grado)

Los resultados obtenidos muestran un bajo porcentaje de reacciones realistas
en problemas de divisién con resto, obteniendo una media de 64.7% de
reacciones realistas en sexto grado. Estos resultados apoyan investigaciones
previas que muestran las dificultades de los estudiantes al afrontar la reso-
lucién de problemas realistas (e.g. Carpenter ez al., 1983; Reusser y Stebler,
1997; Verschaffel, De Corte y Lasure, 1994; Xin et al., 2007). Nuestro
andlisis muestra que los estudiantes siguen teniendo dificultades al resolver
problemas de divisién-medida y divisién-partitiva en los que es necesario
tener en cuenta el contexto de la situacién. Por tanto, estos resultados revelan
la necesidad de iniciar una formacién especifica en la educacién primaria
en la resolucién de problemas realistas. Aunque la resolucién de problemas
es un contenido incluido en el curriculo, no se potencia la resolucién de
problemas realistas, aun siendo uno de los contenidos importantes y eva-
luados, por ejemplo, en los estudios PISA (OECD, 2019).

Ademis, los resultados muestran que los estudiantes no poseen las mismas
dificultades segun el tipo de problema de divisién con resto. Resolvieron
mds ficilmente los problemas de tipo 2 (cociente no decimal), después los
de tipo 1 (cociente mds uno) y, por tltimo, los de tipo 3 (cociente mds parte
fraccionaria). Estos hallazgos apoyan los obtenidos por Lago ez al. (2008),
Verschaffel, De Corte y Lasure (1994), Verschaffel ez 2/ (2009) y Xin ez
al. (2007), quienes afirmaron que los problemas de tipo 1 presentaron una
mayor dificultad que los de tipo 2. Sin embargo, nuestros resultados parecen
discrepar de los obtenidos por Lago ez /. (2008) y Verschaffel ez /. (2009)
con relacién a que los problemas de tipo 3 se resuelven con mayor facilidad
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que los de tipo 1. Unicamente, los estudiantes de sexto grado (11-12 afios)
de nuestro estudio resolvieron con mds éxito los problemas de tipo 3. Esta
discrepancia en los resultados podriamos interpretarla desde dos puntos de
vista. Por un lado, mientras que los problemas de tipo 1 requieren de una
interpretacion del resultado obtenido segin el contexto de la situacién para
ofrecer una respuesta correcta, los de tipo 3 podrian afrontarse como pro-
blemas estdndar en los que la respuesta es el cociente obtenido en la divisién
(Lago e al., 2008). Por otro lado, los problemas de tipo 1 de este estudio
son los tnicos de divisién-medida. De acuerdo con Lago er al. (2008), el
modelo de divisién subyacente podria suponer mayor dificultad en los pro-
blemas de divisién-medida (tipo 1) que en los de divisién-partitiva (tipo 3).

De los resultados se percibe un incremento global de las reacciones
realistas, desde 34.0% en tercer grado (8-9 afios) hasta 64.7% en sexto
(11-12 afos). Asimismo, esta disposicién también se observa si se atiende a
cada tipologia de problema. Por tanto, de estos resultados podria extraerse
que las RR tienden a aumentar progresivamente conforme se avanza en
la etapa de educacién primaria, de acuerdo con Verschaffel ez 2/. (2009),
quienes afirman que el nivel de éxito aumenta con la edad.

Estrategias y evolucién a lo largo de la educacion primaria

(3° a 6° grado)

Los resultados han mostrado las estrategias utilizadas por el alumnado
al resolver problemas de divisién con resto. Esto nos ha permitido iden-
tificar, coincidiendo con Mulligan (1992) y Ivars y Ferndndez, el uso de
estrategias de modelizacién con conteo (estrategia grifica), en las que el
participante se apoya en una representacion grafica de la situacién/accién
para dar con la respuesta correcta; estrategias aditivas y sustractivas (#so
de sumas-restas sucesivas); y hechos numéricos conocidos y derivados de
la adicién y multiplicacidn (bechos numéricos), donde los participantes
emplean su conocimiento sobre las tablas de multiplicar. Ademds, en
nuestro estudio se ha identificado el uso de otras estrategias: regla de
tres'y uso de algoritmo.

La estrategia mds frecuente desde tercero a sexto grado de educacién
primaria en todos los tipos de problemas fue uso de algoritmo, siendo la
Gnica utilizada en los problemas de cociente mds parte fraccionaria. Este uso
limitado de estrategias podria explicar por qué los estudiantes tuvieron tan
poco nivel de éxito en los problemas de cociente mds parte fraccionaria en
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tercero y cuarto grado, ya que el algoritmo de la divisién con decimales no
se introduce hasta quinto grado (10-11 afios) en Espafa. Estos resultados
parecen sugerir que, si los estudiantes hubieran tenido un repertorio mds
amplio de estrategias a su disposicidn, diferentes al uso de un algoritmo,
quizds el nivel de éxito en este problema hubiera sido mayor. Por ejemplo,
el uso de estrategias gréficas para la representacién del problema facilita a
los estudiantes la identificacién de la estructura que subyace al problema
planteado (Santos, 1997).

En los problemas de tipo 1 (cociente mds uno) y 2 (cociente no decimal)
también se observa el uso de otras estrategias como estrategia grdfica 'y uso
de sumas-restas sucesivas. Estudios previos indicaban un empleo similar de
estrategias de modelizacién (en nuestro estudio estrategia grifica) tanto en
problemas de divisién-medida como de divisién-partitiva (Downton, 2009).
Sin embargo, nuestros resultados muestran que las estrategias de modelizacién
tuvieron una mayor presencia en los problemas de divisién-medida (de tipo
1), mientras que en los de divisién-partitiva (en este caso, los de tipo 2 y
3) su uso fue residual. Otra diferencia respecto del estudio de Downton, es
que la estrategia uso de sumas-restas sucesivas también se utiliz6 en los proble-
mas de divisién-medida (tipo 1) y no solo en los de divisién-partitiva. Sin
embargo, este resultado concuerda con el obtenido por Carretero (1989).

La evolucién en el uso de las distintas estrategias reflejadas en este
estudio coincide y extiende los resultados obtenidos por Ivars y Ferndndez
(2016) con problemas de divisién-medida y divisién-partitiva con resto,
ya que en los primeros grados (8-9 afios) prevalece el uso de estrategias de
modelizacién (estrategia grdfica) que se va reemplazando por estrategias mds
eficientes como las sumas-restas sucesivas (uso de sumas-restas sucesivas) vy,
finalmente, por el del algoritmo de la divisién (uso de algoritmo).

Finalmente, cabe destacar dos aspectos importantes de nuestro estudio.
En primer lugar, el descenso en las reacciones realistas de tercer a cuarto
grado en los problemas de tipo 1 se explica por el descenso del uso de
estrategia grdfica y un aumento del uso del algoritmo de la divisién sin
interpretacién del resto (uso de algoritmo en RNR) en cuarto grado. Luego,
parece que cuando los estudiantes comienzan a usar el algoritmo en cuarto
no interpretan la respuesta en el contexto real del problema. En cambio,
usar estrategias de modelizacién como estrategia grdfica en tercero, parece
que les lleva a considerar el contexto real (y por tanto a un mayor nivel de
éxito). Los estudiantes de cuarto grado comienzan a sustituir el uso de la
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estrategia grdfica por estrategias, en principio, mds eficientes como el uso
de algoritmo. Sin embargo, la aplicacién del algoritmo no deriva en una
RR. Estos resultados podrian estar vinculados a la falta de comprensién
conceptual producida por la aplicacién sistemdtica de procedimientos de
célculo (Erlwanger, 2004), como en este caso la divisién.

En segundo lugar, hay una disminucién del nimero de reacciones realistas
en los problemas de tipo 2 de cuarto a quinto grado. En quinto se observa
un indice mayor de RNR debido a que el alumnado, aunque usa un proce-
dimiento correcto como es el algoritmo, no tiene en cuenta consideraciones
realistas. Una posible causa es que al introducirse en quinto grado el algoritmo
de la divisién con decimales, los estudiantes resuelven los problemas dando
como solucidn el cociente decimal, anteponiendo la aplicacién del algoritmo
de la divisién con decimales a una RR al enunciado del problema. Es decir,
el alumnado prioriza el cdlculo frente al razonamiento en la resolucién de
problemas (Cerda, Pérez, Aguilar y Aragén, 2018). Esta causa podria ser
consecuencia directa de una perspectiva escolar reduccionista, centrada en
la resolucién de problemas estdndar, y del enfoque computacional dado a la
resolucién de problemas (Cooper y Harries, 2005), o bien, vincularse a las
dificultades del alumnado a lo largo de la educacién formal para resolver tareas
que conllevan el aprendizaje mediante textos (Vega, Banales y Reyna, 2013).

Implicaciones para la ensefianza y propuestas de futuro
Nuestros resultados tienen implicaciones para la ensefianza de la reso-
lucién de problemas en las aulas de educacién primaria. Mds alld de la
ejecucién mecdnica de un algoritmo de cdlculo, método generalizado en
la ensefianza tradicional, la resolucién de problemas en las aulas deberia
incluir una serie de procesos necesarios como son la representacién para
comprender el enunciado del problema, la planificacién de la estrategia, la
ejecucién de la estrategia o la evaluacién de la respuesta (Lago ez a/., 2008).
Particularmente, en la resolucién de problemas realistas seria conveniente
establecer dindmicas de trabajo colaborativo (Mellone, Verschaffel y Van
Dooren, 2017), asi como la simulacién de situaciones de la vida cotidiana
(DeFranco y Curcio, 1997) por su capacidad para facilitar un entorno
6ptimo de aprendizaje significativo.

Para finalizar, somos conscientes de algunas limitaciones de nuestro
estudio. En primer lugar, no se ha hecho un estudio longitudinal. La reali-
zacién de este tipo de estudio nos puede ofrecer informacién mds detallada
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y posibles causas sobre cambios en el uso de estrategias a lo largo de los
grados. Por otro lado, entrevistar a los participantes nos permitiria indagar
sobre los motivos que conducen al alumnado a usar un tipo de estrategia u
otra en cada tipo de problema. Ademds, seria conveniente profundizar en
las diferencias observadas con respecto a investigaciones previas en cuanto
a las dificultades que presentan los estudiantes en los diferentes problemas
(Lago er al., 2008; Verschaffel ez al., 2009).
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