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Investigacion

EL AULA DE MATEMATICAS
Un rico &mbito de estudio
para el desarrollo profesional de los profesores en servicio

TENOCH ESAU CEDILLO AVALOS

Resumen:

Este articulo reporta una investigacion realizada para evaluar los resultados de un pro-
grama de desarrollo profesional dirigido a profesores de matematicas de secundaria en
servicio. Para ello se prepararon y videograbaron 20 sesiones de trabajo en el aula con
alumnos de segundo grado de secundaria, donde se abordaron temas cruciales del cu-
rriculo y se les confront6é con una serie articulada de situaciones problematicas no
rutinarias, cuya solucién no requeria un nivel avanzado de conocimientos, sino mate-
maticas elementales y creatividad. Después se organizaron 10 sesiones con maestros,
también filmadas, y se les pidi6 resolver los mismos problemas; en la parte final obser-
varon los videos de los alumnos y se discutieron preguntas preparadas para guiar una
reflexion sobre su practica partiendo del trabajo realizado por ellos y los alumnos. El
analisis sugiere que hubo cambios relevantes en sus concepciones sobre la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas y fortalecieron su conocimiento matematico.

Abstract:

This article reports on an evaluation of the results of a development program for
secondary school mathematics teachers. Twenty classroom sessions with students in
the second year of secondary school were prepared and videotaped. During the sessions,
crucial topics on the curriculum were addressed and the students were given a series
of non-routine problem situations to solve. Their solutions required elementary
mathematics and creativity, rather than advanced knowledge. Subsequently, ten sessions
with teachers were organized and filmed. After solving the same problems as the
students, the teachers watched the videos of the student sessions. The teachers then
discussed prepared questions to guide their reflections on their practice, based on the
problem-solving they and the students had done. The analysis suggests that relevant
changes occurred in the teachers’ conceptions of teaching and learning mathematics,
along with improvement in their knowledge of mathematics.
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Introduccién

no de los propdsitos centrales de este estudio fue obtener evidencias

gue muestren en qué medida es posible poner en préactica los precep-
tos de las teorias actuales sobre la ensefianza y aprendizaje de las matema-
ticas. ElI cumplimiento de tal propdésito requiere ir mas alld de elaborar
novedosos materiales y proponer sensatas recomendaciones para la ense-
flanzay el aprendizaje de las matematicas escolares; ademas, consideramos
que un factor esencial es poder mostrar, mediante datos obtenidos en si-
tuaciones reales del salén de clases, el papel que requiere desempefar el
profesor para que los estudiantes adquieran aprendizajes que les permitan
construir redes conceptuales basadas en sélidos conocimientos matemati-
cos. Mucho se ha dicho acerca de que los alumnos deben construir su
propio conocimiento, que no deben recibir conocimientos previamente
“digeridos” por los profesores y que éstos deben modificar el papel que
desempenfian en el aula.

El problema que nos propusimos enfrentar requiere crear un ambiente
de aprendizaje donde se pongan en préctica estrategias didacticas que muestren
como pueden lograrse esos ambiciosos objetivos. La estrategia que decidimos
adoptar fue propiciar que los estudiantes generaran conocimientos de manera
similar a como lo hace un matematico para producir un conocimiento
nuevo. Brevemente expuesto, asumimos que en el proceso de construccion
de un nuevo resultado, un matematico empieza por enfrentar un proble-
ma que aun no tiene resuelto, explora las relaciones que se dan en ese
problema, analiza casos particulares, formula conjeturas para intentar ge-
neralizar lo que observo y, finalmente, se ocupa de la busqueda de argu-
mentos irrefutables que den sustento a sus conjeturas.

Teniendo como marco de referencia esa estrategia, disefiamos una serie
de actividades de aprendizaje basadas en la resoluciéon de problemas no
triviales que representaran un fuerte reto para los estudiantes pero que, a
la vez, motivara su curiosidad intelectual para hacerlos “sentir” que son
capaces de superar las dificultades si ponen en juego todo su empefio apo-
yados por una adecuada conduccién del profesor.

La investigacion realizada durante los Gltimos treinta afios sobre el
aprendizaje de las matematicas destaca la necesidad de generar formas de
enseflanza, paradigmas para la educacion de los profesores, planes de es-
tudio para la educacidn bésica y procedimientos de evaluacion nuevos
(Kilpatrick, 1992). Los resultados de esas investigaciones han influido en
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reformulaciones del curriculo de las matematicas escolares que presentan
nuevas exigencias para el trabajo docente. Las posturas tedricas basadas
en el constructivismo social también han tenido un impacto en los pro-
gramas educativos. Estas teorias conciben que el conocimiento es un producto
del trabajo intelectual de comunidades formadas por individuos creativos;
estas ideas se reflejan en cursos y materiales que se proponen hacer que
los profesores abandonen su rol como transmisores de conceptos, hechos
basicos y habilidades, para convertirse en tutores en el desarrollo del pen-
samiento matematico de sus estudiantes (Cobb, Word y Yackel, 1990).
Los nuevos paradigmas en educaciéon demandan que los profesores cam-
bien significativamente su conocimiento matematico y sus concepciones
sobre cdmo ensefiar y aprender matematicas. Esas posturas tedricas se
sustentan en la premisa de que cada estudiante llega al salén con sus pro-
pias ideas y esto exige que el maestro esté preparado para proporcionar
nuevas experiencias que induzcan a sus alumnos a recopilar y analizar in-
formacion que les ayude a confirmar o refutar las conjeturas que gene-
ran, con base en sus acercamientos intuitivos al conocimiento formal de
las matematicas.

Lo anterior requiere que los profesores demuestren en su préactica dia-
ria que estan convencidos de que sus alumnos no son “recipientes que
esperan ser llenados” y que los consideren sujetos intelectualmente creativos,
capaces de hacer preguntas no triviales, de resolver problemas y de cons-
truir teorias y conocimiento razonable. Satisfacer esos requerimientos de-
manda que los docentes remuevan, tanto del libro de texto como de ellos
mismos, sus roles como autoridades intelectuales en la clase y que deposi-
ten esa autoridad en argumentos rigurosos que ellos produzcan con sus
alumnos (Thompson, 1992). Hay estudios que se han enfocado en el rol
gue desempefan los maestros en el mejoramiento educativo (Linares y
Krainer, 2006). En particular, durante los altimos 15 afios el curriculo de
matematicas para la ensefianza secundaria en México ha introducido re-
formas que requieren que los profesores desarrollen enfoques didacticos
basados en métodos de ensefianza que se centran en el aprendizaje de los
estudiantes.

Este articulo reporta un trabajo que realizamos en México con profeso-
res de secundaria en servicio en los Gltimos cuatro afios. Empezaremos
con una discusién de nuestra experiencia previa con docentes, ya que esto
influy6 de manera importante en la eleccion del método y el disefio de los
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instrumentos que usamos. En la segunda seccion describimos y discuti-
mos los elementos principales del programa de desarrollo profesional en
cuyo contexto se llevd a cabo la investigacién que aqui se reporta: las pre-
guntas que guian este trabajo, los perfiles de los sujetos que participaron
en el proyecto y las actividades de ensefianza-aprendizaje que usamos. La
tercera seccion aborda los hallazgos que hemos obtenido hasta ahora. Fi-
nalmente, presentamos una serie de sefialamientos considerando el traba-
jo que hemos llevado a cabo y los estudios futuros que consideramos necesario
realizar.

Antecedentes

Nuestro trabajo inicial con profesores fue a través de un programa de de-
sarrollo profesional que se llevo a cabo durante cuatro afios en 100 escue-
las secundarias mexicanas (Cedillo, 2003). Desde el principio del proyecto
nuestros datos confirmaron que uno de los mayores retos que habria que
afrontar era lograr que los docentes genuinamente sintieran que habia ra-
zones importantes para cambiar (Cobb y Mc Clain, 2001; Cedillo y Kieran,
2003). La informacién recopilada durante las sesiones de capacitacion mostré
que el factor de méas impacto en convencer a los maestros para que partici-
paran activamente en el proyecto fue la oportunidad que tuvieron de ob-
servar lo que llamaron “logros matematicos no esperados de los estudiantes”,
estos eventos ocurrieron durante las clases conducidas por los instructores
del proyecto (Cedillo, 2003).

El estilo de ensefianza adoptado por los instructores consistié en orientar
los eventos en el saldén de clases siguiendo la forma de razonamiento de los
estudiantes. Al adoptar ese principio asumimos que el aprendizaje es un
proceso de construccion socialmente compartido por los alumnos y el
maestro. Esto requiere que el profesor adopte un rol que describimos
mediante ver la actividad en el salon como una partida maltiple de aje-
drez, donde él es el jugador experto que enfrenta de manera simultanea a
30 jugadores que pueden comunicarse y discutir entre ellos antes de ha-
cer un movimiento. El experto hace la primera jugada (propone la activi-
dad) y debe estar preparado para recibir hasta 30 diferentes respuestas;
en la segunda jugada el experto (maestro) tiene que dar respuestas especi-
ficas que impliquen un reto para cada uno de los jugadores, y asi sucesi-
vamente. Una diferencia importante entre el juego convencional de ajedrez
y la versidn que nosotros usamos como metafora es que, en el nuestro, el
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profesor debe manejar las cosas de forma que, con el tiempo, los estu-
diantes legalmente ganen.

Esta metafora implica ver la ensefianza de las mateméaticas como una
confrontacién activa de los estudiantes con retos matematicos que los de-
safian. Para adoptar esa postura es necesario considerar el conocimiento
previo de los alumnos y del maestro:

[...] es improductivo ignorar el conocimiento reciente y las ideas frescas de los
estudiantes; asimismo, es improductivo ignorar el conocimiento producido por
generaciones de matematicos. Por lo tanto, ensefiar matematicas es una situacion
que presenta un continuo dilema para los profesores: por un lado, ellos necesitan
empezar donde estan los alumnos y por el otro, ellos tratan de ayudar a los alum-
nos a desarrollar una comprensién de conceptos que son parte de un cuerpo de
conocimiento matematico construido socio histéricamente (Krainer, 2004:87).

La evidencia empirica que recopilamos en estudios previos indica que
los profesores casi no le dan valor a los experimentos exitosos de ense-
flanza que se han realizado en otras partes, en contextos escolares distin-
tos a los que ellos tienen en su trabajo cotidiano. Esto concuerda con lo
reportado por Cobb y Mc Clain (2001). Sin embargo, nuestros datos
muestran que los docentes confieren un valor importante a la experien-
cia de tener reuniones con sus pares de otras escuelas. Encontramos que
si atestiguan que otro maestro puede lograr que sus alumnos aprendan,
entonces es mas probable que modifiquen sus précticas y fortalezcan su
conocimiento matematico. Los datos que recabamos indican que el pro-
ceso de hacer que los docentes cambien toma bastante tiempo. Las pri-
meras evidencias del cambio fueron observadas después de un afio de
trabajo continuo y las transformaciones mas significativas se presenta-
ron después de tres afios (Cedillo, 2003).

El estudio actual

La investigacion que presentamos se realizé durante la instrumentacion
del programa Ensefianza de las Matemaéticas. La hipoOtesis en que éste se
basé es que un incremento en la calidad de la ensefianza puede tener
efectos positivos en el aprendizaje de los estudiantes. También se asumié
como premisa que conocer las formas de razonamiento matematico de
los alumnos proporcionaria a los profesores bases mas solidas para su
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instruccion y para su desarrollo profesional (Carpenter y Fennema, 1989).
Este programa fue financiado por el Banco Interamericano de Desarro-
llo y apoyado por la Secretaria de Educacion Publica, el Instituto Latino
Americano de la Comunicacion Educativa y la Universidad Pedagdgica
Nacional.

Los resultados que aqui reportamos se refieren a los efectos de la estra-
tegia metodoldgica empleada en el programa de desarrollo profesional; el
método para recoleccion de datos que usamos se baso en observar criticamente
las sesiones en que se proporcionaron oportunidades a los profesores para
contrastar sus formas de razonamiento con las de los estudiantes. Para
esto se pidio a docentes y alumnos que resolvieran por separado los mis-
mos problemas matemaéticos. Estos aspectos del estudio se presentan con
mayor detalle mas adelante.

Preguntas de investigaciéon
Las siguientes preguntas guiaron el estudio que aqui se reporta:

- ¢Qué efectos produce en las concepciones sobre el aprendizaje y la
ensefianza de las matemaéticas de los profesores contrastar sus formas
de razonamiento con las de los alumnos?

- ¢Qué efectos produce en el conocimiento matematico de los profeso-
res observar las clases donde los alumnos resolvieron los mismos pro-
blemas matematicos que ellos previamente abordaron?

Método

Para las sesiones de trabajo con los alumnos se us6 una estrategia didactica
basada en conducir las actividades de la clase haciendo ajustes sobre la
marcha, siguiendo sus formas de razonamiento. En las realizadas con los
profesores se propicié que concentraran su atencién en los avances de los
estudiantes para orientar la reflexion sobre su practica. Nuestra expectati-
va fue que esto, eventualmente, daria lugar a cambios favorables en el co-
nocimiento matematico y pedagogico de los docentes.

Ese modelo didactico se empled para conducir 20 sesiones de clase
con estudiantes de secundaria que cursan segundo grado en escuelas ofi-
ciales; todas las sesiones fueron videograbadas para posteriormente hacer
posible su uso en tantas locaciones como fuera necesario durante las si-
guientes fases del programa de desarrollo profesional. Los talleres con los
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profesores también fueron filmados; los videos fueron la principal fuente
de datos para el proyecto de investigacion. Consideramos que estos ma-
teriales seran un valioso recurso en estudios posteriores donde participen
maestros en servicio y como material didactico para los formadores de
futuros docentes.

Sesiones en el salon de clases
Para decidir el contenido matematico de las sesiones en el salon de clases
fue necesario revisar la literatura en investigacion y el curriculo oficial de
matematicas en América Latina. La informacion obtenida de este anélisis
nos condujo a seleccionar los temas comunes en el curriculo de matemati-
cas que han sido objeto de estudio, ya sea porque son temas dificiles para
su aprendizaje o su enseflanza o debido a su rol como antecedentes rele-
vantes en niveles de educacion subsecuentes.

También fue necesario considerar las restricciones financieras y el tiempo
asignado para el proyecto. Esto nos condujo a seleccionar las areas curriculares
y los temas que se describen a continuacion:

Aritmética Algebra Geometria

Multiplos y divisores Patrones numéricos Medicion y triangulos
y generalizaciones semejantes

Méaximo comun divisor Juegos y regularidades Areas y el teorema
algebraicas de Pitagoras

Minimo comudn multiplo Ecuaciones de primer grado Medicion y razones

trigonométricas
Lectura y construccion
de gréficas cartesianas

Se dedicaron dos sesiones de 50 minutos para tratar cada tema. Las sesio-
nes en el salén de clases se realizaron en dos escuelas secundarias publicas
de la Ciudad de México que voluntariamente participaron en el proyecto.
Los directivos de cada plantel nos permitieron intervenir en la escuela
siempre y cuando el proyecto no perturbara sus actividades cotidianas, 1o
que hizo necesario que trabajdramos con grupos escolares dentro de su
horario normal de clases; esto fue una situaciéon no esperada que resultd
muy valiosa para el proyecto, porque propicié de manera natural que hu-
biera frescura y espontaneidad en el trabajo de los estudiantes. Otra ven-
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taja que se derivo de esa situacion es que los alumnos que tomaron parte
en las clases no fueron seleccionados en forma alguna por el director de la
escuela, los profesores, o por el equipo responsable del proyecto.

La poblacién se formd por los grupos escolares que estaban disponibles
en el horario en el que fueron programadas las sesiones de trabajo, y estos
horarios se determinaron por el tiempo que tenia disponible el equipo
técnico que grababa con calidad profesional las sesiones. Los profesores
que condujeron las sesiones en el aula no son parte del personal de la
escuela. Deliberadamente desempefiaron el papel del maestro tres investi-
gadores del equipo académico responsable del proyecto. Esto fue un re-
guerimiento para llevar a cabo una fase piloto en la que se realizaron intensivas
reuniones de trabajo con los responsables del proyecto para someter los
métodos que usamos a un proceso de refinamiento. La etapa piloto se rea-
lizd en escuelas que no participaron en el estudio principal.

Las sesiones en el salon de clases fueron conducidas siguiendo las res-
puestas que dieran los alumnos al enfrentar una serie de problemas articu-
lados; las acciones del maestro fueron guiadas por la metafora de la partida
multiple de ajedrez que se describié anteriormente. Esta metafora implica
un método similar al ciclo de ensefianza propuesto por Simon (1995) y al
concepto de secuencias instruccionales desarrollado por Cobb y Mc Clain
(2001). Simon describe el ciclo de ensefianza como un proceso en el que:
“[...] en todo momento el maestro tiene una agenda pedagdgica y por lo
tanto un sentimiento de direccién. Sin embargo, esta agenda esté sujeta a
una continua modificacion en el acto de ensefiar [...]”. Cobby Mc Clain
(2001:215) también hacer referencia a este aspecto, en particular enfatizan
que: “Esta manera de actuar en el aula incluye un prop6sito y una actitud
permanente de apertura ante las posibilidades ofrecidas por las reacciones
de los alumnos a las actividades que se les proponen” .

Consideramos importante sefialar que esta postura didactica no sugiere
de ninguna manera que las actividades deben ser llevadas a cabo sin obje-
tivos claros; en todo momento de la clase el maestro debe tener en mente
una meta principal y los medios para alcanzarla.

Otro aspecto metodoldgico que se tomoé en cuenta fue la seleccidn de
los problemas matematicos; éstos debian ser suficientemente complicados
tanto para los profesores como para los estudiantes. El criterio que utiliza-
mos para seleccionarlos fue tomar los que nos permitieran abordar los
temas del curriculo en formas no convencionales.
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Por ejemplo, en el caso de la aritmética se eligi6 el tema de divisibilidad.
De acuerdo con la revision documental que realizamos, en los paises de
América Latina este tema es abordado tomando como punto de partida las
definiciones formales de divisor, multiplo y nimero primo. Esto es segui-
do por una serie de ejercicios para reforzar la comprension de estas defini-
ciones. Para presentar un tratamiento alternativo, decidimos abordar el
tema de multiplos y divisores usando un conjunto de preguntas dirigidas a
propiciar que los estudiantes enfrentaran situaciones que retaran su curio-
sidad matematica y capacidad intelectual y les condujeran a “descubrir”
las relaciones entre los conceptos involucrados, a proponer generalizacio-
nes con base en la observacién de regularidades numéricas y, finalmente, a
expresar y justificar esas generalizaciones por medio del uso del codigo
algebraico. Es importante mencionar que se permitié a los estudiantes tra-
bajar cooperativamente en pequefios grupos si ellos asi lo querian.

Problemas matematicos propuestos

A continuacidn se describen los problemas que usamos para cada tema,
abordaremos algunos mas detalladamente con la finalidad de exponer con
mayor precision el tratamiento didactico empleado, el resto de los proble-
mas se presentan de manera mas general.

Multiplos y divisores
Estos temas se abordaron con base en las respuestas que dieron los alum-
nos a las siguientes preguntas y actividades:

- ¢Puedes encontrar nimeros que tengan exactamente dos divisores? En los proximos
cuatro minutos haz una lista de esos nimeros tan extensa como te sea posible.
El reto es que tu lista sélo incluya nimeros que cumplan esa condicién.

- ¢Puedes encontrar niUmeros que tengan exactamente tres divisores? ;Puedes
proponer una regla que nos permita construir muchos niameros que tengan
exactamente tres divisores? ;Hay mas de una regla que nos permita hacer eso?

- ¢Puedes encontrar nimeros que tengan exactamente cuatro divisores? ;Puedes
proponer una regla que nos permita construir muchos niimeros que tengan exac-
tamente cuatro divisores? ;Hay mas de una regla que nos permita hacer eso?

- ¢Puedes encontrar nimeros que tengan exactamente n divisores? ;Puedes mos-
trarnos una regla que nos permita construir muchos nameros que tengan
exactamente n divisores? ;Hay mas de una regla que nos permita hacer eso?
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- ¢(Puedes encontrar un nimero natural diferente de 1 que no puedas factorizar
usando exclusivamente nimeros primos como factores?

Méaximo comun divisor

Este concepto se abordd por medio de un conocido problema que consis-
te en tener tres recipientes (A, By C), ninguno esta graduado, lo Gnico que
se conoce es la capacidad de cada uno de los recipientes A y B. La capaci-
dad del c es mayor que la de los otros dos juntos. EIl problema consiste en
encontrar una regla general que nos permita saber qué cantidades enteras
de litros pueden obtenerse pasando liquido del recipiente A al B a partir de
que conoces la capacidad de cada uno de ellos. Usamos este problema para
que los estudiantes recrearan la nocion del concepto de maximo comun
divisor y los alentamos a encontrar regularidades numéricas que eventual-
mente les permitieran proponer soluciones generales. Cada equipo de es-
tudiantes fue provisto con jarras y agua que podrian usar si lo consideraban
necesario. El problema se extendi6é hasta abordar intuitivamente la solu-
cion de ecuaciones diofantinas. Las preguntas y la secuencia en la que fue-
ron planteadas a los estudiantes se describen a continuacion.

- Tienes tres jarras, A, BY C. La jarra A tiene una capacidad de tres litros, la jarra
B tiene una capacidad de 5 litros. La jarra C puede usarse para guardar la can-
tidad de liquido que quieras o para pasar liquido a ella de alguna de las jarras
A 0 B. ;Puedes obtener 4 litros pasando liquido de la jarra A a la B? ;Puedes
encontrar una manera para registrar la secuencia de los movimientos que hicis-
te de una jarra a otra para convencernos de que tu respuesta es correcta?

- Considera que tienes las mismas condiciones que en el problema anterior, pero
ahora la jarra A es de 2 litros y la jarra B es de 4 litros. ;Puedes obtener 1 litro
pasando liquido de la jarra A a la B? ;Puedes encontrar una forma para registrar
la secuencia de los movimientos que hiciste de una jarra a otra para convencer-
nos de que tu respuesta es correcta?

- Ahora la jarra A es de 6 litros y la B de 9 litros. ;Puedes obtener 1 litro pasando
liquido de una jarra a la otra? ;Puedes encontrar una manera de registrar la se-
cuencia de los movimientos que hiciste de una jarra a la otra para convencernos
de que tu respuesta es correcta? ;Puedes hacer una lista con las diferentes canti-
dades de litros que pueden obtenerse al pasar liquido de la jarra de 6 litros a la de
9 litros? ;Puedes proponer un método para saber qué cantidades enteras de litros
puedes obtener pasando liquido de la jarra de 6 litros a la de 9 litros?
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- Ahora la jarra A es de 7 litros y la B es de 10 litros. ;Puedes obtener 1 litro

pasando liquido de una jarra a la otra? ;Puedes encontrar una manera de regis-
trar la secuencia de los movimientos que hiciste de una jarra a la otra para
convencernos de que tu respuesta es correcta? ;Puedes hacer una lista con las
diferentes cantidades de litros que pueden obtenerse al pasar liquido de la jarra
de 7 litros a la de 10 litros? ;Puedes proponer un método para saber qué canti-
dades enteras de litros puedes obtener pasando liquido de la jarra de 7 litros a
la de 10 litros?

Observa cuidadosamente las listas que hiciste para mostrar las diferentes canti-
dades de litros que puedes obtener al pasar liquido de una jarra a la otra. ;No-
tas alguna regularidad en estos niUmeros? ;Podrias encontrar una estrategia general
gue te permita saber si puedes 0 no obtener una cantidad dada de liquido sélo

con saber la capacidad de cada jarra?

Minimo comun multiplo

Este tema se abordd usando el conocido problema de los engranes. La
version que propusimos fue considerar dos engranes como los que se muestran
en la figura 1, el nimero de dientes en cada engrane puede ser diferente.
La pregunta que se hizo a los estudiantes fue que encontraran el menor
numero de vueltas que deben dar cada uno de los engranes para coincidir
otra vez en el punto donde empezaron a girar. Este problema se extendié
al caso de méas de dos engranes y a problemas del tipo “un amigo mio
comprd manzanas y naranjas. Por cada manzana pagd 5 pesos y por cada
naranja 3 pesos. Pago lo mismo por las manzanas que por las naranjas.

¢Cual es la menor cantidad de cada fruta que compro?”

FIGURA 1
El problema de los engranes
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Prealgebra y algebra

Incluimos cuatro temas, dos de ellos inducen la necesidad de emplear el
codigo algebraico para expresar y justificar generalizaciones (patrones nu-
meéricos, juegos y regularidades algebraicas). Las sesiones sobre patrones
numeéricos y generalizacion consistieron en que los alumnos encontraran
una funcién que cumpliera con la secuencia numérica sugerida por un
diagrama como el que se muestra en la figura 2.

FIGURA 2
El problema de los cuadrados

L] |

Para introducir la actividad se les plante6 a los estudiantes preguntas como las
siguientes: ;Cuantos cuadrados tendra la cuarta figura? ;Cuantos cuadrados
tendré la décima figura? Una figura en esta secuencia tiene 225 cuadrados,
¢cudl es el lugar de esta figura en la secuencia? ;Puedes expresar la regla que
usaste para contestar las preguntas anteriores usando el lenguaje algebraico?

Otros problemas que se usaron en esta seccion fueron del tipo “piensa en
un nimero”. Por ejemplo: piensa en un numero entero que esté entre 0 y
10. Suma 10 al namero que pensaste y guarda el resultado. Ahora restaa 10
el numero que pensaste y guarda el resultado. Suma los dos resultados que
obtuviste. ;Puedo adivinar el resultado final que obtuviste? jEs 20! ;Estoy
en lo correcto?, ;por qué pude hacer esto? ;Podria adivinar el nUmero que
pensaste si éste fuera mayor que 10? ;Podria adivinar el nUmero que pensas-
te si fuera menor que 0? ;Podria adivinarlo si éste no fuera un nimero ente-
ro?, ;por qué?

Las sesiones sobre juegos y regularidades algebraicas fueron aborda-
das por medio del problema de las torres Hanoi (figura 3). La meta fue
que los estudiantes encontraran la regla que gobierna este juego: la fun-
cion f(n) = 2"-1. Para realizarlo se les proporcion6 material manipulable
y una pieza de software que simula los movimientos de los discos de una
torre a la otra. Podrian usar alguno 0 ambos de estos recursos segun ellos
eligieran.
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FIGURA 3
El problema de las torres Hanoi
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El juego se inici6 pidiendo a los alumnos que pasaran tres discos de una
torre, las reglas del juego son que en ningdn momento puede estar un
disco sobre otro de menor tamafio y que la mejor estrategia es la que
emplea el menor nimero de movimientos. Las preguntas que se les hicie-
ron fueron como las siguientes: ;Cuéal es el nidmero minimo de movi-
mientos que se necesitan para pasar los tres discos de una torre a la otra?
Si los discos estuvieran en la torre A, jhacia qué torre harias el primer
movimiento? Se incrementd la dificultad del juego al aumentar el nime-
ro de discos.

El tema de las ecuaciones de primer grado se abordd pidiendo a los
estudiantes que encontraran “el numero perdido” en una ecuacién dada.
Consideramos importante sefialar que ellos no habian tenido ninguna ins-
truccion sobre los métodos convencionales para resolver ecuaciones al momento
de la sesion. Se incrementd la dificultad de la actividad gradualmente has-
ta abordar casos en los que las ecuaciones contenian paréntesis y barras de
division como signos de agrupacion. Otro tipo de actividad gque se usé en
esta sesion fue pedir a los alumnos que redactaran un problema que pu-
diera ser resuelto mediante una ecuacién dada y viceversa.

El tema lectura y construccidn de gréaficas cartesianas se abordé pidien-
do a los estudiantes que crearan historias que correspondieran a la infor-
macion que se presentaba en graficas de tiempo-posicién y viceversa (como
la de la figura 4). Otro tipo de actividad que se uso en estas sesiones fue
encontrar la regla de correspondencia de una funcion a partir de la infor-
macion que se daba en una gréfica lineal.
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FIGURA 4
Grafica tiempo-posicion
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Geometria

Las sesiones de geometria se desarrollaron en torno al concepto de medi-
cién. Se abordaron las nociones centrales de semejanza de triangulos, el
teorema de Pitagoras y razones trigonométricas en tridngulos rectangu-
los como herramientas de medicion. Estos temas no estan incluidos en el
plan de estudios de segundo grado, por lo que estdbamos seguros de que
los alumnos tendrian su primer acercamiento a ellos en las sesiones del
proyecto.

Se les introdujo a esos temas por medio de una estrategia de indagacion
tratando de que descubrieran por si mismos las nociones centrales involucradas,
en una forma similar a la que se emplea en un laboratorio de ciencias
naturales. Para apoyar este tipo de actividad el salén fue equipado con
geoplanos manipulables, un software que simula un geoplano y otro de
geometria dinamica y calculadoras cientificas. Por ejemplo, para abordar
el tema de razones trigonométricas, se les pidié dibujar un tridngulo rec-
tdngulo dadas las medidas de sus angulos internos; después calcularon los
cocientes tomando por pares las longitudes de los lados del triangulo y
comparando sus resultados con los de sus comparieros. El software de geo-
metria dindmica les permiti6é hacer esto agilmente y explorar sus conjetu-
ras usando tantos casos particulares como creyeran necesario antes de formular
sus conclusiones.

El uso de calculadoras cientificas les permitié confirmar los resulta-
dos que habian obtenido y saber los nombres técnicos de las razones
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trigonométricas que estaban usando. Una vez hecho esto, se les pidid
gue dieran argumentos matematicos que pudieran explicar las regulari-
dades numéricas que habian observado. Para cerrar la sesion, los alum-
nos se enfrentaron a problemas cuya solucién requeria encontrar algunas
longitudes o medidas de angulos en un tridngulo rectdngulo. Un método
similar se us6 para tratar los temas de semejanza de triangulos y el teore-
ma de Pitdgoras.

Talleres con los profesores

Se realizaron diez talleres mensuales de cinco horas cada uno en el periodo
febrero-noviembre de 2005. Los profesores de matematicas en servicio
participaron de manera voluntaria y aceptaron que las sesiones se videograbaran.
Como apuntamos antes, las mismas actividades y problemas que se usaron
con los estudiantes fueron incluidas con los maestros. En los talleres, los
docentes hicieron exploraciones matematicas trabajando a partir de las
indicaciones que se dieron en hojas de trabajo; decidieron trabajar en equipos
pequenos.

Los talleres se estructuraron de la siguiente manera: los profesores tu-
vieron una hora para abordar los problemas propuestos para esa sesion.
Las siguientes dos horas fueron asignadas para ver los videos de las dos
sesiones con los estudiantes; antes de verlos, se les preguntoé si creian que
los alumnos de segundo grado serian capaces de resolver los problemas
que ellos acababan de trabajar. Si la respuesta es si, ;en qué medida?, ;c6mo?,
¢por qué? Las dos altimas horas fueron asignadas para que los profesores
discutieran lo que ellos hicieron en el contexto de lo que observaron en los
videos. Para guiar su atencion mientras observaban los videos se les pidid
tomar notas sobre los siguientes puntos:

- las estrategias no esperadas que usaron los alumnos;

- los factores que mas influyeron en el éxito de los estudiantes al re-
solver los problemas;

- los factores que provocaron confusién en los estudiantes o la pro-
duccidn de respuestas incorrectas;

- las formas de razonar de los estudiantes que diferian de las que él
o ella, como profesor, hubiera utilizado para enfrentar el mismo
problema;y

- otros eventos en el salén de clases que consideraran importantes.
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Los docentes que participaron en los talleres trabajan en escuelas secunda-
rias publicas en la Ciudad de México. El profesor con mayor experiencia
en este grupo habia ensefiado matemaéticas durante 20 afos, y el de menor,
llevaba dos afios dando clases. Dos de estos maestros trabajaban en las
escuelas en las que se llevaron a cabo las sesiones con estudiantes. Este
hecho agregd un factor de credibilidad a los eventos en el salon de clases
que observaron en los videos.

Resultados

Una vez que analizamos los datos de los videos y las hojas de actividades
que completaron los profesores encontramos que, en general, sus inter-
venciones interrelacionaban reflexiones sobre el contenido matematico, el
pedagogico y las habilidades de los estudiantes. Tomando en considera-
cion estas restricciones, tratamos de organizar la presentacion de los resul-
tados dentro de las siguientes secciones: a) las expectativas de los profesores
sobre las capacidades sus alumnos y b) sus reflexiones sobre su conoci-
miento matematico y su practica docente.

Expectativas de los profesores

El hecho de que tanto profesores como estudiantes enfrentaran los mis-
mos problemas nos dio informacidon importante acerca de las expectati-
vas de los docentes en cuanto a las habilidades de sus alumnos. Los datos
recabados indican que centran la valoracidn de las capacidades de apren-
dizaje de los estudiantes en sus propias habilidades para ensefiar. Como
se apunto previamente, antes de ver el video de las sesiones con alumnos
se les pregunt6 a los maestros si pensaban que los jévenes serian capaces
de resolver los problemas. La primera vez que contestaron esta pregunta
hicieron énfasis en que no creian que los resolverian, especialmente aquellos
qgue requerian formular alguna generalizacion y generar argumentos sé-
lidos para aceptarla o rechazarla. Por ejemplo, en el caso del tema de
divisibilidad, sostuvieron que para que los estudiantes pudieran alcanzar
una meta tan ambiciosa era necesario ensefiarles previamente las reglas
de divisibilidad, un método para obtener nameros primos y mostrarles
como usar el algebra para trabajar con nimeros generalizados. Pensaron
que no era factible que contestaran preguntas que requerian algebra por-
gue sus conocimientos a este respecto eran aun incipientes. Dijeron es-
tar suficientemente seguros de que eso era lo que mostrarian los videos y
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que solamente era importante observar hasta qué punto confirmarian su
hipdtesis.

Una vez que los profesores vieron hasta qué punto los estudiantes fue-
ron capaces de trabajar con los problemas usando las rudimentarias herra-
mientas matematicas que tenian, empezaron a discutir buscando encontrar
por qué su percepcion inicial de las capacidades de los alumnos estaba tan
alejada de lo que ellos pudieron hacer. Por ejemplo, les sorprendié que
pudieran analizar los factores de un nimero dado usando el codigo algebraico.
Al discutir esto hacian referencia a casos como el de un estudiante que
pasé al pizarron para explicar su descubrimiento: “si decimos que p es un
nimero primo... p* tiene exactamente cinco divisores, porque p*+-1=p*
pA+p=p3; p*+p?=p?; p*+pd=p y p*+p*=1...” Este estudiante abundo6 en su
explicacidn: “Primero exploramos con muchos numeros como ése y fun-
ciond, después alguien del equipo lo hizo con letras y nos dimos cuenta
que es mas facil con las letras que con numeros”.

Esta clase de evidencia condujo a los profesores a buscar explicaciones
plausibles para estos hechos; llegaron a la conclusion de que habia sido la
manera en la que el instructor guid su razonamiento aritmético lo que les
permitié ganar confianza en si mismos, “esto hizo que los estudiantes empezaran
a producir ideas, como analizar casos particulares que finalmente les deja-
ron ver posibles generalizaciones”. Por ejemplo, uno de los profesores des-
taco lo siguiente:

[...] vean, el maestro [el instructor del proyecto] nunca dijo no a ninguno de los
estudiantes, siempre fue paciente [...] Si un estudiante decia algo incorrecto el
maestro preguntaba al grupo si estaba de acuerdo con la respuesta que ese alum-
no estaba dando [...] Actu6 de la misma manera aun cuando un alumno estaba
dando una idea brillante. De esta forma el maestro les iba dando muchas oportu-
nidades para corregir o confirmar sus respuestas por ellos mismos [...] Esta acti-
tud del maestro les da a los alumnos una oportunidad para aprender més [...] De
esta manera los estudiantes se aventuran a dar argumentos para rechazar o acep-
tar sus soluciones.

El grupo de profesores concluy6 que pensaban que los alumnos no serian
capaces de enfrentar estos problemas porque ellos tomaban como refe-
rencia su propia experienciay recursos que empleaban cuando ensefiaban
esos temas. Dijeron que: “estaban seguros de que las secuencias didacticas
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que ellos usaban eran buenas, y que consideraban que si los estudiantes
enfrentarian los problemas de la manera en que nosotros se los propusi-
mos a ellos, les parecia casi imposible que los estudiantes pudieran resol-
verlos con éxito”. El siguiente extracto de la intervencion de un maestro
ilustra lo anterior:

Es la manera en la que ensefiamos la que nos hizo pensar que los alumnos no
serian capaces de dar respuestas correctas a preguntas tan complejas [...] Cuando
ensefio estos temas empiezo por darles a los estudiantes los procedimientos nece-
sarios y las definiciones y conceptos acerca del contenido de lo que quiero que
ellos trabajen [...] Después les doy un buen nimero de ejemplos tratando de
reafirmar su entendimiento. Las reglas de divisibilidad se necesitan para hacer
que ellos sean buenos para encontrar factores, asi que les ensefio estas reglas [...]
Cuando ustedes dijeron que se les darian estos ejercicios a los alumnos de la
manera en que lo hicieron con nosotros, nos fue muy dificil pensar que los estu-
diantes lo pudieran hacer bien.

Esperabamos que la opinion de los profesores acerca de las capacidades de
los estudiantes cambiara después de la primera sesién de los talleres, pero
no fue asi. ElI cambio que observamos fue que se tomaban mas tiempo
para responder acerca de lo que pensaban que ocurriria en la clase con los
alumnos. Por ejemplo, en la clase del “problema de las jarras” dudaban
que pudieran enfrentarlo con éxito. Los presionamos para que dieran una
respuesta mas precisa y finalmente acordaron que:

[...] no creian que los estudiantes fueran capaces de resolver el problema debido
a que sabian muy poco acerca del maximo comun divisor, y la actividad requeria
no solo el manejo de la definicion de este concepto, sino hacer un registro claro
de los cambios de liquido de una jarra a otra y encontrar relaciones entre los
nameros que se involucraran en el problema.

Una vez maés, los logros de los estudiantes contradijeron fuertemente su
prondastico.

Hacia el final del estudio, 9 de los 25 profesores que participaron en
los talleres informaron que habian tratado de utilizar un método distinto
de ensefanza intentando emular lo que aprendieron en los talleres. Entre
los principales obstaculos que mencionaron se puede destacar que “preparar
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y presentar una clase como la que condujo el instructor del proyecto les
tomaba demasiado tiempo”; otra dificultad que mencionaron fue “el do-
minio que se requiere tener sobre el contenido matematico del tema para
poder atender las preguntas y respuestas de los alumnos de manera que sus
intervenciones les ayudaran a los estudiantes a fortalecer su pensamiento
matematico [...] Con tiempo, cuando hayamos dado varias veces la mis-
ma clase podremos hacerlo”.

Los profesores que no trataron de poner en marcha un nuevo método
de ensefianza argumentaron que la manera de ensefiar del instructor del
proyecto asi como los avances de los alumnos mostraban ser positivos,
pero que un enfoque como el que propusimos no era viable para ellos
debido a que la organizacidn en sus escuelas no estaba preparada todavia
para llevar a cabo un programa de esta clase. El argumento de los docen-
tes en este sentido fue que ellos no se sentian con la confianza suficiente
en sus propios conocimientos como para hablar con el director de la
escuela, o explicarle al supervisor cémo podrian cubrir mediante este
enfoque los temas del programa y alcanzar las metas del curriculo ofi-
cial. Nuestros datos sugieren que esta falta de confianza tiene que ver
con debilidades en su conocimiento pedagdgico y matematico. El siguiente
extracto lo ilustra:

Estoy impresionado con los logros de los estudiantes; encuentro muchos pun-
tos favorables en la manera en que los instructores condujeron la clase, como
manejaron el contenido y ajustaron sobre la marcha sus intervenciones de acuerdo
con las respuestas de los alumnos. No creo que yo pueda hacer esto, la escuela
en la que trabajo no esta tan bien organizada como las escuelas en las que se
tomaron los videos, conozco bien esas escuelas. Mis alumnos no se comportan
como los alumnos que vimos en los videos, es muy dificil para mi mantenerlos
concentrados. He dicho antes que me gustaron mucho las clases que vimos en
los videos, particularmente me gustd la clase de las torres Hanoi y traté de
trabajar esto con mis estudiantes. Ese dia la directora de la escuela entré ines-
peradamente a mi salon y se qued6 a observar la clase. Comentdé mi trabajo
con el inspector y me ordenaron que no volviera a hacer esto. Se me dijo que
limitara mi trabajo a los temas que se incluyen en el curriculo. Estoy seguro de
que intentaré de nuevo mas adelante, ahora necesito tiempo para superarme y
aprender mas sobre las matematicas y su ensefianza [...] Una cosa es jugar el
juego de las torres Hanoi y otra completamente diferente es desentrafiar los
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conceptos matematicos que éste involucra, esto es necesario para preparar la
clase de manera que los alumnos puedan jugar el juego matematicamente. Esto
requiere que el maestro tenga, ademas de un buen conocimiento de las mate-
maticas, una notable habilidad para ensefiar. El problema que yo veo es que mi
carga de trabajo es muy pesada, como lo es para muchos de mis compaferos,
de cualquier forma, trataré de organizarme para hacer esto y seré voluntario
nuevamente para participar en esta clase de programas siempre que me den la
oportunidad.

Reflexiones de los profesores sobre su practica

Las intervenciones de los profesores durante los talleres sugieren que los
logros de los estudiantes fueron un factor importante para motivarlos a
reflexionar criticamente sobre su préctica y su conocimiento matematico
y pedagdgico. Este hallazgo confirma lo que nos propusimos al disefiar el
presente estudio. Como mencionamos antes, al concluir las sesiones de los
talleres (un afio de trabajo), algunos de los docentes se involucraron en
intentar métodos de ensefianza diferentes al que habian estado utilizando;
esto fue uno de los resultados de las discusiones y el anélisis del enfoque
de ensefianza que se presentd en este estudio. Incluso los que manifestaron
no tener intencion de cambiar hicieron referencia en sus intervenciones a
la manera en la que el hecho de observar los logros de los estudiantes les
motivo a revisar sus formas de ensefiar.

Los datos recabados sugieren que el principal factor que los motivo a
que probaran un método de ensefianza distinto fue observar como cam-
bian las actitudes de los alumnos en la medida en que se les daban oportu-
nidades para explorar, cometer errores, ir hacia delante y hacia atras, siempre
sintiéndose seguros porque habia un maestro que estaba con ellos para
ayudarlos. Uno de los profesores se refirid las actitudes de los alumnos de
la siguiente manera:

Creo que las actitudes favorables de los alumnos estan estrechamente relaciona-
das con su desempefio matematico [...] Vimos cémo los alumnos iban ganando
confianza en ellos mismos en la medida en que el grupo aceptaba sus ideas [...]
Fue notable la manera en que participaban entusiastamente proponiendo ideas
y discutian acaloradamente con sus comparieros y el maestro. Los alumnos que
observamos en los videos parecian felices en la clase de matematicas [...] Me
pregunto por qué mis alumnos casi nunca se ven asi. Estoy impresionado de lo
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lejos que puede ir el aprendizaje de los alumnos cuando el maestro los guia
como vimos en los videos [...] Me gustaria que mis alumnos se comportaran de
esa manera y estoy convencido de que eso depende mucho de mi.

Las reacciones de los profesores indican que al principio su atencién se
centré de manera importante en las respuestas de los estudiantes, pero
pronto dejaron de enfocarse exclusivamente en las respuestas y empeza-
ron a analizar como razonaban los alumnos para dar esas respuestas; esto
los condujo a concluir que era importante discutir la manera en la que los
instructores condujeron las clases. En muchas de las sesiones los profeso-
res trataron de encontrar razones plausibles que explicaran por qué los
jovenes podian generar soluciones matematicas a los problemas que se les
plantearon. Los maestros destacaron en sus debates que el instructor pro-
curaba no dar respuestas a los estudiantes; en cambio, les respondia con
una nueva pregunta “tratando de hacer que los alumnos vieran por si mis-
mos cual era el error”. Nuestro analisis sugiere que los profesores se die-
ron cuenta de estos eventos porque ellos no actian de la misma manera
que el instructor en los videos.

El punto que mas discutieron los profesores fue la posibilidad que ellos
tienen de poner en préactica el enfoque de ensefianza que observaron en los
videos. Llegaron a la conclusion de que los estudiantes que tomaron parte
en los videos no son diferentes a los suyos. Este tipo de discusiones les
permitié concluir que no son solo las habilidades pedagdgicas del maestro
lo que permite que las actividades en el aula sean fructiferas; notaron que
esas habilidades se manifiestan en otros factores importantes, como los
materiales que usa el profesor para la actividad, el criterio para seleccionar
o disefar los problemas, la forma en la que la clase fue planeada, y cdmo
esta manera de estructurar la clase puede ayudar al maestro a anticipar las
respuestas que pueden producir los alumnos. La siguiente intervencion de
un maestro ilustra lo anterior:

Después de haber discutido estos temas me di cuenta de la importancia de pre-
parar cuidadosamente la clase. Me di cuenta de que planear una clase consiste
en poner juntos mis conocimientos pedagogicos y matematicos para ayudar a
los estudiantes a aprender maés significativamente [...] Lo que quiero decir es
que planear una clase requiere que el maestro traduzca su conocimiento mate-
matico de manera que lo pueda llevar a un contexto de ensefianza-aprendizaje.
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Consideraciones finales

Nuestro estudio estuvo influido por otros trabajos realizados en progra-
mas de desarrollo profesional para docentes donde se asume que la resolu-
cién de problemas matematicos suficientemente dificiles puede tener efectos
positivos en el conocimiento pedagdgico y matematico de los profesores
(Zaslavsky, Chapman y Leikin, 2003; Murray, Olivier y Human, 1995;
Schifter, 1993). Los resultados arrojados por este estudio resaltan la im-
portancia de este tipo de problemas mateméaticos como un instrumento
para que los maestros mejoren sus practicas de ensefianza. Nuestros datos
confirman también algunos hallazgos previos sobre el rol que juega la re-
solucion de problemas matemaéticos no rutinarios como un medio para
hacer que los profesores reflexionen sobre sus practicas y, eventualmente,
las mejoren. Una fuente importante para nuestro estudio fue la investiga-
cion realizada por Carpenter y Fennema (1989), su trabajo asume que el
conocimiento del pensamiento matematico de los estudiantes proporcio-
narad a los docentes una base mas sélida para su tarea docente y para su
desarrollo profesional.

Una suposicién en el presente estudio es que estamos convencidos de
gue los profesores deben aprender matematicas de la misma manera en la
que se espera que las ensefien. Dado que nuestro estudio estuvo dirigido a
maestros en servicio, debiamos utilizar un método que nos permitiera pro-
veerles una oportunidad de aprender matematicas de la misma manera en la
que esperamos que las ensefien. Para nosotros fue un reto que los sujetos
con los que trabajamos estaban dando clases. El hecho de ponerlos en la
posicion de confrontar su conocimiento con el de sus estudiantes les permi-
tio analizar criticamente su practica en el marco de como estan ensefiando.
Los resultados del presente estudio confirman lo reportado en otras investi-
gaciones acerca de gque una componente relevante en el desarrollo profesio-
nal de los profesores es su conocimiento matematico. El matiz que nuestros
datos sugieren a este respecto es que es mas probable que participen activa-
mente en el proceso de fortalecimiento de su conocimiento matematico si
éste se aborda situandolo adecuadamente en su practica de ensefianza. Nuestros
datos ratifican la necesidad de un sélido conocimiento matematico para
que los maestros sean capaces de disefiar, o retomar, actividades que propi-
cien oportunidades para que sus alumnos aprendan matemaéticas de una ma-
nera mas significativa. Consideramos necesario enfatizar en que este estudio
indica que si queremos fortalecer el conocimiento matematico y pedagogico
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de los profesores en servicio, es importante que los motivemos involucrandolos
en propuestas didacticas que produzcan resultados que se reflejen en la cali-
dad de los aprendizajes de los estudiantes.

Los resultados del presente estudio confirman que el cambio en las con-
cepciones, practicas y conocimientos de los profesores no es un evento,
sino el resultado de un largo proceso. Después de un afio de trabajo con
maestros en servicio sélo tenemos evidencia de cambios incipientes en sus
practicas y concepciones. Esta experiencia indica claramente que las reu-
niones de trabajo mensuales proporcionaron un ambiente favorable para
aprender unos de otros y resalta la pertinencia de seguir promoviendo la
creacién de comunidades profesionales de ensefianza. En México esto es
un enorme reto porgue nuestros profesores usualmente trabajan aislados
unos de otros.
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