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DESARROLLO DE EPISODIOS
DE COMPRENSION MATEMATICA

Estudiantes de bachillerato en procesos de resolucion de problemas*
ARMANDO SEPULVEDA LOPEZ / LUZ MANUEL SANTOS TRIGO

Resumen:

Se documenta el trabajo realizado por estudiantes de bachillerato cuando se enfren-
taron a un conjunto de problemas que involucran diferentes métodos de solucién, en
un escenario de instruccién basado en resolucién de problemas. Durante el desarro-
llo de la investigacidn, los estudiantes tuvieron oportunidad de trabajar en pequefios
grupos, presentar y defender sus ideas en la clase completa y revisar constantemente
su trabajo como resultado de criticas y opiniones que surgieron durante sus presenta-
ciones y discusiones en clase. En este contexto, los alumnos exhibieron diferentes
episodios de comprensién que les permitié refinar y robustecer sus acercamientos
iniciales y, eventualmente, utilizar distintos caminos de solucién de los problemas.

Abstract:

The article documents the work performed by high school students when faced by a
set of problems involving different methods of solution, in an educational scenario
based on problem solving. During the study, the students had the opportunity to
work in small groups, to present and defend their ideas to the whole class, and to
revise their work constantly, based on the criticism and opinions that arose during
their presentations and class discussions. In this context, the students exhibited different
episodes of comprehension that allowed them to refine and strengthen their initial
approaches, and eventually to use different paths for solving problems.
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Introduccién

| desarrollo del razonamiento de los estudiantes sobre las nociones de
E proporcién y de variacién tiene una gran importancia en el curriculum
del bachillerato. Por ello el estudio del razonamiento proporcional repre-
senta un aspecto crucial en el curriculum matemdtico preuniversitario.
Generalmente, se reconoce que las experiencias de aprendizaje de los estu-
diantes se enriquecen cuando trabajan con problemas o tareas planteadas
en contextos familiares y donde tengan la oportunidad utilizar recursos
que les permitan aplicar ideas fundamentales de las matemdticas en los
procesos de resolucién. Asi, la resolucién de problemas que involucren
distintos contextos es fundamental para lograr una sélida formacién en la
educacién matemdtica.

:Qué tipo de tareas o problemas promueven el aprendizaje matemdtico?,
¢qué significa que los estudiantes aprendan matemdticas?, ;qué formas de
trabajo en el aula favorecen el aprendizaje? Estas son algunas preguntas que
han sido parte de la agenda de investigacién en educacién matemdtica du-
rante los dltimos quince afos. El uso de procesos de resolucién de proble-
mas y la puesta en marcha de una forma de trabajo en el aula que combine
la modalidad colectiva —en la clase completa y en pequefios grupos— con la
individual son aspectos clave de las orientaciones que actualmente se pro-
mueven en la educacién matemdtica. Sin embargo, tradicionalmente la en-
sefianza de los contenidos matemdticos se ha visto desligada de estos aspectos
y de una seleccién adecuada de tareas.

En este trabajo nos interesa documentar las estrategias, representacio-
nes y recursos que los estudiantes usaron durante el proceso de solucién
de un conjunto de problemas. Entre los contenidos relevantes que apare-
cieron en las soluciones se incluyen los conceptos de variacién o cambio,
ideas de proporcionalidad, bisqueda de lugares geométricos y solucién de
ecuaciones. Los contextos en que se presentaron los problemas son fami-
liares para la mayoria de los jévenes y representan situaciones que les son
ticiles de comprender. En la seleccién de los problemas se considerd la
posibilidad de que, al ser abordados, los estudiantes utilizaran y potencia-
ran sus propios recursos matemdticos (Doerr y English, 2003); es decir,
que el proceso de solucién demandara de los alumnos una reflexién cons-
tante donde tuvieran oportunidad de expresar y refinar sus acercamientos
iniciales a los problemas.
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Las preguntas que gufan el desarrollo de este estudio incluyen:

1) ;En qué medida las tareas contribuyeron para que los estudiantes re-
velaran, inicialmente, sus ideas y, luego de interactuar con ellas, las
evaluaran y extendieran, estableciendo conexiones o desarrollando
nuevas ideas?

2) ;Qué formas de comprensién y métodos de solucién aparecieron durante
los procesos de resolucién de problemas? En particular, ;qué habili-
dades o rasgos del pensamiento matemdtico y qué recursos o conte-
nidos de la disciplina se promovieron en los estudiantes durante su
interaccién con los problemas o tareas?, ;de qué manera los modelos
iniciales de solucién de los problemas se robustecieron o refinaron,
como resultado de la participacién de los estudiantes?

3) ¢Cudl fue el papel del profesor durante el desarrollo de las sesiones de
resolucién de problemas en el salén de clases?

Marco conceptual
En la organizacién y estructuracién del estudioestdn relacionados tres te-
mas importantes:

1) La idea de que el aprendizaje de las matemdticas involucra el de-
sarrollo de cierta disposicién de los estudiantes para explorar e investigar
relaciones matemdticas, emplear diversas formas de representacién al ana-
lizar fenémenos particulares, usar distintos tipos de argumentos y comu-
nicar resultados. Esta disposicién resulta relevante en los procesos de refinar
los acercamientos iniciales de los alumnos. En esta perspectiva, el National
Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) sugiere la importancia
de que los estudiantes construyan sus conocimientos matemdticos al resol-
ver distintos tipos de tareas que rednan tres caracteristicas: que los moti-
ven a expresar lo que saben; que los aliente a estar dispuestos a investigar
lo que desconocen por medio de la discusidn, la experimentacién y el in-
tercambio de experiencias; y que permitan recuperar los procesos de pen-
samiento empleados en sus intentos de solucién. Ademds, también es
importante que los profesores los ayuden a plantear conjeturas y apoyen a
quienes lo necesitan, sin eliminar el reto que contiene la tarea. En este
contexto se reconoce la importancia de que los estudiantes utilicen recur-
sos y estrategias que les permitan pensar matemdticamente:
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Aprender a pensar matemdticamente significa (a) desarrollar un punto de vista
que valore el proceso de matematizacién y abstraccién y tener la tendencia a
aplicarlos, y (b) desarrollar una competencia con las herramientas de trabajo y
usarlas en la meta de entender y construir estructuras —desarrollar el sentido
matemdtico (Schoenfeld, 1994:60).

Asi, el reto en la instruccién matemdtica es generar condiciones de aprendi-
zaje para los estudiantes donde se reflejen valores propios relacionados con
el desarrollo de la disciplina. En particular, el salén de clase debe promover
actividades y hdbitos consistentes con la prictica real de la misma.

[...] Para desarrollar los hdbitos apropiados y la disposicién de interpretacién y
de encontrar sentido a las ideas matemdticas y el desarrollo de modelos apropia-
dos de pensamiento matemdtico —la comunidad de préctica en donde los estu-
diantes aprenden matemdticas debe soportar y desarrollar las formas de pensar de
la prictica matemdtica. Esto es, el salén de clase deben ser comunidades en la
cual el encontrar sentido a las ideas debe ser lo que se espera que los estudiantes

practiquen (Schoenfeld, 1992:345).

2) El reconocimiento de que aprender matemdticas es un proceso conti-
nuo que se ve favorecido en un ambiente de resolucién de problemas
(Schoenfeld, 1998), y donde los estudiantes tienen oportunidad de desa-
rrollar formas de pensar consistentes con el quehacer de la disciplina. En
este contexto, los alumnos conceptualizan la disciplina en términos de preguntas
o dilemas que necesitan examinar, explorar y resolver a través del uso de
distintas estrategias y recursos matemdticos (Hiebert y Carpenter, 1992).
Es decir, resulta relevante que formulen preguntas al intentar resolver pro-
blemas o comprender ideas matemdticas. Postman y Weingartner (1969:23)
afirman que:

El conocimiento se produce en respuesta a preguntas [...] Una vez que ha aprendido
a cémo preguntar —preguntas relevantes, apropiadas y sustanciosas— el estu-
diante ha aprendido cémo aprender y ya nadie lo puede detener en el camino

de seguir aprendiendo lo que necesite y quiera conocer.

3) El reconocimiento de que los estudiantes exhiben ciclos o episodios de
comprensidén en las distintas fases de resolucién de los problemas, que les
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permite refinar constantemente sus modelos de solucién (Lesh ez 2/, 2000).
Esto es, en sus acercamientos, ellos incorporan una diversidad de formas
de representacién y generan ciclos de entendimiento que evolucionan a
través de sus interpretaciones iniciales, intermedias y finales de las tareas.
En general, al trabajar los problemas, los estudiantes muestran varios ci-
clos de modelacién en donde sus acercamientos iniciales, descripciones,
explicaciones, y predicciones, son gradualmente refinados, revisados o re-
chazados con base en la retroalimentacién y discusién de sus ideas dentro
de una comunidad:

En la resolucién de problemas varios niveles y tipos de respuesta casi siempre son
posibles (donde una es la mejor dependiendo del propdsito y circunstancias), y
los estudiantes mismos deben ser capaces de juzgar el valor relativo o formas
alternativas de pensar el problema. De otra manera, el estudiante no tiene forma
de conocer que debe ir mas alld de la forma inicial de pensar el problema; y
tampoco tiene forma de juzgar las ventajas y desventajas de una forma alternativa
de pensar [...] (Lesh y Doerr, 2003:18).

La identificacién de episodios de comprensién, en términos del uso de
recursos matemdticos, estrategias y representaciones, genera informacién
util para analizar los acercamientos de los estudiantes en la resolucién de
problemas; en particular, Lesh y Kelly (2000) asi como Doerr y English
(2003) han documentado que, cuando trabajan con problemas que les son
significativos, emplean ideas matemdticas fundamentales y, con frecuen-
cia, sus soluciones van mds alld de la situacién escolar; eventualmente,
construyen modelos que les permiten resolver las tareas.

Diseno de la investigacion, métodos y procedimientos

Este trabajo se llevé a cabo con un grupo de 24 estudiantes (16-17 afos)
de tercer grado de bachillerato, en una escuela publica del sistema educa-
tivo mexicano quienes, previamente, habfan cursado dlgebra, geometria y
trigonometria y geometria analitica. Estos jévenes participaron en un cur-
so de resolucién de problemas durante un semestre, con dos sesiones regu-
lares de clases de dos horas cada una. Las sesiones se desarrollaron en un
curso curricular “Temas selectos de matemdticas” que permite al profesor
proponer el programa a estudiar; los jévenes no recibieron instruccién es-
pecifica para resolver las tareas.
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Durante la instruccién, los estudiantes tuvieron oportunidad de exhibir
sus ideas y formas de resolver el conjunto de problemas. En particular, re-
sulté relevante que reconocieran la importancia de contrastar sus propios
acercamientos con los que proponian sus compaferos. En este contexto, en
su trabajo aparecieron multiples formas de representar e interpretar los pro-
blemas. Asi, en las actividades de instruccién se combind el trabajo indivi-
dual y colectivo, en pequefios grupos y con la clase completa, registréndose
los hechos relevantes en estas formas de trabajo. Durante el desarrollo del
estudio aparecen tres etapas importantes (Sepulveda y Santos, 2004):

Etapa de aplicacién

1) Actividad previa: el profesor da al grupo una breve introduccién a la
tarea, con el propésito de ubicar a los estudiantes en contextos similares
a la actividad; destacando la importancia que representa su participa-
cién en el desarrollo de la sesién.

2) Trabajo en equipos: se organizan en equipos de tres, procurando que en
cada uno haya estudiantes con distintos niveles de desempefo, que ten-
gan la posibilidad de interactuar entre ellos y los demds equipos, asf
como de expresar y comunicar sus ideas. Al concluir el periodo asigna-
do al trabajo por equipos, cada uno entrega su reporte de solucién.

3) Presentaciones: cada equipo presenta a toda la clase su solucién a la ta-
rea, permitiendo que los miembros de los demds equipos pregunten
libremente a quienes exponen.

4) Discusidn colectiva: el profesor promueve la discusién colectiva entre
los estudiantes, con la idea de analizar ventajas y desventajas de los di-
ferentes métodos de solucién presentados y, cuando sea necesario, rea-
liza una sistematizacién de las ideas e identifica posibles extensiones del
problema.

5) Trabajo individual: enseguida, a partir de la discusién colectiva, los es-
tudiantes tienen la posibilidad de volver a la actividad y aplicar los nue-
vos entendimientos que se generaron como producto de la interaccién
y abordan individualmente la tarea.

Etapa de entrevistas
Como resultado de la observacién del trabajo en equipos, de las presenta-

ciones y de la discusién colectiva se entrevistaron a algunos estudiantes
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que mostraron un comportamiento de interés para la investigacién. Las
entrevistas fueron del tipo no estructurada y se abordan aspectos donde
los jévenes tuvieron dificultad o bien en los que mostraron ideas relevan-
tes que era pertinente explorar con mayor profundidad en la solucién de
los problemas.

Etapa de analisis

Nos interesé distinguir si hay una evolucién en el nivel de entendimiento
de los estudiantes, identificando los momentos cruciales que contribuye-
ron a ese cambio. El andlisis se realizé en tres partes: primera: se analizé el
trabajo de los estudiantes en pequefios grupos, los cambios en las inter-
pretaciones de los problemas, el tipo de cantidades y relaciones que usa-
ron, el tipo de razonamiento matemdtico y expresiones de generalizacién.
Segunda: se enfoca en describir las variaciones en los diferentes modelos
que desarrollaron los alumnos en cada tarea, como resultado del uso de
distintas representaciones de los problemas. Tercera: se analizan las trans-
cripciones de equipos que contribuyeron con ideas para la solucién de los
problemas, asi como de estudiantes que participaron en la discusién du-
rante las presentaciones o en las entrevistas.

Nuestras fuentes de informacién para el andlisis son: 2/ los reportes
escritos de los estudiantes, tanto del trabajo en equipos como el indivi-
dual; 4/ las trascripciones del audio y videograbaciones realizadas; y ¢/ las
observaciones de los investigadores. En cada una de las tareas, recibieron
especial atencién, en el audio y la videograbacién, los equipos D y H, por
la facilidad de expresién y comunicacién de sus integrantes; con otra cd-
mara el video fue rotando. Asi, las copias del trabajo de los estudiantes,
los reportes de campo y las transcripciones de las discusiones en equipos y
en la clase completa, conforman el cuerpo de datos de nuestro estudio.
Para organizar a los estudiantes en equipos de tres —denominados por las
letras A, B, S, etcétera— se considerd: el desempefio mostrado durante las
primeras sesiones, antes de la aplicacién de las tareas; su comportamiento
en el grupo; y las opiniones expresadas por sus anteriores profesores de
matemdticas.

Los propésitos principales que se persiguieron con el estudio fueron:
Primero: describir el desarrollo del pensamiento de los estudiantes sobre
proporcionalidad, tipos de variacién, lugares geométricos y ecuaciones.
Aqui anticipamos diferentes usos de recursos de los estudiantes y formas
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potenciales de solucién. Segundo: documentar las diferentes maneras de

pensar de los estudiantes, que se generan cuando interactdan con las ta-

reas en un ambiente que combina el trabajo y discusién colectiva, con el

individual. Tercero: describir e ilustrar el desarrollo de los modelos que

establecieron los estudiantes al resolver un conjunto de problemas en dife-

rentes contextos.

La tabla 1 contiene las tareas seleccionadas (Bzlznced Assessment Packa-

ge for the Mathematics Curriculum, 1999, 2000), los contenidos matemd-

ticos relevantes, el uso de recursos matemdticos y las estrategias potenciales

de solucién.

TABLA 1

Clasificacion de las tareas

Contenidos
fundamentales

Uso de recursos

Estrategias
potenciales de solucion

Tarea: Relampagos
Medicién; geometria;
numeros y operaciones

1° Medir y transformar escalas

2° Aplicar proporcionalidad

3° Aplicar propiedades de
mediatriz y circunferencia

Tarea: Carros de supermercado

Algebra; medicién

Tarea: Sombras
Geometria; algebra

1° Medir y transformar escalas

2° Aplicar proporcionalidad

3° Obtener relacién que
modele la situacion

1° Usar proporcionalidad

2° Semejanza de tridangulos

3° Trigonometria

4° Establecer grafica y modelo
de una variacion lineal

Tarea: Evaluar un dibujo

Geometria; algebra;
nUmeros y operaciones

1° Aplicar proporcionalidad

2° Usar argumentos verbales

3° Usar argumentos geomet.

4° Usar relaciones de proporcio-
nalidad entre perimetro y area

Transformar escalas y aplicar nociones
de proporcionalidad; trazar mediatrices
y circunferencias; y usar las propiedades
de estos lugares geométricos

Transformar escalas, identificar una
variacion lineal y obtener una relacién
entre dos variables; graficar nimero
de carros contra espacio ocupado

Aplicar semejanza de triangulos y
nociones de proporcionalidad,
trigonometria; graficar distancia al
poste contra longitud de la sombra

Dibujar figuras y obtener el tipo de
variacion en el perimetro y en el area;
obtener constante de proporcionalidad,
aplicar regla de tres; usar restricciones
en un problema
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Cada problema fue inicialmente analizado por el investigador con la
intencién de identificar las ideas y conceptos matemdticos fundamentales
alrededor del proceso de solucién. Ademds, la identificacién de las solu-
ciones potenciales a cada problema ayudé a detectar tedricamente las for-
mas de solucién que los estudiantes podian exhibir en sus acercamientos a
los problemas. Esta informacién resulta relevante al estructurar el desa-
rrollo del estudio (Santos, 1997).

El andlisis de la informacién que proviene del trabajo individual de los
estudiantes, el realizado en pequefios grupos, las presentaciones, las obser-
vaciones de clase y las entrevistas, se basa en el seguimiento del trabajo en
los distintos escenarios. Asi, una representacién del problema o una idea
inicial propuesta en forma individual se analizaba desde la perspectiva de
cémo se exploraba o discutia en los pequefios grupos, en las presentacio-
nes de equipo y durante las entrevistas.

Presentacion de resultados

A continuacién presentamos los resultados obtenidos durante la aplica-
cién de cada una de las tareas. Iniciamos con algunos comentarios genera-
les acerca de las caracteristicas de las preguntas que las conforman para,
posteriormente, centrarnos en aspectos relevantes donde se aprecien dis-
tintos acercamientos y la evolucién en el manejo de recursos, argumentos
y representaciones que utilizaron los estudiantes.

Contexto y enunciado de la tarea Relampagos

Se trata de un problema que involucra mapas, dados en una cierta escala,
que indican la localizacién de varias poblaciones en relacién con un lugar
donde hay una tormenta con truenos y reldimpagos (figura 1); se informa
a los estudiantes que el sonido viaja un kilémetro en tres segundos y que
una manera de estimar la distancia a la que ocurrié un reldimpago es con-
tar el ndmero de segundos a partir de que se ve el destello de luz hasta
escuchar el trueno, y entonces dividir ese ndmero entre 3. La tarea con-
siste en:

1) Supongamos que ves el destello de la luz de un reldmpago y después de
3 segundos escuchas el trueno: 2) ;A qué distancia ocurrié el relimpa-
go? 4) ;Qué te dice la regla “dividir entre 3” sobre qué tan rdpido el
sonido del trueno viaja por el aire? Explica.
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2) En los puntos P, Q, Ry S marcados en el mapa A de la figura 1, hay gente
de pie y ven un relimpago en el punto L: 2/ ;quién escucha primero el
trueno? 4/ ;Quién lo escucha al dltimo? ¢) Una persona lo escucha des-
pués de 15 segundos ;dénde estd? #) ;Después de cudntos segundos
escucha el trueno la persona que estd en P?

3) Si hay un reldmpago en diferente lugar y las personas que estin en Py Q
lo escuchan después de la misma cantidad de tiempo: 2) Muestra en el
mapa B el lugar donde pudo haber ocurrido el relimpago. 4/ ;Hay otros
lugares?, si los hay, muestra cémo pueden obtenerse. ¢/ ;Puedes decir
quién escuchard primero el trueno de P y R?

4) Ahora el relimpago ocurre en diferente lugar. 2/ Si sabes que una perso-
na en P lo escucha 9 segundos después de ver la luz, muestra en el mapa
B los lugares donde pudo haber ocurrido. &) Si sabes que una persona
en R escucha el trueno de este mismo reldmpago 18 segundos después
de verlo, muestra en el mapa los lugares donde pudo haber ocurrido.

Esta tarea contiene dos tipos de preguntas: las que pueden responderse de
manera directa con una operacién, una medicién o una argumentacién
que se deriva inmediatamente del enunciado (1 y 2), y las que involucran
argumentos relacionados con los lugares geométricos de mediatriz y cir-
cunferencia (3 y 4); en este caso, la nocién de proporcién aparece implici-
tamente en las respuestas o en el trazo de los lugares geométricos. En las
dos primeras hubo diferencias en las respuestas de los estudiantes, debido a
que consideraron puntos distintos desde los cuales medir. La pregunta en
la que hubo mds discusién y reflexién fue la 3; aqui nos centramos en ésta.

FIGURA 1
Mapas que acompanan a la tarea de Reldmpagos
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Las figuras 2 y 3 resumen algunos acercamientos de los estudiantes, asf
como parte del trabajo en pequefios grupos y reportes individuales. Los ocho
equipos respondieron a los incisos a y b de la pregunta 3 mediante el trazo
de la mediatriz del segmento PQ, sefialando dos o mds puntos de la misma.

FIGURA 2
Acercamientos para trazar la mediatriz de PQ en la pregunta 3b
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FIGURA 3
Trabajo del equipo H y de Andrés (individual) en la pregunta 3 de Reldmpagos
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El equipo H concluyé que no se podia decir Andrés (del equipo H) reporta, después de las
quién escuchara primero el trueno; presentaciones y discusion colectiva, que si es
si la persona que estd en P 0 quien esta en R. posible decir quién escuchara primero el trueno.
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Se observan tres formas distintas de trazar la mediatriz, las contenidas en
la figura 2 y la habitual con regla y compds. En la figura 3 se aprecian los
reportes escritos del equipo H y de Andrés, uno de sus integrantes, quien se
oponfa y descalificaba la argumentacién de Roberto durante el trabajo en
equipos, que consistia en que deberia haber un punto “que estuviera en el
mismo radio” y desde ahi se escucharia al mismo tiempo en P, Q y R.

En general, los reportes individuales contienen respuestas completas en la
pregunta 4 y coinciden con el trabajo previo en equipos. Hay evidencia de
que los acercamientos en pequefios grupos fueron importantes para que los
estudiantes propusieran y refinaran las representaciones del problema. El tra-
bajo en grupo fue un elemento fundamental tanto en la busqueda de explica-
ciones y justificaciones, como en la importancia de entender y valorar el trabajo
de los compaiieros de clase. Una evidencia de ello se muestra en el siguiente
didlogo, correspondiente a un episodio del trabajo en pequefios grupos en la
tarea Reldmpagos, que ilustra esta actitud entre los integrantes del equipo H,
donde Roberto se anticipa y resuelve la pregunta 3¢, pero sus compaiferos,
Karla y Andrés, no le prestan atencién. Previamente, habfan trazado la mediatriz
de PQ y aceptado que si el reldimpago ocurriera en cualquiera de sus puntos, se
escucharfa al mismo tiempo en P y Q [Andrés (A), Karla (K), Roberto (R)]:

[Andrés y Karla se encuentran discutiendo en contra de lo que dice Roberto]

1. K: [...] Pero entonces, ;cémo le hago para saber? [se refiere a quién escuchard
primero el trueno, una persona que estd en P o una que esta en QJ.

2. R: ;Ah! Pos midelo [asocia la distancia como referente importante] Si estos tres
puntos fueran iguales y éste fuera diferente [sefiala el punto Q], entonces ya
nada mds tomarfamos en cuenta de dénde queremos escuchar; si tomdra-
mos en cuenta que deberfa ser por ésta [sefiala los puntos P y R, y mueve el
dedo indicando una linea perpendicular entre los dos].

3. A: DPero pide quién s y quién no, ;dénde estd?

4. R: [...] Entonces hay un punto por aqui [sefiala la mediatriz de PR e indica un
punto de ésta]; entonces ese punto estd igual de aqui a P y de aqui a R.
Algunas veces estard mds cerca de P y a veces mds cerca de R.

5. K: No es claro.

6. R: ;Por qué no? Si pudieras saber ese punto, entonces todos estarfan en el mis-
mo radio...

7.A: A ver, vamos a ver la otra pregunta [Andrés intenta esquivar el didlogo,

dando la vuelta a la hoja y empieza a leer].
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8. R: [...] Yo digo que se puede sacar la recta por el punto medio y sacar el radio

de ambas [se refiere a las mediatrices de los segmentos PQ y PR] para ver qué
es lo que pasa desde ese punto [se refiere al punto de interseccién de esas

mediatrices (circuncentro del tridngulo PQR)]... pero no me hacen caso.

A pesar de la insistencia de Roberto, el reporte escrito del equipo H no

contiene sus opiniones; es decir, no logré convencer a sus compaferos.

Sin embargo, mds adelante, en el siguiente didlogo que corresponde a la

discusién que genera la presentacién de los equipos, se muestra cémo las

ideas aportadas por Roberto estdn reflejadas en las argumentaciones que

utiliza Andrés para convencer a los demds. Con base en los razonamientos

dados por Rubi durante la presentacién del equipo D, el profesor sistematizé

las ideas y dibujé desde un punto de la mediatriz segmentos a P y a R;

entonces se origing el siguiente didlogo [Profesor (P), Héctor (H) del equi-
po A, Alejandra (Aa) del equipo E, Andrés (A)]:

9. P: Miren, parece que este punto de la mediatriz estd mds cercano a R que este

otro punto de la mediatriz a P, entonces, ;cémo le hago para determinar a

partir de dénde es mds cercano?

10. Aa: Si ponemos P y R de un punto que esté a una misma distancia de R que de P,
entonces de ese punto hacia arriba va a estar mds cerca de P, y hacia abajo de R.
11. A: Si. Hay un punto en la recta que estd a la misma distancia de P, de Q y de R
[se refiere al circuncentro del tridngulo PQR, el cual se propone como refe-
rente importante].
12. P: A ver, tomo P y R ;qué hago con P y R? ...Pdsale [el profesor se dirige a
Alejandra, quien pasa al pizarrén].
13. Aa: Si trazo un punto [sefiala un punto de la mediatriz de PQ] que esté a la
misma distancia de R que de P...
14. P: ;Cémo lo localizas? [Alejandra se queda pensando].
15. A: Trazas PR, localizas su mediatriz y con la otra mediatriz ya puedes saber a
partir de dénde.
16. P: Trdzala, trdzala [Alejandra dibuja la mediatriz de PR (con color rojo) que
interseca a la mediatriz de PQ en un punto, el cual es remarcado].
17. Aa: Entonces es a partir de aqui [Alejandra sefala el punto de interseccidén].
18. A: Siporque P, Qy R estdn en el mismo radio [argumento que Roberto (equipo
H) habfa dado antes, durante el trabajo en equipos].
19. P:  Ahi, ;qué pasa?
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20. Aa: De aqui para arriba va a estar mds cerca de P [sefiala el punto de interseccién
de las mediatrices y recorre con el dedo la mediatriz de PQJ; y de aqui para
abajo va a estar mds cerca de R [se estd refiriendo al dibujo del pizarrén, que

es similar a la figura 3 hecha por Andrés].

Como producto de la interaccién, Andrés cambié de punto de vista: de
contradecir y refutar las ideas de Roberto pasé a aceptarlas y apoyarse en
ellas para resolver el problema (ver figura 3). En general, los estudiantes se
empefiaron en exponer y justificar sus afirmaciones, asi como aclarar sus
dudas. El resultado de esta interaccién fue que algunos defendieron y con-
firmaron sus ideas, como los integrantes de los equipos D y E en torno a la
pregunta 3c; otros las modificaron como Andrés y Karla del equipo H.

Contexto y enunciado de la tarea Carros de supermercado

Es un problema que involucra a una pila de 12 carros de supermercado, dibu-
jados en la escala 1/24 (figura 4), sobre los que se pregunta la longitud del
espacio que ocupardn 7 carros acomodados. Se pide a los estudiantes que
respondan lo siguiente:

1) Establece una regla para obtener la longitud del espacio de almacena-
miento 5, cuando se conoce el nimero de carros.

2) Encuentra una regla que permita obtener el niimero de carros que pue-
den colocarse en un espacio .

FIGURA 4
llustracidn que aparece en la tarea

Resolver esta tarea implica utilizar recursos relacionados directamente con
las nociones de proporcionalidad y variacién lineal. Los estudiantes estdn
habituados a los contenidos asociados con estas nociones, pues estdn pre-
sentes en el curriculum del bachillerato dentro de los cursos de dlgebra y
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geometria analitica; ademds, el problema y las preguntas estdn planteados
de una forma usual en el contexto escolar. En las respuestas aparecieron
tres tipos de acercamiento: 2/ utilizar literales y datos sugeridos en el enunciado
y en la figura del problema, para luego escribir una férmula; &) aquellos
que se quedaron adheridos en el contexto particular de la figura; y ¢/los que
ignoran los datos y literales sugeridas.

Los reportes escritos, correspondientes al trabajo en pequefios grupos,
muestran que los estudiantes lograron identificar un problema de varia-
cién; por ejemplo, Salvador (del equipo C), después de escribir la férmula
de la primera pregunta (figura 5), comentd: “si estd bien porque si 7 au-
menta, s aumenta, ya lo comprobé”. Los trabajos de los equipos F y A se
ubican en el acercamiento c; F da una respuesta verbal (figura 5) y A da
una expresién que no tiene que ver con el enunciado del problema:

&1/2)x+ 1/2x = L.

En el reporte individual de Erick (equipo F), después de la discusién co-
lectiva, se aprecia un avance significativo.

FIGURA 5
Acercamientos tipoaycen la pregunta 1
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Reporte escrito del equipo C. Respuesta verbal del equipo F.

Es posible que la figura dada en el enunciado haya inducido u orientado la
respuesta S= # + /74, que corresponde al caso particular de la ilustracién
(acercamiento b); sin embargo, puede adherir a los estudiantes en la situacién
concreta e impedir la generalizacién a un nimero de 7 carros; o bien, puede
conducir a errores cuando se pasa a la segunda pregunta, como ocurrié con
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los equipo B y D. Por otra parte, un aspecto que resulté problemdtico al prin-
cipio fue el asunto de la escala, algunos resolvieron el problema con escala y
otros sin ella; después de la interaccién en la clase completa las dudas fueron
aclaradas, como se muestra en el trabajo de Paola (equipo B) en la figura 6.

FIGURA 6
Trabajo individual de Paola (equipo b) en Carros de supermercado
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El video muestra que mientras los estudiantes trabajaban en equipos, al-
gunos de los pupilos que proporcionaron una respuesta correcta, frecuen-
temente monitoreaban el desarrollo de su trabajo; por ejemplo, comprobaban
en las férmulas obtenidas: decfan “si 72 = 12, sustituimos lo que vale zy 4,
nos queda S'= 17.5 centimetros, que es igual a lo que mide la figura”. Por
su parte, el equipo H expresé que la solucién podia ser dada con escala o
sin ella. Durante las presentaciones de los equipos en la clase completa,
Victoria, del equipo E, expuso su acercamiento a la pregunta 1, entonces
se origind el siguiente didlogo relacionado con la escala [Victoria (V), Pro-

fesor (P), Grupo (G), Andrés (A)]:

1. V: Si yeslo que sobresale de cada carrito, # es el ndmero de carritos y xes lo
que mide un carrito... tenemos Yz — 1) + x= S... y lo comprobamos con
los carritos del dibujo...

2. P: ;Por qué no encierras en un recuadro la férmula que obtuvieron? [...], ;qué

opinan los demds equipos?
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3. G: Estd bien,... si, estd bien [destaca la voz de Andrés (integrante del equipo H)].

4. A: Pero eso es sin escala.

5. V: Bueno, al final se aplica la escala. Lo que nosotros hicimos fue resolverlo
para éste [sefiala el dibujo].
[Después de varias opiniones, Andrés explica desde su butaca a toda la clase].

6. A: [...] las distancias en la figura son sin escala, pero esas distancias en los
carritos necesitas pasarla a la escala de 1 a 24. O sea, esa distancia que obtu-
vieron ellos [se refiere a 17.5 c¢m] necesitan aplicarle la escala real.

7. V. Si, eso es lo que decimos.

8. P: Bueno... esa es la regla que obtuvo su compaifiera jestdn de acuerdo? [...],
nada mds dicen sus compafieros del equipo E que es sin escala, ;cémo
debe ser?

9. A: por 24 [varios estudiantes hablan al mismo tiempo].

Contexto y enunciado de la tarea Sombras

En este problema se involucra a Alicia, de quien se pregunta la longitud de
su sombra cuando se encuentra parada a ciertas distancias de un poste con
ldimpara (figura 7); y lo que ocurre cuando, en lugar de ella, se trata de un
joven de mayor estatura. A los estudiantes se les plantean las preguntas
siguientes:

1) Alicia mide 1.5 m y se encuentra de pie a 3 m de la base de un poste que
tiene una ldmpara a 4.5 m de altura. ;Cudnto mide la sombra de Alicia?

2) ;Cémo varia la longitud de la sombra de Alicia cuando se acerca o se
aleja del poste? Traza una grdfica en un sistema de ejes perpendiculares,
;puedes encontrar una férmula para esta grdfica?

3) La altura de Simén es de 2 m, ;cémo es la grdfica que representa su
sombra? Compara esta grdfica con la trazada para Alicia.

En esta tarea, el hecho de que los datos aparezcan en la figura 7 y se pre-
gunte por el tamafio de la sombra, puede originar respuestas incorrectas
de los estudiantes al establecer igualdades de razones con los nimeros tal y
como aparecen en la figura, debido a un débil manejo del tema de seme-
janza de tridngulos, y argumenten que se trata de una relacién vdlida. Las
preguntas 2 y 3 involucran una proporcién derivada de la semejanza de
tridngulos junto con la nocién de variacién, situacién que puede ser no
habitual para los estudiantes de este nivel educativo.
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FIGURA 7 FIGURA 8
Ilustracion que acomparia Dibujo que puede ser asociado
a la tarea Sombras con la ilustracién de Sombras

e — "
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Un aspecto importante en el entendimiento y solucién del problema es que
los estudiantes construyan una representacion de la situacién que les ayude a
buscar relaciones entre los datos del problema. Por ejemplo, la altura a la que
se encuentra la ldmpara, la estatura de Alicia y su sombra se pueden represen-
tar mediante segmentos como en la figura 8. Este dibujo podria evocar o
sugerir la idea de una figura compuesta por tres tridngulos rectdngulos seme-
jantes: el que forma el poste, el que forma Alicia y el que forma la distancia de
Alicia al poste si se traza el segmento horizontal sobre su cabeza. Las relacio-
nes involucradas en la semejanza de tridngulos permiten, esencialmente, re-
solver el problema; para ello, debe considerarse el segmento que representa la
sombra, primero como una cantidad fija y luego como una variable.

Los reportes escritos entregados por los equipos muestran acercamientos
distintos en los intentos de solucién por parte de los estudiantes. ;Qué
ideas, conceptos, estrategias y representaciones contienen estos acercamientos?
En los reportes y el video del trabajo en pequefios grupos se observan los
siguientes acercamientos asociados con la pregunta 1:

a) Los integrantes de los equipos D y G asumieron que hay dos tridngulos
semejantes, sin justificar plenamente el porqué se cumple esta relacién,
establecieron una proporcién y con base en ella operaron para obtener
la respuesta como muestra la figura 9.
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FIGURA 9
Reporte del equipo D,

se observa que distinguieron un problema de variacion
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b) El equipo E tuvo un acercamiento trigonométrico, construyé un tridn-
gulo en el vértice de la sombra de Alicia, prolongé la sombra, la hipotenusa
y trazé una linea (figura 10), calcularon # mediante la tangente y obtu-
vieron que la sombra de Alicia:

1.5
= -

=— "~ =15
Zan45°

c) El equipo C trazé una linea horizontal sobre la cabeza de Alicia, for-
mando un tridngulo con el poste (figura 10) y expresaron semejanza
con el tridngulo que forma Alicia (hay letras repetidas, usaron simbo-
lo de congruencia para denotar esta semejanza), encontrando que la
razén de sus catetos es de 1; con ello obtuvieron la respuesta correcta.

d) Los equipos B, F y H asumen y usan la validez de la igualdad

4.5m 1.5m

3m X
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sin dar argumentos que la justifiquen, que los conduce al resultado
erréneo x = 1. Este error se aclaré en la discusién grupal, cuando An-
drés (del equipo H) presentd su solucién y no tuvo argumentos para

defenderla.

FIGURA 10
Acercamientos tipo b y ¢ de los equipos E y C
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Trabajo del equipo C, obsérvese la cantidad de
trazos y las incoherencias de notacion.

Trazos hechos por el equipo E sobre la figura
dada en el problema.

La intervencién de Rubi durante la presentacién del equipo D fue defini-
tiva para avanzar en la discusién y convencer a la mayoria de los estudian-
tes. La importancia de que tengan oportunidad de presentar y discutir sus
ideas con todo el grupo se ilustra en la interaccién que se manifiesta du-
rante la presentacién de un equipo en toda la clase.

Durante la presentacién del equipo H, Andrés hizo un dibujo en el
pizarrén y expuso verbalmente que la sombra de Alicia mide 1 m, sin ofre-
cer argumentos para aclarar los cuestionamientos del profesor y otros es-
tudiantes; entonces se da el siguiente didlogo, donde se observa la falta de
argumentos [Andrés (A), Profesor (P), Julio (J)]:
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1. A:

2 P:

3. A:

4.7:

Como esto es 4.5 [sefiala el poste] y esto es 1.5 [Alicia], entonces, si de aquf
a aqui son 3 metros, entonces... [se queda pensando].

sEntonces, cudnto mide la sombra?

uno... un metro [varios estudiantes hablan, destaca la voz de Julio (D)].

¢Cémo va a ser uno?...

Como varios estudiantes no estuvieron de acuerdo con Andrés, Victoria

(equipo E) pasé al pizarrén, hizo la figura del enunciado, abordé y resol-

vié la pregunta 1 del problema con su acercamiento trigonométrico como

el de la figura 9. Sin embargo, los integrantes de los equipos H y B no

estaban convencidos. Los del equipo H, inseguros, dijeron que estaba mal

porque se confundieron y no consideraron completa la distancia de Alicia

al poste junto con la sombra. A sugerencia del profesor, la alumna Core

(del equipo F) pasé al frente, hizo un dibujo en el pizarrén hablando en
voz baja [Profesor (P), Core (C), Grupo (G), Rubi (R)]:

5.P:

6. C:

10. R:

11. P:
12. R:

®
O

Explicanos qué estas haciendo.

Bueno, tengo estos tridngulos con este dngulo [marca el 4ngulo donde termi-
na la sombra], estas lineas paralelas y estos dngulos [marca los dngulos rectos
en el poste y en los pies de Alicia], entonces [...] 4.5 m es a 1.5 m [habla y
escribe en forma esquemdtica la regla de tres] 4.5 mesa 1.5 m como 3 m es
a x; entonces... ¥ = lm.

¢Cémo la ven?

Maaal [destacan voces de Andrés (H) y Rubi (D)].

sPor qué?, pésenle [dice al equipo D]. Miren jévenes, estdn divididas las
opiniones, unos dicen que la sombra de Alicia mide 1 m y otros dicen que la
sombra mide 1.5 m [Rubi{ pasa al pizarrén]. ;Por qué estd mal la solucién
del equipo F?

Ah, bueno [explica sin escribir] porque ellos pusieron que 3 m era a x...
pero no puede ser 3 metros porque les faltd este pedacito [sefiala la som-
bra en el dibujo de Core].

Entonces explicanos tu solucién aqui, en esta parte.

[Habla y escribe] 4.5 m es a 1.5 m como 3 m mds xes a x, porque debe
incluirse toda esta parte, porque no es aqui donde termina la sombra de
Alicia sino hasta aqui. Entonces despejamos la x, pero primero hicimos
la divisién, y nos da 3 es igual a 3 m mds xsobre ..., tenemos x igual a

3 metros entre 2, da 1.5 metros.
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13.P: ;Cémo la ven?

14. G: ;Bien, muy bien! [Aplauden].

En ese momento los equipos B y H se convencieron de que su solucién era
incorrecta porque no habian considerado completo un lado del tridngulo
que forma el poste en la figura; en particular, Andrés y Karla expresan que
la sombra de Alicia no es de 1 m sino que mide 1.5 m, “te dije que no era
uno” comenté Julio (equipo D).

Cuando el equipo D presentd su acercamiento a la pregunta 2, la discu-
sién fluyé mds rdipidamente y hubo menos cuestionamientos; incluso Rubi
introdujo variaciones en la distancia de Alicia al poste e hizo notar que la
sombra de Alicia siempre es la mitad de su distancia al poste, luego trazé
la recta que pasa por los puntos (1, 0.5), (4, 2), etcétera, los cuales se
obtuvieron al sustituir en la proporcién:

4.5m= 3m+ x
1.5m x

en lugar de 3 m, anoté x (“ya que varfa”), ahora le llamé ya la sombra en
lugar de x, obteniendo 3y= x+ ;=2 = x; finalmente escribi6 su férmula:

_.X'
r 3

En ese momento Joel (equipo D) pidié pasar a explicar la solucién a la pre-
gunta 3: sobre la proporcién que estaba escrita en el pizarrén (de la pregunta
1), cambié 1.5 m por 2 m, escribié:

457 _ 595
2m X

3m + x

y llegé a que la sombra de Simén es x = 2.4m. Después graficé una recta
para Simén y escribié la ecuacidn:

X

Y= 125

(procedié igual que Rubi en la pregunta 2).

Contexto y enunciado de la tarea Evaluar un dibujo
Es un problema que involucra a un constructor que debe explicar c6mo
cubrir con un plafén el claro de un edificio que tiene forma cuadrada, a
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partir de un dibujo cuyo lado es conocido. La figura 11 muestra un plafén
cuadriculado similar al que debe ser colocado en un edificio. El interior
estd cubierto por tres secciones con 144 vidrios rectangulares de color azul,
144 4mbar y 288 rojos. La medida no incluye el borde que esta formado
por 40 vidrios rectangulares de color negro. Se quiere ver si los estudiantes
pueden reconocer que un incremento en una dimensién lineal no produce
un incremento similar en una de 4rea. Se pide a los estudiantes que res-
pondan lo siguiente:

1) ;Cudntos vidrios de cada color se necesitan para cubrir un claro de un
edificio de 121.92 cm x 121.92 cm? (no olvidar que el borde es negro).

2) Escribe un enunciado que explique cémo puede obtenerse el nimero
de vidrios necesarios de cada color, para cubrir un dibujo similar de
cualquier tamafo.

3) Supongamos que se tienen Unicamente 6000 vidrios rojos y que de los
otros colores hay de sobra, ;cudl es el tamafio del mayor dibujo, como
el de la figura, que puede hacerse?

Como parte de la actividad previa en esta tarea, el profesor planted situa-
ciones donde se debe cuantificar, por ejemplo, la cantidad de drboles ne-
cesarios para cubrir uniformemente una huerta rectangular si varia el largo
o el ancho de la misma.

FIGURA 11
llustracion que aparece en el enunciado del problema

60.96 cm
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La primera de las preguntas corresponde a un problema familiar para
los estudiantes, donde una posible estrategia es aplicar proporcionalidad
entre drea o perimetro con el nimero dado de vidrios; después se agregan
dos situaciones no rutinarias: expresar la generalizacién de la pregunta
inicial y resolver un problema con condiciones iniciales.

Esta tarea presenté mayores dificultades que las anteriores. Los equipos
B, C, D, E, F y G abordaron la primera pregunta e intentaron, vagamente,
responder la segunda; sélo C y E abordaron la tercera. En la primera pre-
gunta se observan tres acercamientos distintos:

a) Los equipos B, C y G calcularon las dreas de las secciones que serfan
rellenados con vidrios de cada color; al parecer, usaron proporciones
sin escribirlas. Para los vidrios negros multiplicaron por dos el ndmero
de vidrios del dibujo dado. El equipo C tuvo problemas para entender
la forma de los vidrios negros y cémo deberian acomodarse, lo cual
afloré mds adelante, durante las presentaciones de los equipos.

b) Los equipos D y F tuvieron un acercamiento geométrico, dibujaron el
cuadrado que se va a construir y hacen notar que el dibujo original cabe
cuatro veces, como se muestra en la figura 12.

FIGURA 12
Acercamientos geométricos en la pregunta 1 de Evaluar un dibujo
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El equipo D en la pregunta 1, con base en la Acercamiento geométrico del equipo F. Se

reproduccién del cuadrado original, obtiene observa que supone que los vidrios negros
sus respuestas. son cuadrados.
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¢) El equipo E calculd dreas del cuadrado original y del que se va a cons-
truir, establecié correspondencias de estas dreas con el nimero de vi-
drios y obtuvo la razén de proporcionalidad que le corresponde a los
vidrios de cada color; para los negros multiplicé por 8 el nimero de
vidrios de cada lado, como se muestra en la figura 13. Ademds, aun-
que incorrectamente, este equipo fue el tnico que dio una respuesta
completa a la pregunta 3.

FIGURA 13
Trabajo del equipo E en las preguntas 1y 3
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Debido a contingencias que se presentaron durante la aplicacién de esta
tarea, las dificultades implicitas de las preguntas 2 y 3, y dado el poco
avance en la discusién colectiva, fue necesaria la participacién del profe-
sor en forma mds amplia que en las tareas anteriores. El maestro usé los
argumentos dados durante la presentacién del equipo E, en la clase com-
pleta, para guiar a los estudiantes hacia la solucién e hizo énfasis en que se
debia utilizar la nocién de proporcién para dar la solucién general en la
pregunta 2; ademds, sefialé que, necesariamente, los seis mil vidrios rojos
deben ser utilizados en la pregunta 3.

Sélo 10 de los estudiantes lograron incorporar algunas de las ideas ex-
puestas por el profesor; de éstos, Rubf, Paola y Victoria, fueron las tnicas
que reportaron una respuesta satisfactoria. La figura 14 contiene el traba-
jo individual de una de ellas.
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FIGURA 14
Trabajo de Paola en las preguntas 2 y 3
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Durante las presentaciones, mientras Victoria exponia el trabajo del equi-
po E, Salvador (del equipo C) intervino para cuestionar sobre la forma y el
nimero de vidrios del interior y del borde. Se dio una discusién en toda la
clase que lo llevé a entender que los vidrios del interior podrian no ser
cuadrados. Ademids, Salvador cuestiond:

:Si hay 40 vidrios negros en el perimetro del dibujo, a cada lado le tocan 10,
cémo los acomodo?, si coloco 10 arriba y 10 abajo, entonces en cada uno de los
lados ya no caben los otros 20, a lo mds caben 8 y 8, o sea 16, lo que da un total

de 36; a menos que se empalmen 2 en cada esquina.

El profesor cité a Salvador para una entrevista posterior; mediante pre-
guntas e instrucciones, logré que recapacitara sobre la forma de los vidrios
negros. En un momento dado de la entrevista, el profesor propuso que
supusiera que los vidrios son cuadrados y que colocara los de las esquinas,
“;cudntos te faltan por colocar?”, Salvador respondié:

Oh si, si son cuadrados, quedan exactamente en la esquina, su ancho y largo

son iguales, y donde termina el primero o inicia el dltimo coincide con la deli-
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mitacién de los vidrios del interior; [...] si coloco cuatro en las esquinas me

quedan por acomodar 36, nueve en cada lado.

Este episodio de la entrevista concluyé con la instruccién del profesor,
“ahora repite el dibujo sin que los vidrios sean cuadrados”.

Discusion de resultados

Existe evidencia de que los estudiantes, al trabajar con los problemas o
tareas, inicialmente exhiben recursos y estrategias limitadas en la basque-
da de soluciones o respuestas concretas (muchas veces cuantitativas); sin
embargo, cuando se les demanda presentar explicaciones y justificaciones,
ellos mismos se dan cuenta de las limitaciones de sus primeros acercamientos.
Ademds, la participacién en equipos y las presentaciones ante todo el gru-
po son escenarios donde tienen oportunidad de conocer y contrastar otros
acercamientos a los problemas; como consecuencia, esto les ayuda a refi-
nar y robustecer sus propios acercamientos, asf como a ampliar su reperto-
rio de métodos de solucién.

La forma de trabajo en pequefios grupos plantea retos y dificultades.
Por un lado, la importancia de esta modalidad, con tareas atractivas, radi-
ca en la posibilidad de que los estudiantes construyan o utilicen sus cono-
cimientos en un ambiente que hace viable el aprendizaje, donde la autoridad
reside en una pequefa comunidad de “iguales” y donde las negociaciones
ocurren de manera natural cambiando puntos de vista y convenciendo,
desde los aspectos mds simples de la tarea a otros mds elaborados. Por otro
lado, el funcionar como una comunidad rompe los esquemas a los que
estamos habituados por la tradicién escolar, donde regularmente se aplica
el principio de autoridad por parte del profesor y los estudiantes adoptan
un papel receptivo; es decir, no hay negociacién de significados y hay re-
sistencia a reconocer las posibles contribuciones de los integrantes de cada
equipo, sobre todo cuando alguno de ellos no goza de un cierto “estatus”
en el grupo.

Las presentaciones de los equipos en la clase completa sirvieron de pla-
taforma para discutir aspectos relacionados con: 2/ el entendimiento del
problema: para la mayoria de los estudiantes quedé claro qué es lo que se
pregunta y cudles son los datos; 4/ el empleo de distintas representacio-
nes: ellos representaron los elementos del problema mediante puntos, seg-
mentos, rectas, arcos, dibujos, usando letras para denotarlos e identificarlos;
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¢/ las relaciones matemdticas: regularmente, los estudiantes identificaron
las nociones fundamentales involucradas en las tareas y les asignaron un
referente importante (a veces de manera imprecisa) en la solucién de la
misma: distancia, proporcionalidad, mediatriz, circunferencia, semejan-
za, variacién lineal y no lineal; Z) el andlisis de relaciones particulares: los
alumnos identificaron equidistancias, variacién lineal, proporcionalidad;
¢)la resolucién del problema: proporcionaron argumentos para sustentar
sus procesos de solucidn, y la interaccién generada entre ellos y el profe-
sor los llevé a respaldar sus respuestas; /) verificacién de la solucién: los
alumnos hicieron comprobaciones y expresaron que los resultados coin-
cidian con sus experiencias; y g/ extensiones del problema: en Reldmpa-
gos (pregunta 4b) y en Carros de supermercado (el asunto de la escala)
los estudiantes argumentaron respuestas que iban mds alld de lo que se
cuestionaba.

Durante la ejecucién de cada una de las tareas encontramos que las
ideas fundamentales del trabajo de los estudiantes emergieron del uso de
distintas formas de representacién, ya sea verbal, gréfica o algebraica. En
este contexto, los problemas resultan relevantes para que el estudiante ex-
hiba sus recursos, estrategias y formas de pensar sobre el problema. Hay
evidencia de que en sus primeros acercamientos, cuando trabajaron en
pequefios grupos, exhibieron conocimientos fragmentados, incorrectos o
ideas incompletas. Sin embargo, cuando tuvieron oportunidad de discutir
y explorar sus ideas con otros estudiantes refinaron sus acercamientos ini-
ciales para proponer maneras mds “robustas y sofisticadas” de resolver los
problemas; ello implica consecuencias para la instruccién tradicional (Doerr
y English, 2003).

Fue notable que en el trabajo en pequefos grupos o durante las presen-
taciones varios estudiantes cambiaran las ideas iniciales que tenfan respec-
to de los elementos de los problemas o de las demandas esenciales de cada
una de las tareas; esto se debe, desde luego, a que se estd desarrollando un
proceso de ensefianza y refleja avances en el entendimiento de los proble-
mas; es decir, tuvieron sus efectos las cualidades de las tareas y la forma de
instruccién, donde el profesor es un promotor que orienta y conduce el
proceso. La estructura de la instruccién donde los estudiantes tenfan opor-
tunidad de presentar y discutir sus ideas y donde el maestro monitoreabay
orientaba el desarrollo de las presentaciones y discusiones entre los alum-
nos, resulté clave durante las sesiones.
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En este contexto, la manera en que trabajaron los estudiantes en el aula
y el sentido de los argumentos derivados de esa interaccién se ubican en
un plano completamente distinto del tradicional. Por un lado, los argu-
mentos de validacién de un resultado pueden provenir de uno o varios
estudiantes en el momento preciso en que se exponen, ya sea durante el
trabajo en pequefnos grupos o en las presentaciones por equipo y discusién
colectiva, tal y como ocurrié en varios asuntos que resultaron inicialmen-
te problemdticos en algunas de las tareas. Por otro lado, esta dindmica
permite aproximarse a la posibilidad de que los estudiantes construyan su
conocimiento, en la medida en que su entendimiento evoluciona a través
de ciclos (Lesh ez 2/, 2000) que se manifiestan por un manejo mds efecti-
vo de los recursos matemdticos y de la aplicacién de estrategias heuristicas
y de reflexién (Polya, 1945; Schoenfeld, 1985). Existe evidencia de que
cuando los estudiantes participan en las distintas fases de la resolucién de
los problemas, eventualmente reconocen la necesidad de contrastar y refi-
nar sus ideas continuamente. Ademds, valoran la importancia de pensar
siempre en formas distintas de resolver un problema.

a) En Reldmpagos, cuando Andrés (equipo H) se apropié de la argumen-
tacién de Roberto (equipo H), determinacién del punto de intersec-
cién de las mediatrices de los segmentos 2Qy PR en la pregunta 3c, y
que utilizé para convencer a los demds.

b) En Carros de supermercado, cuando Paola (equipo B) acepté los ar-
gumentos de los equipos H y E, en el sentido de que la férmula obte-
nida para el espacio ocupado por 7 carros puede ser escrita con o sin
escala; al final Paola argumenté “lo que se debe hacer es indicar esto a
un lado de la férmula”.

¢) En Sombras, cuando los integrantes del equipo H reconocieron que
estaba mal su relacién porque no consideraron completo el tridngu-
lo del poste; o cuando Rubi (equipo D) clarificé las ideas de sus
compafieros durante su presentacién y que después Joel, su compa-
fiero de equipo, exigié pasar al pizarrén para exponer la solucién a
la pregunta 3.

d) En Evaluar un dibujo, cuando el equipo F utilizé un dibujo para faci-
litar la solucién del primer problema, o cuando Victoria (E) respaldé
las ideas vertidas por el equipo B y las reforzé con la nocién de pro-
porcionalidad.
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Asi, las tareas y la forma de instruccién se convirtieron en una estrate-
gia que transformé a la tarea misma en una herramienta de aprendizaje.
Resulté util para que estudiantes con distinto nivel de desempefio escolar
avanzaran en el entendimiento y la comprensién matemdtica de los pro-
blemas, como Victoria (equipo E), Rubi (D), Andrés (H), Paola (B), alum-
nos destacados del grupo; o Joel y Julio (D), Alonso (A), Salvador (C) y
Erick (F), estudiantes con regular desempefio escolar que superar algunas
dificultades de aprendizaje. Erick mostré notables avances en casi todas
las tareas. Las expectativas trazadas fueron alcanzadas, con ciertas reservas
en Evaluar un dibujo.

La operacién de las tareas result6 benéfica para que los estudiantes mostra-
ran buena disposicién hacia el entendimiento y solucién de los problemas.
Los equipos E, H y D se mostraron como los mds analiticos y comunicativos,
regularmente estuvieron haciendo aportaciones, aclaraciones y correcciones;
quizd la forma de trabajo les atrajo y facilité expresar sus ideas, incluso Julio y
Joel (equipo D), los mds inquietos en el grupo, participaron en la dindmica,
escuchando y proponiendo. También estuvieron interesados los equipos B, C
y F, pero tuvieron mds reservas en comunicar sus ideas. Sin embargo, al pare-
cer la composicién del equipo F favorecié a Erick (estudiante de regular des-
empefio), pero no a Core (estudiante sobresaliente) quien se vio frenada en su
progreso. El avance de los equipos A y G fue mds limitado.

Es prudente decir que también hubo dificultades como: mantener el
interés de los integrantes de los equipos; deficiencias en el manejo de len-
guaje por parte de los estudiantes, dificultad intrinseca en el proceso de
aprendizaje; y la forma de trabajo que involucra varios escenarios de aprendizaje
puede inhibir la participacién de los estudiantes, pues rompe con las creencias
que tienen sobre lo que es la matemdtica y los papeles que deben jugar
ellos y el profesor.

Reflexiones finales

El estudio que aqui presentamos, se sustenta en la visién del NCTM (2000)
de promover el aprendizaje de las matemdticas mediante el uso de tareas
disefiadas bajo ciertos principios: que sean atractivas y fdciles de entender
para los estudiantes; que contengan contenidos fundamentales del curri-
culo; y que su disefio permita recuperar los procesos de pensamiento utili-
zados por los estudiantes en sus intentos de solucién. Ademds, el NCTM
también resalta la importancia de considerar en la instruccién diferentes
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escenarios de aprendizaje, donde los estudiantes tengan la oportunidad de
combinar el trabajo colectivo, ya sea en pequefios grupos o en la clase
completa, con el individual, donde aprendan a exponer y defender publi-
camente las ideas que utilizaron en sus intentos por resolver los proble-
mas; as{ como a comunicar sus resultados.

Para lograr lo anterior, se requiere la participacién del profesor en mo-
mentos precisos que contribuyan a destrabar posibles controversias, de manera
que se avance en el aprendizaje; sus intervenciones van en el sentido de
alentar cambios en la forma de pensar de los estudiantes sobre determina-
dos aspectos de los problemas, sin que ello quiera decir eliminar el reto
principal de la tarea. Esto, definitivamente, rompe con el punto de vista
tradicional de la estructura rigida de las asignaturas. En este caso particu-
lar se tuvo la ventaja de que la Universidad Michoacana propone en su
plan de estudios del bachillerato, una materia en la que es posible incor-
porar una propuesta de programa del curso 24 /oc para realizar investiga-
ciones en educacién matemdtica.

Es interesante notar que en la misma sesién, cuando los estudiantes
trabajaron en equipos, fue posible identificar contribuciones que mues-
tran distintas cualidades matemdticas y, cuando hicieron sus presentacio-
nes, compartieron y criticaron las fortalezas y limitaciones de los métodos
de solucién de los demds. El desarrollo del aprendizaje se entiende como
una evolucién en sus ciclos de entendimiento (episodios de comprensién),
que se traduce en un mejor manejo de las estrategias y recursos para resol-
ver problemas; lo cual se logra cuando se realizan prdcticas que son consis-
tentes con el quehacer de las matemdticas: tomar casos particulares; descubrir
patrones y relaciones; plantear conjeturas; justificar resultados; y hacer
generalizaciones.

Las tareas seleccionadas y la forma de trabajo utilizada en su aplica-
cién, parecen favorecer el aprendizaje:

1) En la mayoria de los casos, las tareas mantuvieron la atencién y par-
ticipacién de los estudiantes durante el trabajo en pequefnos grupos,
las presentaciones por equipo, la discusién colectiva y en el trabajo
individual, siendo factible llevar a cabo el andlisis de los procesos
utilizados por ellos en sus intentos de solucién. Esto significa que
las tareas resultaron atractivas, motivaron su participacién y recupe-
raron sus procesos de pensamiento.
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2) La forma de instruccién permitié que en cada una de las tareas los
estudiantes expusieran y defendieran sus ideas, utilizando diversos
argumentos para ello; también propicié que algunos modificaran sus
formas de pensar sobre todos o algunos de los aspectos de la tarea.
Asimismo, se pudo observar la facilidad con la que algunos cambian
sus puntos de vista.

3) Se generé un ambiente en el aula que motivé el aprendizaje en estu-
diantes que habian mostrado distintos niveles de desempefo escolar
(quizds a diferente grado). Esto se manifesté por el hecho de que la
mayoria realizé intentos y se esforzaron por hacer afirmaciones con
sentido por atacar los problemas planteados.

4) En todos los casos hay respuestas mds completas en el reporte del tra-
bajo individual que el correspondiente a los equipos; desde luego, esto
no significa que todos los estudiantes hayan respondido correctamen-
te en el reporte individual.

5) Todo ello ilustra la evolucién en los niveles de entendimiento de los
estudiantes acerca de cada una de las tareas, en asuntos que al princi-
pio, en el trabajo por equipos, les resultaban problemdticos, lo cual se
refleja en el manejo de recursos matemdticos y en el uso de estrategias
propias del pensamiento matemdtico para resolver problemas.

Implicaciones didacticas

La utilizacién de problemas o tareas que gocen de algunas cualidades para
promover un aprendizaje significativo conlleva algunas implicaciones de
cardcter did4ctico:

1) Cambia la forma de concebir el curriculum y la manera en que serdn
cubiertos los contenidos matemdticos.

2) La instruccién también cambia, el profesor y los estudiantes toman un
papel distinto del tradicional.

3) Los argumentos de validacién (autoridad) pueden provenir de la comu-
nidad que representa la clase.

4) Respecto del aprendizaje, los estudiantes tienen la posibilidad de cons-
truir su conocimiento en la medida en que su entendimiento evolucio-
na a través de ciclos, que se manifiesta por un manejo mds efectivo de
los recursos matemdticos y de la aplicacién de estrategias heuristicas y
de reflexién.
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Finalmente, la incorporacién de la computadora con un sgffware educativo
abre nuevas formas de abordar los problemas, pero ain falta documentar sus
resultados en el aprendizaje; por ejemplo, la tarea denominada Sombras pue-
de tener un acercamiento dindmico mediante el uso del so/7ziz7e Cabri-Géometre
(Santos y Sepulveda, 2003).
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