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RESUMEN: Algunas demostraciones que Euclides presenta en sus Elementos pueden
denominarse polimodales (Seoane 2022). Esta caracterizacion se basa en un rasgo
expresivo: tales demostraciones combinan dos formatos comunicacionales, un forma-
to detallado y otro sumario. Don Fallis llama la atencion sobre distintas clases de
“lagunas” en la demostracién matematica; una de esas clases la conforman las “lagu-
nas entimemdticas” (Fallis 2003). Su definicién parece apuntar al mismo fenémeno
que capta (en el caso particular) la idea de formato sumario de la demostracion
polimodal euclidiana. Sin embargo, diferencias metodoléogicas con Fallis me llevan a
proponer, para captar este caso, una nocién alternativa, a la que denomino “laguna
expresiva sumaria (sin costo estructural)”.

PALABRAS CLAVE: demostracion informal, estilos matematicos, expresion, estructu-
ra, filosofia de la prictica matematica

SUMMARY: Some proofs presented by Euclid in his Elements can be called poly-
modal (Seoane 2022). This characterization is based on an expressive feature: such
proofs combine two communication formats, a detailed format and a summary for-
mat. Don Fallis draws attention to different classes of “gaps” in mathematical proof;
one of them consists of “enthymematic gaps” (Fallis 2003). Its definition seems to
point to the same phenomenon captured (in the case in question) by the idea of a
summary format of the Euclidean polymodal proof. However, basic methodological
differences with Fallis lead me to propose, in order to capture this case, an alternative
notion, which I call “summary expressive gap (without structural cost)”.

KEYWORDS: informal demonstration, mathematical styles, expression, structure,
philosophy of mathematical practice

La demostracion tradicional (por reduccién al absurdo) de la irracio-
nalidad de la raiz cuadrada de 2 seguramente ha sido comunicada
innumerables veces en los mas diversos idiomas. En un sentido ob-
vio, la oracién anterior resulta perfectamente inteligible para una
lectora o un lector estandar del espafiol. No parece existir en dicha
oracion ningan problema de significado. ;Por qué deberia merecer la
desaprobacion filosofica? Resultan ser aceptablemente diferenciables
lo comunicado (por llamarlo de alguna forma: el contenido) de su
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comunicacion (esto es: la expresién de aquel contenido en un idioma
particular). Diversos autores (mas alla de las diferencias nominales
y conceptuales) han distinguido estas dos dimensiones. Por ejem-
plo, Weaver resalta: “La novedad del presente enfoque consiste en
distinguir entre el razonamiento y su expresion, y centrarse en lo
que implica seguir la expresiéon del razonamiento” (1988, p. 31; las
cursivas son mias). Asi mismo, Oswaldo Chateaubriand escribe: “O se
dice que las secuencias lingiiisticas utilizadas en la comunicacion de
las demostraciones son las demostraciones, o se dice que describen
demostraciones, o indican demostraciones, o comunican demostra-
ciones” (2005, p. 284; las cursivas son mias). Por su parte, Marcus
Giaquinto enfoca asi directamente esta cuestion: “Debemos distinguir
entre una demostracién y una presentacién de una demostracion.”
(2008, p. 24; las cursivas son mias).!

Para uniformar las denominaciones, llamaré estructura al conte-
nido y expresién a la comunicacién de aquel contenido (en este
contexto). La “expresién” corresponde al artefacto comunicacional
(lingtiistico o lingiiistico-visual); la “estructura” consiste en la ila-
cion inferencial referida (en forma mas o menos explicita) por la
comunicacion. O, si se prefiere, la “estructura” consiste en la trama
argumental relevante transmitida. Esta posee los niveles de abstrac-
cibén y precisién propios de la comprensién comunitaria de la prueba
y no supone, luego, ningan plus analitico formalizador.

El uso de esa socorrida distincién permite, asi mismo, clarificar
diversas situaciones. Un ejemplo estelar: la aceptacion de demostra-
ciones que comprenden una infinitud de pasos. Una demostracion
matematica puede poseer estructura infinita, aunque obviamente su
comunicacién (como no podria ser de otra manera) sea finita (Cha-
teaubriand 2005, cap. 19). Para decirlo con palabras de este filésofo:
la descripciéon o comunicacién de una prueba (por razones de inteli-
gibilidad) “debe ser menos que finita” (p. 283).

Usando luego esta distincion, he caracterizado ciertas demostra-
ciones que Euclides despliega en sus Elementos como polimodales
(Seoane 2022). Dicha caracterizacién apunta a un rasgo expresivo:
combinan dos formatos comunicacionales notoriamente diversos. Un
formato minucioso, detallado, y un formato sumario, esbozado, es-
quematico. El primero es el basico, el segundo el derivado. De modo
que hay demostraciones que se comunican exclusivamente en el pri-
mer formato y hay demostraciones que apelan a ambos; a estas ulti-
mas podemos llamarlas “polimodales”, por combinar las dos moda-

1 En general, la traduccion de los textos originalmente en inglés es mia.
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lidades o formatos expresivos referidos. No hay demostraciones que
usen, exclusivamente, el formato sumario como primitivo absoluto
—pues este es, como ya se dijo, derivado—.

En los Elementos, la ruptura del ritmo expositivo minucioso (cuan-
do ocurre) suele ser perfectamente identificable, porque el gedme-
tra la consigna de modo literal. Asi, por ejemplo, luego de haber
expuesto en detalle la demostracion de algin componente de una
conjuncién, agrega que “de manera semejante” se puede proceder a
demostrar el componente restante.2 El estilo polimodal, reitero, se
caracteriza en términos expresivos. Sin embargo, no esta exento de
calado estructural. En particular, merece estudiarse con cuidado la
interaccién contextual entre ambas dimensiones (expresiva y estruc-
tural) en el caso del formato sumario.?

Hace ya algunos aflos, en una contribucién plenamente vigente,
Don Fallis llamé la atencién sobre distintos tipos de “lagunas” o
“hiatos” o “brechas” (“gaps”) en la demostracién matematica.* Pare-
ceria que los ejemplos o instancias del formato sumario antes referido
debieran entenderse, en principio, como casos particulares de uno de
esos tipos, a saber, las lagunas entimemdticas (enthymematic gaps).
La definicién ofrecida por el autor alienta claramente tal posibilidad.
Sin embargo, el estudio cuidadoso de las, por llamarlas asi, lagunas
euclidianas (aquellas lagunas que emergen por apelar al formato su-
mario en Euclides) parece desaconsejar tal alternativa. La razon es
que, para captar su dindmica (como se expresd antes), resulta clave
asumir una concepcion bidimensional de la demostracién matemati-
ca —ajena a la propuesta de Fallis—. Asi, podria decirse que aqui
ofrezco una critica a la capacidad explicativa o comprensiva de tal
catilogo: dicha clasificaciéon no captaria productivamente (desde el
punto de vista intelectual) las lagunas euclidianas. No se trata de

2 El formato sumario, en un caso de explicitacién més bien médica, podria ocurrir
asi: “de manera semejante se demuestra tal y cual”. Pero esta ocurrencia no es
equivalente a la ausencia total de orientacion, pues el formato minucioso hace alli
su trabajo de guia —a veces, si falta esa formulacién expresa, convocado por el
contexto—. Y ;si la demostracion no exhibiera un estilo polimodal? En ausencia
de un contexto compartido por emisor y receptor, que cumpla aquella funcion
orientadora, y si se produjera el déficit expresivo, estariamos ante un fenémeno
claramente diferente.

3 Véase especialmente Seoane 2025.

* Aunque su objetivo no se reduce al disefio de una “taxonomia” de las lagunas
que ocurren en la demostracién matematica, este aspecto posee valor por si mismo
(véase Fallis 2003, fundamentalmente las pp. 51-59). Traduciré “gap” preferente-
mente como “laguna”, aunque, por razones estilisticas, ocasionalmente recurriré a
vocablos como “brecha” o “hiato”.
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una critica extensional directa. No se objeta la capacidad abarcadora
sin mas de aquella catalogacion; el déficit reside en que, si se busca
someter las lagunas euclidianas a la clasificacion, el costo es altisimo:
invisibilizar su funcionamiento bidimensional. Introduciré entonces
el concepto de laguna expresiva sumaria (sin déficit estructural),
apoyado, precisamente, en dicha concepcién bidimensional que, ade-
mads, implica una sensibilidad contextual decisiva, con el objetivo de
captar adecuadamente aquellas brechas singulares.

;Todo hiato que tradicionalmente se identifica en la demostracion
matematica es una laguna expresiva? O, planteado de otra forma,
stodo tipo o clase o categoria de tales brechas puede tratarse, de
manera provechosa, como una subcategoria de laguna expresiva? No
pretendo resolver aqui esta cuestion. Lo que si pretendo es defender
la existencia de una subcategoria tal que aloja (de forma intelec-
tualmente productiva) las lagunas euclidianas —y, en realidad, una
clase bastante mas amplia—. Luego, este enfoque logra resolver una
dificultad que enfrenta la taxonomia de Fallis, no desde un punto de
vista extensional estricto, sino en cuanto herramienta atil desde el
punto de vista de la comprension. La cuestién que permanece abierta
es si este tratamiento (por decirlo asi: expresivo bidimensional) de un
caso particular de laguna matematica es susceptible de generalizacion.

La ruta que emprenderé es la siguiente. En las secciones 1 y 2
adoptaré una estrategia expositiva paralela: se expondran, en cada
caso, sendos ejemplos extraidos de los Elementos de Euclides y se
estudiard su naturaleza polimodal. En estos ejemplos se resaltara la
comprension de la ocurrencia del formato sumario (qua laguna) como
fenémeno expresivo, pero, a la vez, su caracter estructuralmente ten-
s0.> En la seccién 3 se introducird la taxonomia propuesta por Fallis,
reconociendo su valia, pero resaltando sus limitaciones para dar cuen-
ta del caso particular euclidiano. Abrevando en la discusion previa,
la seccién 4 propone el concepto de laguna expresiva (basado en
la concepcidon bidimensional de la demostraciéon) y describe cémo
una subclase de tales lagunas puede acoger las lagunas euclidianas,
generalizando sus rasgos —la llamaré “laguna expresiva sumaria”
0, de manera mas explicita, “laguna expresiva sumaria (sin costo
estructural)”—. La tltima seccion reconoce la modestia de este tra-
bajo como contribucién a aquella agenda guiada por la preocupacion

®La idea de demostracién polimodal en Euclides, como se dijo antes, se introduce
en Seoane 2022. Una discusion de los formatos minucioso y esbozado, asi como de
los ejemplos que aparecen en las secciones 1 y 2 se encuentra en dicho trabajo. En
particular, un examen detallado del formato sumario se puede leer en Seoane 2025.
Las secciones mencionadas usan libremente los dos articulos referidos.
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verificacionista, y plantea el interés filoséfico de una agenda de la
expresion matemdtica, entendida como complementaria de la agenda
de la verificacion.

1

Revisemos la demostraciéon del enunciado de 1.6:°

ENUNCIADO DE 1.6

Si dos dngulos de un tridngulo son iguales entre si, también los lados
que subtienden a los dngulos iguales seran iguales entre si.

DIAGRAMA

DEMOSTRACION?

Sea el tridngulo ABI' que tiene el dangulo ABI igual al dangulo AI'B.

Digo que también el lado AB es igual al lado AI'. Pues si AB no es
igual a AT, uno de ellos es mayor. Sea AB el (lado) mayor. Y del (lado)
mayor AB quitese la (recta) AB igual al (lado) menor AT, y tricese
AT

Ahora bien, como AB es igual a AI' y BI' es comin, también los
dos lados AB, BT son iguales a los dos lados AT", I'B, respectivamente,
y el angulo ABI es igual al angulo AI'B; por tanto, la base AT es
igual a la base AB, y el tridngulo ABI" sera igual al triangulo AI'B, el
menor al mayor; lo cual es absurdo; entonces los lados AB y AI' no son
desiguales; luego son iguales.

6Seguiré la traduccion de los Elementos de Puertas Castafios, y consultaré
también la edicion clasica de Heath (ambas obras se incluyen en la bibliografia,

al final).

7 . .
Las cursivas son mias.
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Por consiguiente, si dos dngulos de un tridngulo son iguales entre
si, también los lados que subtienden a los angulos iguales seran iguales

entre si. Q. E. D.

Hay literalmente una omisién expresiva en esta demostracion.
Esta, para dar cabal cumplimiento a las exigencias estructurales, de-
beria implementar el anélisis de casos correspondiente. Dicho en for-
ma burda: a partir de que AB es mayor o menor que AI' deberiamos
derivar el absurdo; luego, por un lado, podriamos suponer que AB
es el mayor y extraer el absurdo y, por otro, que AI' es el mayor y
extraer el absurdo. Sin embargo, solo se cuenta con una demostracion
de lo primero, y no se dice nada (a texto expreso, explicitamente) de
lo segundo. ;Es esta una laguna? Parece dificil no interpretarlo asi,
en el sentido de que, explicitamente, aquel trecho de la demostra-
cién se omite expresivamente; no se describe. Ahora bien, es cierto
que Euclides no comunica de modo explicito el tramo estructural
en cuestion, pero forma parte de un implicito obvio. Su interlocutor
matematicamente culto entiende que aquella ausencia es, por decirlo
asi, puramente estilistica, expresiva, sin relevancia estructural, pues
la parte faltante se encuentra disponible en la medida en que es una
réplica trivial de la propuesta para el primer caso.

Aqui tendriamos, si se quiere, un hiato o laguna peculiar (en un
sentido comunicacional), pero no propiamente un déficit estructural.
Es importante resaltar este aspecto: nadie, luego de leer a Euclides,
concluiria que el gedmetra ha cometido un descuido y mucho menos
que ha caido en un error logico. ;Qué estd ocurriendo? Por una
parte, es evidente que hay un tramo estructuralmente imprescindible,
y la expresién de la prueba no hace referencia a él; es decir, no
se indica o describe minuciosamente en la comunicacion lingiiistica-
visual de la demostracion.® Pero, por otra, la trama expresiva faltante
puede ser reconstruida facilmente a partir del texto (y el diagrama)
existente. Luego, es facil “subsanar” el hiato describiendo completa
la prueba. Aqui, la distincion expresion-estructura muestra su poder.
Si cuando se produce este fendmeno se declara simplemente que hay
(o que no hay) lagunas en la prueba, me inclino a pensar que se esta
adoptando una posicion algo rudimentaria, es decir, menos rica; en
tales casos, jno resulta mas exacto reconocer que hay una laguna en

8 “Prueba” y “demostraciéon”, cuando su significado sea univoco en el contexto,
podran entenderse como si refirieran a su acepcioén general corriente (que compren-
de tanto la dimension estructural como la expresiva). En otros casos, se aclarard
explicitamente la acepcién correspondiente.
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el plano expresivo (en este caso particular, la naturaleza intencional
de tal omisién estd indicada por recursos comunicativos mas bien
indirectos), pero no hay déficit estructural?® Esto es, aunque existe
un vacio o laguna, la comunicacion de la demostracion (si bien no
de manera explicita) logra indicar la ilacién estructural pertinente;
este es un caso [imite del estilo polimodal, si se considera la casi
total ausencia de indicacion textual explicita de ruptura del formato
minucioso. Otro ejemplo de esta modalidad limite lo constituye la
demostracion de 1.26.

Veamos ahora un ejemplo de polimodalidad hasta cierto punto
mas claro —por decirlo asi: un representante del caso estdndar—.

ENUNCIADO DE I.15
Si dos rectas se cortan, hacen los angulos del vértice iguales entre si.

DIAGRAMA

DEMOSTRACION

Asi pues, cortense las dos rectas AB, I'A en el punto E. Digo que el
angulo AEID es igual al (angulo) AEB y el (dngulo) T'EB al (angulo)
AEA.

[B_minucioso] Pues, dado que la recta AE ha sido levantada sobre
la recta I'A formando los dngulos 'EA, AEA, entonces los angulos
I'EA, AEA son iguales a dos rectos [I, 13]. Dado que la recta AE ha

sido levantada a su vez sobre la recta AB formando los dngulos AEA,
% La expresion “Sea. .. ”, precediendo a la afirmacion que AB es mayor que AL,

llama directamente la atencion sobre el estatus de la afirmacion que la sucede e,
indirectamente, sobre la estrategia de la prueba.
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AEB, entonces los angulos AEA, AEB son iguales a dos rectos. Pero
se ha demostrado que los (dngulos) 'EA, AEA son iguales a dos rectos;
luego los (angulos) 'EA, AEA son iguales a los (dngulos) AEA, AEB
[Post. 4 y N. C. 1]. Quitese de ambos AEA; entonces, el (dngulo)
restante I'EA es igual al (angulo) restante BEA [N. C. 3]; [B_sumario|
de manera semejante demostrariamos que también los (angulos) I'EB,
AEA son iguales.

Por consiguiente, si dos rectas se cortan, hacen los dngulos del vértice
iguales entre si. Q. E. D.

Aqui va no se trata de la inexistencia de una indicacién clara a
la ilacién inferencial en cuestion, sino del tipo o formato de esa
comunicacién. Mientras que en el tramo inicial de la prueba tal co-
municaciéon es detallada, minuciosa, circunstanciada (el pasaje que
comienza en B_minucioso), en esta “segunda parte” no se explici-
ta con un nivel de detalle equivalente (el pasaje que comienza en
B_sumario). Podriamos decir que, en este Gltimo caso, la expresion
no indica literalmente el correspondiente tramo estructural, sino que
mas bien alude a un tramo andlogo al descrito en detalle antes. La
introduccion del formato sumario supone asi una especie de “salto”
del nivel expresivo: ahora la comunicacién no refiere, exclusivamen-
te, al razonamiento sobre los objetos matematicos en cuestion, sino
que evoca (de forma explicita) el razonamiento previo en calidad de
paradigma.

Como se expuso antes, la diferencia estilistica es clara: al primer
formato lo llamo minucioso, mientras que al segundo lo denomino
esbozado o sumario, y cuando la expresion de una demostracion
combina ambos formatos (B_minucioso|B_sumario) la llamo polimo-
dal. Tanto en el ejemplo anterior como en este estamos frente a una
presentacion o comunicacién de la estructura demostrativa que no
emplea exclusivamente el formato minucioso (y que, de un modo
algo diferente, apela a una alusién sumaria o esbozada); por esta ra-
z6m, considero que ambos ilustran el estilo polimodal euclidiano.'’
Existe atin otro tipo de demostracién polimodal que, por razones que
se evidenciaran luego, resulta importante registrar.

2

Netz llama la atenciéon sobre un conjunto de demostraciones que
comparten cierta estrategia argumental (podria decirse: de naturaleza

10 Una discusion mas detallada de la conveniencia de agrupar ambos casos bajo la
etiqueta comin del estilo polimodal puede leerse en Seoane 2025.
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infinita), y las identifica en los Elementos.'* La razon de este filosofo
para aislar tal conjunto de demostraciones difiere de las convicciones
que guian la reflexién presente; la motivacién aqui radica en lo que
estas ensefian sobre la interaccién expresion/estructura contextuali-

zada. Estudiemos ahora un ejemplo de esa clase: la demostracion
de IIL.1

ENUNcCIADO DE III.1
Hallar el centro de un circulo dado.

DIAGRAMA

DEMOSTRACION

Sea el circulo dado ABT.

Hay que hallar el centro del circulo ABT'.

Tracese en él al azar una recta AB, y dividase en dos por el punto
A, vy a partir de A tracese AI" perpendicular a AB y prolénguese hasta
E, y dividase en dos partes iguales I'E en Z.

Digo que Z es el centro del [circulo] ABI'.

[B_minucioso] Pues supongamos que no, entonces si es posible sea
H (el centro), y tracense HA, HA, HB. Ahora bien, como AA es
igual a AB y AH es comin, los dos (lados) AA, AH son iguales
respectivamente a los dos (lados) HA y AB, y la base HA es igual a la

' Véase Netz 1999, cap. 6.
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base HB, pues son radios; por tanto, el angulo AAH es igual al angulo
HAB [I, 8]; pero cuando una recta levantada sobre otra recta hace los
dos angulos adyacentes iguales entre si, cada uno de los dngulos iguales
es recto [I, Def. 10]; por tanto, el angulo HAB es recto. Pero también
es recto el dngulo ZAB; por tanto, el angulo ZAB es igual al angulo
HAB, el mayor al menor; lo cual es imposible. Luego H no es el centro
del circulo ABT'. [B_sumario] De la misma manera demostrariamos que
ningin otro (lo es) excepto Z.

Por consiguiente, el punto Z es el centro del (circulo) ABI'.

Desde el punto de vista puramente estilistico, la orquestacién ex-
presiva es similar al ejemplo anterior. Podriamos decir que se repiten
aquellos aspectos estrictamente comunicacionales que hacen que di-
fieran los formatos expresivos (detallado, sumario). Pero aqui aparece
un contraste relevante para nuestra discusién. En los casos del tipo
discutido en la seccién 2, las lagunas son eliminables. ;Por qué?
Porque es posible “sustituir” o “reemplazar” la descripcion esbozada
por una descripcién minuciosa —indicando ambas (aunque con mo-
dalidades diferentes y calidades expresivas distintas) la misma trama
estructural—. Luego, puede ofrecerse facilmente una expresién libre
de lagunas para comunicar la trama estructural correspondiente. Por
el contrario, en el caso de III.1 y analogos, las lagunas no son elimina-
bles (al menos no con los recursos euclidianos). Es decir, no podemos
sustituir el pasaje expresivo esbozado por un equivalente minucioso.
Dado que la estructura de la demostracion es infinita, es obvio que la
totalidad de los pasos o eslabones deductivos no pueden explicitarse
uno por uno. Incluso podria pensarse que estas pruebas nos colocan
frente a un dilema: o bien no se las acepta propiamente como tales
(evidencian un déficit estructural y su superacién supondria ofrecer
una estrategia l6gica alternativa a la usada por Euclides), o bien se las
admite (abandonando la identificacién de prueba y comunicacion de
la prueba) como si constaran de una estructura infinita y una expre-
sion obviamente finita. En esta Gltima opcién, que es la sustentada
aqui, la laguna en la expresion no solo es manifiestamente intencio-
nal (como lo es en los casos de la seccion 2), sino que no podria
eliminarse (con los recursos disponibles). Ademas, no hay ninguna
presion estructural ni expresiva notoria a favor de su remociéon (en
tal contexto).

En general, el surgimiento del estilo polimodal euclidiano y, en
particular, del formato sumario posee, desde mi punto de vista, un
interés conceptual notorio. Por eso resulta atil registrar debidamente
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algunos de los rasgos sobresalientes de dicha modalidad comunicacio-
nal, a saber: 1) el formato sumario es un formato expresivo ancilar
o derivado de un formato minucioso previo, 2) esta dependencia
supone la fijacion del formato minucioso como patrén o modelo del
formato sumario, 3) tal caracter modélico no se limita a una similitud
superficialmente comunicativa sino estructural, 4) lajel agente emisor
asume que dicho estatus modélico y su uso potencial como tal es
facilmente accesible para el auditorio en virtud de sus capacidades,
y 5) las motivaciones de tal politica expresiva no solo contemplan
aquellas cualidades de la audiencia, sino la naturaleza de la trama
estructural comunicada asi como los valores del propio emisor. Este
altimo aspecto explicita un rasgo inherente al enfoque bidimensional:
su sensibilidad contextual.

Ahora bien, cuando interviene el formato sumario, ;puede hablar-
se consistentemente (como se ha hecho antes) de la apariciéon de una
laguna? Si por esta Gltima expresion se entiende el abandono del for-
mato comunicacional primitivo, minucioso, entonces pareceria esta
una forma general de referir al fendmeno. Dicho de otro modo, una
comunicacién deductiva en formato sumario @ la Euclides parece
suponer un hiato o laguna en el plano expresivo (en cuanto omi-
te aspectos o detalles que la descripcion minuciosa brindaria acerca
de la ilacion deductiva). La comunicacion en el formato sumario es
entonces un caso particular de un fenémeno general, a saber: la
emergencia de lagunas o hiatos o vacios en la demostracién matema-
tica. Una demostraciéon en estilo polimodal es asi una demostracion
con lagunas. En tal espiritu, podriamos preguntarnos si existe en la
literatura una aproximacién o caracterizacion general de “gap” y, en
especial, una subclase o tipo particular que recoja adecuadamente
la comunicacion sumaria euclidiana o, mas brevemente, la laguna
euclidiana.

3

Fallis, en un articulo iluminador, se propone rebatir la idea de que
los matematicos se comportan de acuerdo con el ideal cartesiano de
obtencion o justificacion del conocimiento matematico, esto es, via
la revisién de la “cadena continua e ininterrumpida” de los pasos
inferenciales correspondientes. Seglin este autor, el ideal de demos-
tracion libre de “gaps” como dnica forma de obtencién del cono-
cimiento matematico no se condice con la practica de la disciplina
—en tal sentido, el ejemplo mas “famoso” lo constituiria la acep-
tacion, por parte de la comunidad matematica, del teorema de los
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cuatro colores (Fallis 2003, p. 47)—. Pero existen casos aGin mas
espectaculares: hay demostraciones aceptadas que nadie —ni siquiera
una computadora— ha recorrido en detalle (Fallis 2003, p. 47). En
la construccion del andamiaje argumental que sustenta aquella tesis,
el filésofo propone una suerte de “taxonomia” general de los “gaps”.
Resulta entonces muy razonable esperar que tal esfuerzo clasificador
provea un tipo o clase particular de laguna que incluya (en un modo
conceptualmente informativo, esto es, que capte su especificidad) las
comunicaciones sumarias euclidianas. Pero, desde mi punto de vista,
esto no sucede. A continuacion, expondré sucintamente la clasifica-
cién de Fallis e identificaré las dificultades que aquella catalogacion
enfrenta para capturar los rasgos propios de la laguna euclidiana.

Antes de adentrarnos en la clasificacion de Fallis, detengdmonos
brevemente en como entiende la demostracion, tal cual esta ocurre en
la practica. Una prueba es, seglin este autor, “una secuencia de propo-
siciones donde cada proposicion se sigue de las proposiciones previas
en la secuencia mediante una inferencia que preserva la verdad” (Fa-
llis 2003, p. 48). Desde tal perspectiva, “conocer una prueba” implica
recorrer la totalidad de la secuencia y verificar cada paso. Es este el
ideal cartesiano al que suscintamente se aludié antes.!? Pero, segiin
Fallis:

Desafortunadamente, esta explicacion de lo que tiene que hacer un
matematico para conocer una prueba no siempre se puede usar para
explicar como un matematico justifica su creencia en la verdad de una
proposicion matematica. Porque, como sostengo mas adelante, los ma-
tematicos no siempre verifican, directamente, que cada proposiciéon en
una secuencia de proposiciones se sigue de las proposiciones anteriores
en la secuencia, mediante una inferencia matematica basica (como pres-
cribe la historia cartesiana). De hecho, los matemdticos suelen dejar
tales lagunas en sus pruebas (y a veces consideran aceptable hacerlo
ast). (Fallis 2003, p. 50; las cursivas son mias.)

12 Como se recuerda, Descartes escribe en la célebre Regla III: “muchas cosas se
conocen con certeza, aunque ellas mismas no sean evidentes, tan solo con que sean
deducidas a partir de principios verdaderos y conocidos, mediante un movimiento
continuo e ininterrumpido del pensamiento que intuye con trasparencia cada cosa
en particular: no de otro modo sabemos que el dltimo eslabén de una larga cadena
estd enlazado con el primero, aunque no contemplemos con uno solo y el mismo
golpe de vista todos los intermedios, de los que depende aquella concatenacion, con
tal de que los hayamos recorrido con los ojos sucesivamente y recordemos que estian
unidos desde el primero hasta el Gltimo cada uno a su inmediato” (Descartes 1996,
pp- 76-77; las cursivas son mias). He consultado también la edicion bilingiie de
Heffernan y su traduccion (Descartes 1998, pp. 81-83).
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Esquematicamente, Fallis divide las lagunas que pueden emerger
en una demostracion en tres clases: inferenciales (inferential gaps),
entimematicas (enthymematic gaps) y no franqueadas (untraversed
gaps). Las lagunas inferenciales se caracterizan por surgir cuando:

el matematico no puede completar algunos de los detalles de la supues-
ta demostracion. Este es el tipo de laguna mas obvia que ocurre en las
demostraciones matematicas, y es lo que llamaré una laguna inferen-
ctal. Un matemético ha dejado una laguna inferencial siempre que la
secuencia particular de proposiciones que tiene en mente (como prueba)
no es una prueba. En otras palabras, la proposicion matematica que el
matematico estaba tratando de demostrar no se sigue de inferencias
matemdticas bdsicas en la forma en que el matematico tenia en mente.
(Fallis 2003, p. 51; las cursivas son mias.)

El punto seria entonces que la prueba no es tal; el hiato se debe
a que algin “paso” en la secuencia deductiva no es legitimo —no
se sigue de acuerdo con las “inferencias mateméticas basicas en la
forma en que el matematico tenia en mente”—. Esto puede ocurrir o
bien porque la ruta inferencial particular propuesta es intransitable,
aunque existen otras rutas posibles, o bien porque tal alternativa no
existe, es decir, no hay secuencia alguna, ya que el resultado no
se sigue. Discutiendo un caso particular que ejemplifica esta Gltima
categoria, escribe el filésofo: “Esta claro que la secuencia particular
de las proposiciones que Kershner tenia en mente no era una prueba.
No sblo la secuencia de proposiciones que Kershner tenia en mente
no era una prueba, sino que la proposicion matematica que estaba
tratando de demostrar ni siquiera era demostrable” (Fallis 2003,
p- 53; las cursivas son mias). Asi entendida, la laguna parece situarse
en el plano mental, es decir, la/el matematica/o tendria “en mente”
una “secuencia de proposiciones” que, desde el punto de vista légico,
es insatisfactoria.

Aunque a primera vista se podria pensar que esta categoria capta
la dimension estructural, la situacién es otra. En primer término, el
concepto de laguna inferencial no implica hiato expresivo. Se pro-
duce asi una suerte de autonomizacion o independencia del plano
expresivo, incompatible con la caracterizacién estructural que permi-
te caracterizar la laguna euclidiana. Esta es ya una limitacion decisiva,
si se pretende hacer justicia a la dindmica del hiato que me interesa
aqui. Notese que tal caracteristica no compromete, exclusivamente,
la viabilidad de esta categoria particular como candidata a capturar
aquella laguna, sino que augura, en general, las limitaciones de la
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clasificacién para lograrlo. ;Por qué? Porque el corazon de aquellas
brechas reside, precisamente, en cierta forma particular de articula-
cién del plano expresivo con el estructural —y, al parecer, uno de los
planos falta a la cita—. Pero, ademas, hay otro argumento. La laguna
inferencial ocurre porque “la secuencia particular de proposiciones
que el matemético tiene en mente (como prueba) no es una prueba”,
es decir, porque lo que trataba de probar “no se sigue de inferencias
matemdticas bdsicas tal como el matemadtico tenia en mente”. Si
interpreto bien, la secuencia que lajel matematica/o tiene en mente
estd conformada por “inferencias matematicas basicas” que, en este
caso, no implican lo que se pretende. Puede apreciarse aqui la enor-
me distancia que media entre esta idea de una secuencia deductiva
compuesta por “pasos” o “eslabones” basicos, y la trama a la que
denomino “estructura”, componente sustantivo del tratamiento de la
laguna euclidiana. Finalmente, un argumento maés primario. Desde
el punto de vista de Fallis, en una demostracién, puede ocurrir una
laguna inferencial (mas o menos grave) sin déficit expresivo. Pero,
chay en este caso propiamente una laguna? Si se responde afirmativa-
mente (como lo hace Fallis), los predicados “demostracién con erro-
res” y “demostracién con lagunas inferenciales” tienden a tornarse
extensionalmente idénticos, con lo cual se pierde la especificidad del
tipo de fracaso o error que, en principio, se busca captar. Aunque
el argumento posee mayor alcance, usaremos este y los anteriores,
simplemente, para mostrar que no se puede explotar esta categoria
para clasificar satisfactoriamente (en términos comprensivos) la lagu-
na euclidiana. Prosigamos.
Fallis caracteriza las lagunas entimematicas asi:

Cuando un orador o un autor presenta un argumento ante una audiencia
a menudo omite uno o mds pasos de su proceso de razonamiento | ... ].
Cuando un hablante o un autor omite pasos, la secuencia de proposi-
ciones que presenta explicitamente se conoce como entimema. |... |
Como cualquier persona que presenta un argumento ante una audien-
cia, los matematicos utilizan entimemas. Por ejemplo, un matemaético,
cuando publica una prueba en una revista o presenta una prueba en
una conferencia, generalmente omite muchos pasos en su proceso de
razonamiento. De hecho, segin W.S. Anglin, “gracias a la necesidad
de ‘ahorrar espacio’, esto probablemente ocurre en la mayoria de los
articulos publicados” (Anglin 1991, p. 146) [...] Sin embargo, como
el entimema que el matematico escribe no es una prueba completa, esta
dejando lo que llamaré una laguna entimemdtica. (Fallis 2003, pp. 53—
54; las cursivas son mias.)
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Las lagunas entimemaéticas parecerian concentrarse, en mi terminolo-
gia, en la expresion de la demostracion: “explicitud” y “entimema”
nos hablan acerca de coémo comunicamos la prueba. Podria decirse,
cum grano salis, que estos términos permiten parafrasear el contras-
te entre el formato minucioso y el formato sumario. Pero, jhay una
“omision” en el “proceso de razonamiento”? ;Estd “incompleta” la
prueba qua ilacion estructural? Si, efectivamente, se puede concluir,
a partir de la presencia de hiatos en la expresion, la existencia de hia-
tos estructurales, entonces estamos concibiendo la demostracion mas
bien en clave unidimensional, identificando expresién y estructura.
No es el caso de Fallis, pues estd dispuesto a distinguir entre “escri-
bir” y “razonar”; ademads, este autor seflala explicitamente la falsedad
de aquella implicacion. Pero deberd concederse que el pasaje de la
cita anterior no resulta del todo claro. Podria concordar con Fallis
en que, hablando rapidamente, la/el matematica/o literalmente “no
escribe una prueba completa” (en mi terminologia: plano expresivo),
pero no puedo seguirlo en que ello signifique que “omite pasos en
su proceso de razonamiento” (en mi terminologia: el plano estructu-
ral).!* Aquel “vacio” expresivo que “deja” es precisamente caracte-
rizado por el filésofo como “laguna entimematica” —fenémeno que
advierte, acertadamente, es frecuente en los casos en que “un orador
0 un autor presenta un argumento a una audiencia”—. Y agrega:

Un matematico ha dejado una laguna entimemdtica siempre que
no establece explicitamente la secuencia particular de proposiciones
que tiene en mente (como si fuera una prueba). Por ejemplo, un
matematico ha dejado una laguna entimematica cuando, como dice
Dieudonné, “prescinde de una prueba escrita, reemplazdndola con
la siempre recurrente frase ‘Es fdcil ver que...’” (Fallis 2003, p. 54;
las cursivas son mias.)

Esta descripcion parece ajustarse mejor a la categoria general que
se procura aqui, pues, a diferencia de la cita anterior, en esta ocasion
parece implicar que (en el caso de las lagunas entimemdticas) no
hay omisiones en el razonar, sino en el comunicar el raciocinio. Y
Fallis atiende ahora directamente al plano expresivo: se trataria de
una suerte de omision (por insuficiencias en la comunicacion) de lo
que la/el matematica/o “tiene en mente”.!* La laguna o hiato surgiria
asi por una suerte de déficit de explicitud. Cuando leemos en el texto

" Desde mi perspectiva, el material del plano estructural no es psicolégico, pero
esta diferencia no es esencial para el argumento.

" Aunque aparece la mencién al auditorio, la concepcion de Fallis del rasgo
entimematico se concentra mas bien en la omisién o ausencia de elementos (en la
secuencia “escrita”) que ocurren en la secuencia “mental”. Lassalle Casanave subraya
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29 29

matematico: “es facil ver que...” o “de manera semejante,...” u
otras expresiones relativamente analogas, no necesariamente hay, por
decirlo asi, hiato estructural: hay una forma peculiar de referirse
a una ruta inferencial que la/el matematica/o (si se quiere usar la
expresion de Fallis) “tiene en mente”. Esta ruta puede ser ldgica-
mente satisfactoria o no; puede incluso ser légicamente imposible.
Para decirlo rapido: lo que sabemos es que hay (en un sentido pre-
ciso) una laguna en la expresion. Notese que, entiéndase como se
entiendan algunos de los giros lingiiisticos identificados en la practi-
ca matemadtica como indicadores del hiato referido, no son “pasos” o
“eslabones” de una secuencia de inferencias basicas, sino que serian
(en todo caso) una indicacién resumida de tal secuencia. Es decir:
la especificidad del fenémeno euclidiano a captar incluye, de modo
decisivo, la articulacién entre ambos planos. No alcanza la dimension
expresiva en solitario. Pero, ademas de la ausencia de la dimension
propiamente estructural, existe una identificacion —por momentos
difusa— del plano expresivo, y una notoria dificultad en aprehender
la interaccién bidimensional.

Por supuesto, no estoy afirmando que Fallis confunda ambas di-
mensiones. El es absolutamente claro al resaltar que pueden ocurrir
conjuntamente lagunas entimematicas e inferenciales (como en el caso
de Kershner ya referido), asi como lagunas entimematicas (como en
el caso del segundo teorema de incompletitud de la aritmética de
Godel) que no son lagunas inferenciales. Escribe el autor:

Las lagunas inferenciales y las lagunas entimematicas pueden ocurrir
juntas como en el articulo de Kershner. Cabe sefialar, sin embargo, que
las lagunas inferenciales y las lagunas entimematicas son fenomenos
distintos. Primero, un matemdtico que deja una laguna entimemdtica,
no necesariamente deja una laguna inferencial. Por ejemplo, el l6gico
Kurt Godel dejdé una laguna entimematica bastante grande cuando sélo
dio un “mero esbozo de prueba” (Godel 1992, p. 72) de su segundo
teorema de incompletitud. Sin embargo, dado que la secuencia de pro-
posiciones que tenia en mente era en efecto una prueba (como lo han
verificado innumerables matemaéticos desde entonces), no dejé una lagu-
na inferencial. En segundo lugar, un matemdtico que deja una laguna

una concepcion aristotélica del entimema (en el contexto de la demostracion) que
otorga mayor protagonismo al auditorio: “la persuasion se obtiene deductivamente
a través de entimemas, pero no en el sentido de raciocinios (o secuencias de ellos)
con premisas implicitas y si en el sentido de raciocinios (o secuencias de ellos) con
premisas cuya plausibilidad es aceptada por el auditorio” (Lassalle Casanave 2008,
p. 12).
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inferencial no necesartamente deja una laguna entimemdtica. (Fallis

2003, p. 54)

El punto es otro: ambos planos (expresivo e inferencial) aparecen
como absolutamente independientes, su vinculo se ha invisibilizado.
Pero es justamente este vinculo o articulacion o didlogo (necesaria-
mente contextual) la clave para comprender el estilo polimodal y la
singularidad del formato sumario. Las instancias de formato sumario,
si las clasificamos simplemente como lagunas entimematicas que no
son lagunas inferenciales, pierden su especificidad. La clasificacion
parece asi “quedarse corta”, y parece dejar escapar, precisamente, lo
que explica la ocurrencia de tales lagunas y su justificable admisibili-
dad comunitaria.

Para completar muy someramente la taxonomia basica de Fallis,
visitemos el tercer tipo de laguna:

Un matematico deja una laguna no franqueada siempre que no haya
intentado verificar directamente que cada proposicion en la secuencia
de proposiciones que tiene en mente (como si fuera una prueba) se
sigue de proposiciones previas en la secuencia mediante una inferencia
matematica bésica. En otras palabras, ha dejado una laguna no fran-
queada si no ha intentado “verificar toda la cadena de conclusiones
intermedias”. (Fallis 2003, pp. 56-57; las cursivas son mias.)

Si entiendo bien, la omision no se ubica ni en la secuencia escrita, ni
en la secuencia mental sino, por asi decirlo, en la accién matematica
verificadora : no han sido verificados todos y cada uno de los pasos
de la demostracion. En esta exigencia resuena claramente la inspira-
cién cartesiana. Tal omision es, ademas, intencional: se ha decidido
recorrer parcialmente la “cadena de conclusiones intermedias”. Pero
tal transito no es arbitrario, es razonadamente selectivo:

Las lagunas no franqueadas, como las lagunas entimematicas, son deja-
das intencionalmente por los matematicos. Como resultado, podriamos
preguntarnos razonablemente qué motiva a los matematicos a dejarlas.
La respuesta parece ser que los matematicos eligen no analizar todos
los detalles de una demostracion porque no ganarian nada con ello.
En algunos casos, trabajar todos los detalles de una prueba simplemente
no proporciona ningin beneficio epistémico. En resumen, los matema-
ticos optan por no analizar todos los detalles cuando no tienen ninguna
duda de que los detalles podrian completarse facilmente. (Fallis 2003,
pp- 57-58; las cursivas son mias.)
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La/el matematica/o se ahorraria el recorrido de aquellos tramos mas
o menos triviales, que no supondrian ganancia cognitiva alguna. Los
“detalles” podrian “completarse facilmente”. Surge una pregunta ob-
via: jpor quién? ;Exclusivamente por el propio agente matematico?
;0 incluyendo sustantivamente al interlocutor (qua par epistémico
del agente)? ;O incluyendo sustantivamente al interlocutor (en virtud
de objetivos pedagdgicos precisos)? La inteligibilidad, la compren-
sion, la captacion fina (desde el punto de vista filoséfico) de la laguna
euclidiana se apoya sustantivamente en las respuestas a estas inte-
rrogantes. Luego, aunque la descripcion propuesta por la categoria
resulta compartible, parece dejar escapar también aspectos relevantes
para captar aquella laguna.

La reflexion que Fallis propone acerca de las relaciones entre los
tipos de su taxonomia confirma las consideraciones anteriores. Segtin
este autor, pueden ocurrir los tres tipos simultdneamente, pero sin
que se confundan. La existencia de una laguna no franqueada no
implica una laguna inferencial (esto es: la secuencia mental es una
prueba, aunque lajel matematica/o no la recorrid). Y la conversa:
la prueba no es tal, pero la recorrié equivociandose en el control
inferencial. La existencia de una laguna entimematica no implica una
laguna no franqueada. El hiato existe en la secuencia escrita, pero
el recorrido critico ha sido completo. Y la conversa: el recorrido
no ha sido completo, pero la secuencia escrita es completa —este
caso, reconoce Fallis, “es muy poco probable que ocurra, pero sigue
siendo una posibilidad 16gica” (2003, p. 57)—. Asi mismo, las lagunas
entimematicas no implican lagunas inferenciales y la conversa (Fallis
2003, p. 54).

Las lagunas no franqueadas y, en particular, una subcategoria de
estas (a saber: la de las lagunas universalmente no franqueadas)
seran claves para el enfoque de Fallis del fenomeno de infidelidad al
ideal cartesiano en la practica matematica de la demostracién. Asi,
especifica tal categoria:

Si un matematico deja una laguna no recorrida y no tiene razones para
creer que “la cadena total de conclusiones intermedias” haya sido re-
corrida, entonces ha dejado lo que llamaré una laguna universalmen-
te no franqueada. [...] De hecho, dejar lagunas universalmente no
franqueadas parece ser bastante comin en la practica matematica. Los
matematicos no invierten mucho tiempo trabajando en detalles tediosos
cuando no tienen duda de que se pueden resolver. (Fallis 2003, p. 59;
las cursivas son mias.)
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Las lagunas de este tipo (segin el autor) no impiden admitir el
resultado obtenido, es decir, la comunidad matematica admite las
ejemplificaciones o instancias de hiatos de este tipo.

En sintesis, la taxonomia propuesta por Fallis no parece capaz de
captar adecuadamente (en términos de comprension o inteligibilidad)
las lagunas euclidianas estudiadas en las secciones 1 y 2. El défi-
cit expresivo que representa el hiato euclidiano se mide en relacion
con un patron expresivo localmente instanciado, y respeta sustantiva-
mente un contexto de interlocucion especifico. Tal patrén se define
comunitariamente por su capacidad descriptiva en relacién con el
plano estructural (cuyo nivel de anilisis queda definido por él). La
clasificacion del formato sumario como laguna entimemaética pero no
inferencial y universalmente no franqueada luego parece no lograr
contribuir a la comprension de aquel interesante fenémeno. Dicho
de manera sucinta, tal modalidad clasificatoria no incluye a quienes
intervienen, ni a su significativa interrelacién, ni al contexto en que
ocurre. Esto no obsta, por supuesto, para reconocer la originalidad y
alta valia de la contribucién de Fallis; la propuesta que se desarrolla
en la seccion siguiente procurara recuperar, parcialmente, algunas de
sus ideas.

4

Entenderé por laguna expresiva las deficiencias o interrupciones o
discontinuidades comunicacionales en la demostracion matematica.
En clave bidimensional, esto no supone asunciones acerca de su
impacto estructural. Un primer paso para caracterizar las lagunas
euclidianas (como subclase) consiste en especificar su desempefio es-
tructural: en virtud de un conjunto de rasgos (insitos en la interac-
cién expresion-estructura, que, como ya he anotado, supone una alta
sensibilidad contextual), tal subclase no supone un déficit l6gico (en
sentido lato). La perspectiva expresiva (bidimensional y contextual)
nos ayuda, nuevamente, a identificar esos rasgos. El objetivo de esta
seccidn serd captar tales rasgos, no ya como caracteristicos de un
fenémeno expresivo singular (el formato sumario euclidiano), sino
como indicadores de una clase mas amplia, mas general de “gaps”.
Obviamente, las lagunas euclidianas caeran en esta categoria de lagu-
nas expresivas, pero no solo ellas. Para fijar ideas, podriamos deno-
minarlas lagunas expresivas sumarias. La denominaciéon no resulta
totalmente satisfactoria, pero no se me ocurrié una alternativa me-
jor; debe entendérsela como si acentuara, especialmente, la operacion
descriptiva o comunicativa que la caracteriza, sin producir costo es-
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tructural. Es este Gltimo aspecto el que no queda bien capturado por
el nombre. Por supuesto, una solucion rudimentaria es agregarle el
calificativo: (“sin costo estructural )”.'?

Empecemos por una observacion general: las lagunas que captan
nuestro interés son fenémenos expresivos.'® Ellas se encuentran en
las demostraciones tal y como ocurren en la prictica matematica
(es decir: no en las demostraciones formales). Luego, el concepto
de demostracion informal (como se suele llamar) resulta relevante.
Este ha recibido diversas aproximaciones conceptuales. Por ejemplo,

Tanswel escribe:

las pruebas informales son pruebas tal como se escriben y producen
en la practica matemdtica. En ellas se pueden hacer suposiciones con
base en los conocimientos y capacidades inferenciales previas de la au-
diencia objetivo, saltarse pasos tediosos o rutinarios y hacer referencia
a propiedades semdnticas y propiedades de los objetos matemdticos,
sin expresarlas en forma totalmente explicita. Estas pruebas tampoco
se limitan a formularse en los lenguajes formales: aunque se pueden
utilizar simbolismos matematicos en ellas, se emplean libremente el len-
guaje natural, los diagramas y las explicaciones en modo mixto. (2015,
pp- 295-296; las cursivas son mias.)

La demostracién informal es el hogar de la laguna. Luego, el estudio
de esta Gltima se desarrolla en el contexto de la primera. Esto supone
adoptar una serie de cuidados en la metodologia empleada. Por ejem-
plo, predicados como “ser explicita” o relaciones como “ser menos
explicita que”, cuando se trata de demostraciones matematicas infor-
males, no pueden entenderse en el marco de criterios universales,
fijos, y, por asi decirlo, de inspiracién exclusivamente sintactica. En
general, los patrones expresivos deben ser mudables y contextuales,
aunque claramente intersubjetivos, comunitarios, identificables, nun-
ca puramente sinticticos. El formato minucioso en Euclides es un
ejemplo iluminador: se trata de un patrén contextual, comunitario,
local, perfectamente identificable, en relacién con el cual se mide el
déficit (en términos de explicitud) del formato sumario. Individua-
lizar tal patrén es entonces un ejercicio importante en el examen

' La preocupacion respecto de la denominacion radica en evitar una confusion:
obviamente pueden existir lagunas expresivas que recurran al expediente de la
descripcion sumaria y fallen estructuralmente.

“En adelante usaré (salvo aclaracién en contrario y cuando el contexto lo habi-
lite) “laguna” o “laguna expresiva sumaria” como equivalente de “laguna expresiva
sumaria (sin costo estructural)”.
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de la practica matemética, y su acatamiento, por parte del discurso
deductivo, suele ser la regla. Es decir, no resulta excepcional, sino
normal —en Euclides, como he insistido, el formato minucioso fun-
ciona como primitivo (en términos expresivos y con consecuencias
sobre el entramado estructural) de la actividad deductiva comunita-
riamente aceptada—. No se optara aqui, como se dijo, por identificar
dos tipos independientes de lagunas (inferencial, entimematica); la
interacciéon o articulacién entre los planos expresivo y estructural
serd lo que identifique la laguna expresiva sumaria. Precisamente
esa articulacion es la que arroja luz sobre el proceso sofisticado que
permite que, a la vez, la demostracion polimodal posea lagunas (que
suponen tramos con un menor nivel de explicitud en relaciéon con el
formato minucioso), pero que estas no entrafien déficit estructural.
La comprension de esta situacién combina la atencién fina al plano
expresivo (pues permite apreciar la diferencia de explicitud entre
formatos), con la consideracion precisa de la articulacion de este con
el plano estructural (no se ve interrumpida la capacidad descriptiva,
sino disminuida su contribucion en relacion con los detalles). En este
sentido rico de comunicacion, los desniveles en términos de explici-
tud no pueden entenderse como impotencia comunicacional absoluta
—donde el contexto desempefia un papel decisivo. Como su nombre
completo lo indica, las lagunas que nos interesa captar representan
desniveles comunicacionales, pero sin déficit estructural.

Estas lagunas poseen asl mismo una naturaleza relacional. jPor
qué? Porque aquella modalidad comunicativa o expresiva (entendida
como laguna) es parte de la comunicacion total, es decir, de la comu-
nicaci6n integral de la demostracion. Una mirada insular, encapsulada
de la primera supondria una operaciéon quirargica de dificil justifica-
cién conceptual. Luego, el déficit de explicitacion (caracteristico de
la laguna) solo puede apreciarse en relacién con la explicitud (rela-
tivamente) mas plena de otro tramo o parte de la comunicacion. La
prelacién del formato minucioso respecto del sumario en Euclides
ejemplifica perfectamente este rasgo.’

La ubicacion de las lagunas en el plano expresivo y su naturaleza
relacional fomentan a su vez una apreciacion de corte gradualista en
su nivel de explicitud; es decir, no hay razones para una clasificacion

7 Este es un caso de precedencia literal, pero es necesario ampliar tal concepto; en
otros contextos es probable que deban incluirse antecedentes diversos, pertenecientes
a la prictica matematica: la demostracion de resultados previos, la formulacion de
métodos compartidos, etc. Esta ampliacion no debe difuminar la residencia expresiva
de la laguna. Quiza merezca recordarse que, en la perspectiva de este trabajo, importa
concentrarse en esta precedencia literal que ocurre en las lagunas euclidianas.
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binaria rigida. La diferenciacién sugerida en la seccion 1 entre casos
limite y casos estdndar del estilo polimodal puede servir de ejemplo
de tal gradacién —en atencién a ocurrencias muy disimiles del for-
mato sumario—. En los casos limite, el formato sumario es apenas
sugerido y comunica entonces exhibiendo un nivel minimo de ex-
plicitacion descriptiva (aunque complementado decididamente por la
cooperacién comunitaria), mientras en los casos estdndar, el formato
sumario trasmite en mayor grado la informacion estructural pertinen-
te, pero en un grado inferior a la explicitud méxima, representada
por el formato minucioso (en el sentido relacional discutido antes).
La gradacion de explicitud, propia de estos casos, puede apreciarse,
por ejemplo, en la demostracion de 1.15.'8

Entender en clave relacional y gradual nuestro fenémeno implica
una nocién relativa de explicitud y, consecuentemente, se aleja de un
supuesto fuerte de la descripcion cartesiana. ;Cuél es tal supuesto? El
compromiso con una nocién absoluta de explicitud. Tal perspectiva
se compromete con un punto final para el anilisis, para la desagre-
gacion en eslabones de la cadena deductiva; cuando llegamos a ese
punto alcanzamos un nivel maximo, insuperable de explicitud. Este
es, entonces, absoluto. O sea, el nivel 6ptimo de explicitud no de-
pende de una eleccion particular, especifica; es simplemente el nivel
de explicitud requerido.' Si entiendo bien, satisfacer tal criterio es
lo que algunos autores entienden por “completitud” de la prueba.
Pongdmoslo asi: una prueba es completa cuando exhibe este nivel
absoluto, maximo de explicitud. Luego, es incompleta (esto es, con
lagunas o hiatos o vacios) cuando esto no ocurre, cuando no se logra
la explicitacion total.?> Notese que este absolutismo puede adoptar

8 Mi propésito es, exclusivamente, identificar el rasgo gradualista en las lagunas
expresivas sumarias. Luego, se trata de un punto de vista meramente descriptivo.
Puede argumentarse la valia tedrica de (en general) la gradualidad expresiva del
discurso deductivo, y deshacerse asi de una concepcién empobrecedoramente dualis-
ta (informal/formal). Es esta la perspectiva, por decirlo asi, propositiva de Boehne
(2019).

19 Leibniz, por ejemplo, hace explicita la bisqueda de la mayor explicitud de-
ductiva: “seria importante demostrar todos nuestros axiomas secundarios, que son
utilizados de ordinario, reduciéndolos a los axiomas primitivos o inmediatos o in-
demostrables...” (Leibniz 1983, p. 490). Un locus clasico de esta posicion en la
obra leibniziana se encuentra en Nuevos ensayos sobre el entendimiento humano,
Libro IV, capitulo VIL.

% Algunos autores incluso hablan de argumentos “completamente rigurosos”. Asi
Paseau escribe: “En consecuencia, un argumento completamente riguroso es aquel
en el que todas las premisas, por obvias o ampliamente aceptadas que sean, se hacen
explicitas, y en el que todos los pasos inferenciales son lo mds pequefios posibles”
(2016, p. 178; las cursivas son mias).
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dos formas: una modalidad ahistérica o una modalidad historica, es
decir, vigente en un contexto particular dado —esta tltima es abier-
tamente mas razonable (Kitcher 1981, p. 481)—.

Creo advertir cierta ligera ironia en Pdlya cuando se refiere al
logico que se adhiere a aquel ideal de la completitud antes referi-
do: “Para un 16gico de una cierta clase solamente existen las pruebas
completas. Lo que se pretende que sea una prueba no debe dejar
huecos, ni lagunas, ni incertidumbre alguna, o no es una prueba”
(2004, p. 215). Desde mi punto de vista, su observacion inmedia-
tamente posterior resulta muy natural: “;Podemos encontrar en la
vida cotidiana, en los procedimientos legales, o en las ciencias fisicas
pruebas completas de acuerdo con criterios tan altos? Dificilmente”
(2004, p. 215). Podriamos decir més: tampoco son frecuentes en
matematicas. La sagaz conclusién de Poélya es: “Hemos discutido las
ventajas de las pruebas, pero ciertamente no propugnamos que todas
las pruebas deban darse ‘in extenso’. Por el contrario, hay casos
en los que dificilmente es posible; un ejemplo importante de esto
es la ensefianza del céalculo diferencial e integral a estudiantes de
ingenieria” (2004, pp. 218-219; las cursivas son mias). Mas alla de
la punteria del ejemplo especifico que alega el autor, lo que quiero
resaltar es que en su discusién surge una posible funcionalidad de las
demostraciones con lagunas. Otro ejemplo de pruebas que no se dan
“in extenso” son las euclidianas y, como se adelantd, puede pensarse
en motivaciones o, si se prefiere, en funciones que han de cumplir
tales lagunas (y, luego, funciones de la propia prueba). Por supuesto,
es evidente que, en cierto contexto histdrico, puede ser mas o menos
univoco el criterio regulador de explicitud comunitariamente compar-
tido. En particular, podria pensarse, por ejemplo, en la introduccion
a lo largo del tiempo de diversos lenguajes artificiales, en mayor o
menor medida formales, como frutos de tales consensos.?!

Con su habitual fineza metodoldgica, Pélya apunta luego a un
equilibrio compartible (teniendo presente la observacion de la cita
precedente), y reconoce lo siguiente:

2 Esta observacion hace referencia a un hecho histérico incontestable: los len-
guajes formales, tal cual los conocemos hoy, son producto de un largo proceso de
refinamiento. La cuestién puede pensarse, asi mismo, en términos tedricamente mas
ambiciosos: jcomo explotar niveles o ciertas estrategias de formalizacion a los efectos
de obtener una expresién deductiva maés eficiente? Esto se aborda en Lamport 2012.
Considerando que su objetivo es perfeccionar la escritura matematica de las pruebas
existe un vinculo potencialmente importante con la discusion presente. Pero explorar
tal vinculo es un proyecto sofisticado que excede con creces los modestos limites de
esta comunicacion.
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[puede] hacerse un uso razonable de pruebas incompletas. Para un
légico estricto, una prueba incompleta no es en absoluto una prueba.
Y, ciertamente, las pruebas incompletas deben distinguirse cuidadosa-
mente de las pruebas completas. | ...] Pero las pruebas incompletas
pueden ser dtiles cuando son usadas en el lugar que les corresponde
y con buen tino. Su propdsito no es reemplazar a las pruebas comple-
tas, lo que no podrian hacer, sino otorgar interés y consistencia a la
presentacién. (2004, pp. 219-220; las cursivas son mias.)

Y agrega mas adelante:

Algunos autores, pero no muchos, tienen el don de presentar sélo el
germen de la prueba, la idea principal en su forma mas simple, e
indicar la naturaleza de los detalles restantes. Una prueba de este tipo,
aunque incompleta, puede ser mucho mds instructiva que una prueba
presentada con todos los detalles. (2004, p. 221; las cursivas son mias.)

Este excurso por las ideas de Pdlya pretende mostrar que la aten-
cién a eventuales funciones de opciones comunicativas diversas apare-
ce como una empresa prometedora, dirigida a captar ciertos aspectos
relevantes de la practica matematica. En este marco general, las mo-
tivaciones o funciones de la laguna euclidiana (como se adelantd)
resultan ser un ejemplo natural.??

Las lagunas, en cuanto variaciones comunicacionales, pueden ser
intencionales (aunque no necesariamente lo son); la omisién o una
carencia al respecto puede deberse, por ejemplo, a falta de atencion
o incomprension. Es decir, puede producirse cierto déficit expresivo
involuntario, a veces inocuo, a veces estructuralmente relevante. Las
lagunas expresivas sumarias, sin costo estructural, son intencionales.
Teniendo en cuenta que son resultado de una eleccion expresiva, es
decir, de una seleccién de modos o formas de describir la ilacion
estructural, scomo podrian no serlo? Tales hiatos forman parte de
una comunicaciéon voluntaria, pautada por las exigencias comunita-
rias y el estilo individual de la agencia matematica.?®> Aqui también
el marco expresivo bidimensional promueve una comprensiéon rica
de la politica comunicativa, especialmente del comportamiento de las
lagunas expresivas sumarias (sin costo estructural). Una razon clave

2 Las diversas motivaciones posibles del estilo polimodal euclidiano se discuten
con detalle en Seoane 2022.

» Es atil advertir que, desde la perspectiva de Fallis, las lagunas entimeméticas
son intencionales, pero no asi las inferenciales (Fallis 2003, p. 55).
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de ello: incorporar la interaccién estructura-expresién. La presion que
ejerce la ilacion estructural comunicada sobre las capacidades de los
artefactos comunicacionales disponibles es una cuestion natural en el
contexto de la laguna expresiva sumaria. Por ejemplo, esta categoria
aloja (de un modo intelectualmente satisfactorio) el contraste entre los
casos tratados en la seccion 1 y los examinados en la seccion 2; en los
primeros, la politica expresiva escoge (por razones no estructurales)
la formulacion predilecta en términos de explicitud; en los segundos,
la politica expresiva estd determinada por razones estructurales (en
el contexto vigente). Este contraste decisivo obliga asi mismo a una
respuesta diferenciada a la cuestion de las motivaciones o funciones
para la politica expresiva. jPor qué apelar a lagunas en la demostra-
cién matematica? En los primeros casos (para seguir con el ejemplo)
puede apelarse a las capacidades del auditorio y/o a las elecciones que
el agente matematico emisor hace segiin sus valores; en los segundos
casos, la presion estructural se impone. La expresion deductiva apa-
rece asi sometida al menos a tres fuentes de tensidn: la estructura, el
“background” o marco (incluyendo los valores) de la agencia matema-
tica, y el “background” o marco (incluyendo los valores) del receptor.

En sintesis, las lagunas euclidianas son, obviamente, lagunas ex-
presivas sumarias (sin costo estructural). Expresado de manera menos
sintética: son interrupciones o hiatos o discontinuidades comunicacio-
nales (en términos de decaimiento de cierto nivel relativo de explici-
tud), pero, en virtud de un conjunto de rasgos generales (que hemos
descrito antes), no suponen déficit 16gico (en sentido lato). Ahora
bien, tales rasgos, jno se presentan también en otras demostraciones
polimodales? ;No hay lagunas expresivas que prima facie al menos
parecen ser lagunas expresivas sumarias (sin costo estructural)? He
aqui una demostracion relativamente frecuente en los cursos de 14gi-
ca. Las premisas son las siguientes (y, como se advierte, son infinitas):

(i) VxVyVz((Rxy & Ryz) — Rxz)
(i) Vx—Rxx

)
)
(iii) Rajay
(iv) Rasas
)

(V Raga4
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PRUEBA (que, como se advierte, debe recurrir a todas las premisas)

De (ii) y (iii) se deduce que a; es diferente de ag. De modo similar,
de (ii) y (iv) se deduce que ay es diferente de a3. Ademas, teniendo
en cuenta que de (i), (iii) y (iv) se deduce que Rajaz, de (ii) se sigue
nuevamente que a3 también es diferente de a;. Del mismo argumento
se deduce que a4 es diferente de aj, ag y ag. Y asi sucesivamente.
Por lo tanto, todas las a; son diferentes y R tiene un dominio infinito.

(Chateaubriand 2005, p. 286)
CONCLUSION

El dominio de R no puede ser sino infinito.

Hasta donde alcanzo a ver se trata esta de una demostracién perfec-
tamente aceptable. No parece exhibir entonces problema estructural
alguno.

¢Es una demostracion con gaps? Si, en el sentido en que lo son
las euclidianas del tipo de III.1, discutida en la seccion 2. Posee
una obvia laguna expresiva. Y, al igual que aquellas, no es deficita-
ria en términos estructurales —en el sentido que no implica error
inferencial—. Podriamos identificar, ademas, sin dificultad alguna,
tramos comunicativos funcionalmente similares a los dos formatos
euclidianos: minucioso y sumario. Por supuesto, existe una diferencia
importante, desde el punto de vista expresivo, en relacién con las de-
mostraciones euclidianas: la naturaleza homogénea (lingiiistica) de la
primera versus la heterogeneidad grafico-lingiiistica de las segundas.

Este modesto ejemplo simplemente sugiere que la economia fun-
cional de complementacién, en términos esenciales, protagonizada
por los formatos minucioso y sumario (en sentido general), parece
caracterizar las lagunas expresivas sumarias (sin costo estructural).
Esta dltima categoria evidentemente incluye, pero no se restringe, a
las lagunas euclidianas.

5

En general, las lagunas han sido percibidas, tradicionalmente, como
ocasion de error;?* Fallis, como hemos visto, identifica, de mane-
ra acertada, esa sensibilidad intelectual con las ideas de Descartes.
Pero, notoriamente, existe una extraordinaria saga al respecto. Frege
escribe casi una consigna en su Conceptografia de 1879: “suprimir

# Dieudonné, por ejemplo, llega a la consideracion de (en nuestra terminologia)

las lagunas expresivas a partir del tratamiento de tipos de error en la demostracion;
véase Dieudonné 1992, p. 236.
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toda laguna en la cadena de inferencia” (Frege 1972, p. 8). Y un
siglo después leemos en Kitcher: “Practicar mateméticas rigurosas
es, evidentemente, ofrecer argumentos rigurosos. La logica ayuda en
la caracterizacién del argumento riguroso: es esencial a la idea del
razonamiento riguroso que no debe contener lagunas, que debe pro-
ceder mediante pasos elementales” (Kitcher 1981, p. 469; las cursivas
son mias). Para este fildsofo, tal exigencia pertenece a una concepcion
“tradicional” que no comparte, pero su rechazo evidencia su vigencia
e incluye, como rasgo saliente de aquella perspectiva (denominada
por Kitcher “deductivismo”), el contar con demostraciones libres de
lagunas.®® Podria decirse que este dltimo es un ideal de naturaleza
Justificacional o epistémica. Pero jacaso la practica matematica res-
peta en todos los casos ese ideal? La respuesta de Fallis, como se
adelantd, es que no. Fallis concluye su articulo proponiéndonos el
caso de una matematica que procura demostrar (por induccién sobre
féormulas) que todas las formulas del lenguaje 16gico de primer orden
poseen cierta propiedad. Si ella optara por probar todos y cada uno
de los detalles, el ideal cartesiano nos daria la respuesta acerca de por
qué asevera la verdad del teorema correspondiente. Pero es probable
que ella deje una laguna entimematica, es decir:

[que] analice el caso de los conectivos rapidamente y no analice los
detalles (es decir, que deje una laguna universalmente no franqueada).
Ella no trabajard todos los detalles porque su pericia y experiencia
le dicen que, si fuera necesario, podria completarlos facilmente. Esta
practica no sélo es aceptada por la comunidad matemdtica, sino que
esta matemdtica sin duda estd justificada al creer que ella podria com-
pletar los detalles y, por lo tanto, que el teorema sobre formulas bien
formadas es verdadero. Sin embargo, considerando que no ha trabajado
en los detalles, la historia cartesiana no explicard como esta justificada
en su creencia. Con el fin de proporcionar una descripcion completa
acerca de como los matemdticos estan justificados al creer, de una
manera aceptada por la comunidad matemdtica, que las proposiciones
matemdticas son verdaderas, la historia cartesiana debe complemen-
tarse de alguna forma. (Fallis 2003, pp. 63—64; las cursivas son mias.)

% A juzgar por las condiciones que entiende que caracterizan una rigorizacion,
Kitcher (en un marco remozado) pareceria suscribir este ideal de rigor argumental,
pero, a su vez, introduce matices relevantes: “un reemplazo riguroso debe tener la
misma estructura que el argumento original, pero deberia ‘llenar los vacios’. No he
adoptado esto como un requisito general porque creo que es inaplicable a los casos

interesantes” (1981, p. 480).
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Es decir: una descripcion acabada, satisfactoria, “completa” de los
mecanismos de justificacién (compartidos por la comunidad) para la
aceptacion de las proposiciones matemaéticas no se reduce a la “his-
toria cartesiana”. Esta debe “completarse” y la propuesta de Fallis
se orienta en tal direccion. La sugerencia del filésofo es sensata: en
ciertos casos, en virtud de la facilidad o trivialidad del control de
los pasos obviados, se admite desobedecer el ideal cartesiano. La
comunidad matemética justifica idealmente sus resultados apelando
al modelo cartesiano, pero este no se aplica de forma mecanica: en
ocasiones, cuando el test es facil u obvio (en la conviccion comunita-
ria), es posible “saltarse” los pasos correspondientes. Es aqui donde
(segln la descripcion justificacional elaborada por Fallis) las lagunas
o hiatos resultarian aceptados pacifica y legitimamente. Hasta cierto
punto, podria decirse que la aceptacion de las demostraciones con
lagunas expresivas sumarias (sin costo estructural) podrian instan-
ciar o ejemplificar esta tesis del filosofo: la “facilidad” aludida por el
filésofo en tal caso es contextual, la provee, en algunos ejemplos, el
papel modélico del formato minucioso y, en su ausencia, el contexto
comunitario pertinente. Ademas, hasta cierto punto, los desarrollos
previos robustecen la tesis: la aceptacion (en el caso de las lagunas
expresivas sumarias aqui estudiadas) se basa en que no existe déficit
estructural. No obstante, debe reconocerse que la contribucién de
las paginas precedentes es muy modesta en relaciéon con dicha tesis
—centrada en la preocupacién “justificacional” o “verificacionista”,
y cuyo interés filoséfico merece subrayarse—.%°

Quiza estas notas si contribuyan de modo mas sustantivo a, por
decirlo asi, una “agenda” complementaria a la verificacionista. Esto
es: quizd logren llamar la atencion acerca de otros aspectos (relacto-
nados, pero no identificados con la verificaciéon) que una descripcion
de la practica deductiva mereceria atender. Aquella incluiria cuestio-
nes como: jla persistencia de lagunas expresivas en la demostracion
informal no nos hablaria de dimensiones o funciones particulares
(aunque articuladas con la inferencial) en la comunicacion deductiva?
¢La presencia de tales hiatos no indicard, en ciertos casos, motiva-
ciones estético-cognitivas o pedagégicas del agente matematico? ;No
expresard demandas estructurales en otros? ;No “localizarad”, indirec-
tamente, espacios de creacion o novedad, y, directamente, espacios

% En este caso particular, la “agenda de la verificacion” incorpora la preocupacion
por describir ¢6mo intervienen (en términos inferenciales) las lagunas o vacios en la
demostracion, y abre asi una importante avenida filoséfica. En ella pueden ubicarse
trabajos como Hamami 2014 y Andersen 2020.
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mas o menos rutinarios? ;No tendra algo que decir en relacién con
como se relacionan unos y otros en los distintos contextos en que
se comunican demostraciones? Se incluiria también en aquella agen-
da una interrogante que ya fue adelantada: jeste enfoque expresivo
bidimensional induciria una taxonomia general alternativa a la de
Fallis? Tales cuestiones (entre otras) se incorporarian en lo que antes
denominé (quizd de un modo algo enigmatico) una agenda filoséfica
de la expresion —complementaria a la valiosa agenda filosofica de la
verificacion—.2"+ 28
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