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La geometria ha sido una disciplina muy influyente en la cultura
occidental. Desde que Euclides la expuso de forma axiomatizada,
se ha considerado un modelo de conocimiento riguroso. Por esa
razon, en la Edad Moderna se escribieron textos sobre politica, ética
y jurisprudencia, segin el modelo de los Elementos de Euclides, con
el objetivo de presentar sus conclusiones en una forma irrefutable.
Ejemplos son, entre otros, la Etica de Spinoza y los Elementos de
jurisprudencia universal de Pufendorf. En el siglo XIX, a partir de la
discusién sobre la validez del postulado de las paralelas de Euclides,
surgieron las geometrias no euclidianas de gran importancia en la
fisica contemporanea, ejemplo de la influencia de la geometria en
otros ambitos de la ciencia.

El objeto de estudio de la geometria ha ido cambiando en el trans-
curso de la historia del pensamiento occidental. Durante la Antigiie-
dad y la Edad Media, se consider6 que la geometria era la ciencia
de las cantidades continuas, en contraste con la aritmética, ciencia de
las cantidades discretas. Esa distinciéon ya se encuentra en los Se-
gundos Analiticos, 1,7 de Aristoteles. A partir del siglo XVII, surgi
la concepcion de que la geometria es la ciencia del espacio. Desde
finales del siglo XIX, la geometria avanzé tanto en su proceso de
algebrizacion, iniciado ya por Descartes, que se tornd indisociable
del algebra.

Uno de los méritos de la Génesis de la geometria, el libro resefia-
do, es rescatar el cardcter de la geometria como ciencia del espacio.
Este texto es el producto colectivo de autores con diversas formacio-
nes: filosofos, historiadores de la matematica, especialistas en ciencias
cognitivas, arquedlogos. Por un lado, muchos de ellos son especialis-
tas en mas de una de esas disciplinas, y por otro, han trabajado en
conjunto y se han encontrado frecuentemente en reuniones cienti-
ficas, por lo que el texto tiene una unidad claramente perceptible.
Ademas, muchos capitulos remiten a otros de la misma obra. Junto a
las contribuciones personales encontramos una traducciéon del aleman
con introduccién y comentario del texto de Johann Lambert, Teoria
de las lineas paralelas, de 1776.
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La obra tiene tres partes donde estan distribuidos doce capitulos.
La primera parte trata del proceso que lleva de la cognicién basica
del espacio hasta lo que es llamado “protogeometria”, concepto que
aclararemos mas adelante. En el capitulo 1, José Ferrreirds, profesor
de la Universidad de Sevilla, identifica tres elementos en la cogni-
cién visuoespacial bésica: la permanencia de los objetos percibidos,
la continuidad del movimiento y la tridimensionalidad de nuestro
entorno y de las cosas en él. Ferreirds sostiene que, probablemente,
esos elementos son independientes de la cultura. En nuestra infancia
adquiririamos la capacidad de distinguir entre el cambio de pers-
pectiva v el del estado de cosas. Al volver a la perspectiva inicial,
recuperamos la percepcion que teniamos al comienzo. Pero si son las
cosas mismas las que cambiaron, entonces eso no es posible. Ahora
bien, el ser humano puede formar representaciones de los objetos
de su entorno y de su localizacion, como los dibujos y las pinturas.
Al hacerlo, entramos en una nueva fase, la de la protogeometria,
en la cual son representados los objetos y se crean conceptos para
las formas geométricas. En este nivel se desarrollan herramientas
para hacer representaciones de las cosas, de su tamafio y posicion:
cuerdas, varas, estiletes. Con su ayuda se pueden calcular longitudes,
areas y volimenes. Algunas culturas, como la de la Grecia antigua y
la nuestra, fueron mas alla del nivel de la protogeometria. Crearon
un lenguaje con términos técnicos, elaboraron reglas para operar con
diagramas y organizaron de forma deductiva el conocimiento sobre
las formas geométricas. Se alcanza el nivel del conocimiento geomé-
trico. Ferreirds enfatiza tres afirmaciones: primero, los conocimientos
contemporaneos sobre la percepcion no parecen ser compatibles con
la teoria de que los seres humanos poseen una estructura del es-
pacio visual innata y rigida; segundo, las representaciones externas
por medio de dibujos, diagramas y pinturas tienen un papel clave
en la formacion del conocimiento protogeométrico; tercero, en la
formacién de ese conocimiento también tiene gran importancia la
manipulacién de los objetos. La argumentacion de Ferreirds se apoya
no sélo en trabajos de filsofos e historiadores de la matematica, sino
también en publicaciones recientes de psicologos cognitivos.

El capitulo 2 lo escribié Valeria Giardino, investigadora del Insti-
tut Jean Nicod de Paris. En las primeras paginas, Giardino introduce
el concepto de artefacto cognitivo. Pensemos en una cuerda. Imagi-
nemos girar esa cuerda alrededor de un punto fijo. Queda formada
la imagen de un circulo. Rotemos ese circulo alrededor de una vara
vertical. Se genera asi un cilindro. Aqui estan presentes: la habilidad
motriz de girar objetos, la capacidad de representarlos por medio
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de imagenes, y la de mover esas imagenes con el pensamiento para
formar una nueva imagen. En lugar de tener esa cuerda, podemos
pensar que tenemos un dibujo de ella. Ese diagrama seria lo que
Giardino llama un “artefacto cognitivo”. Podemos operar con él para
generar nuevos objetos y descubrir relaciones espaciales. Un diagrama
que contiene dos dibujos —cada uno correspondiente a una pieza de
una maquina— y en el que estos no pueden superponerse indica que
las piezas representadas no encajan exactamente entre si. Giardino
menciona a la filosofa alemana Sybille Krimer, quien se interesaba
en objetos, como diagramas y otros artefactos cognitivos, que ma-
nifiestan una iconicidad operativa. Ellos no pueden ser subsumidos
bajo el par dicotdmico palabra e imagen. No son puras imagenes
como las fotografias y las pinturas porque es posible operar sobre
ellos para obtener nuevos objetos y descubrir nuevas relaciones. No
son palabras porque no dicen algo sino que lo muestran. Giardino
trata la cuestion de hasta qué punto los artefactos cognitivos ex-
panden la cognicién visuoespacial bésica. Cita investigaciones en el
ambito de la psicologia y la antropologia. Una de ellas, realizada en
la India, con nifios, muestra que para el progreso de su conocimiento
geométrico y aritmético serian imprescindibles los artefactos cogni-
tivos. La autora no indica cuéles, pero podemos pensar en reglas,
compases, transportadores y dbacos. Otra investigacién fue realizada
con los mundurukis. Esos indigenas de Brasil tienen un lenguaje
que s6lo posee términos para los ntmeros 1, 2, 3 y emplean una
misma palabra para denotar nimeros superiores. Los mundurukis
consiguen distinguir cuidndo un conjunto de puntos es mayor que
otro conjunto de puntos. Sin embargo, tienen dificultades para su-
marlos. Si consideramos el lenguaje como un artefacto cognitivo,
podemos ver como una limitacién en ese artefacto se muestra como
un obstaculo para el avance del conocimiento aritmético. Los mundu-
rukids manipulan varias herramientas que les permiten hacer collares,
pulseras y construir sus casas. Pueden desplazarse entre sus aldeas.
Pero no hacen mapas ni dibujan sus casas. Sus dibujos son toscos
y no dan informacion sobre la distancia entre dos aldeas o sobre
el angulo determinado por dos direcciones. Al no poder representar
su entorno, su punto de vista sobre el espacio es egocéntrico. Una
situacion semejante se observo entre los yaganes de Tierra del Fuego.
Pueden navegar en los canales, sin perderse ni naufragar, pero no
se orientan por mapas. Para ir de un lugar a otro, usan marcos
referenciales ofrecidos por la naturaleza, como una colina, o mar-
cos producidos por la accion humana, como una casa. Sin embargo,
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no consiguen hacer un mapa o un croquis que pueda mostrar, desde
la perspectiva de tercera persona, donde se encuentran y a dénde van.

En su texto, Giardino distingue varios niveles de conocimiento
espacial. En el primer nivel estaria el reconocimiento de invariancias
perceptivas en nuestro entorno. Ese seria el nivel de la cognicién vi-
suoespacial basica. Probablemente, este nivel de conocimiento, segiin
la autora, esté presente en otros mamiferos. En un segundo nivel
podemos desplazarnos en el espacio mediante el uso de marcos ac-
cesibles desde una perspectiva egocéntrica. En esta fase no podemos
representar la localizacion de esos marcos entre si ni en relaciéon con
nosotros. No se usan artefactos cognitivos. En un tercer nivel tenemos
el uso de artefactos cognitivos. Pueden ser fugaces como los gestos o
dotados de cierta permanencia como croquis y diagramas. Adoptamos
en ese momento una perspectiva de tercera persona, no centrada en
nuestro yo. El texto de Giardino no da una definiciéon precisa de lo
que es un artefacto cognitivo, se limita a presentar ejemplos de esa
nocioéon.

Manuel J. Garcia-Pérez, historiador de la matematica y arquedlogo,
es autor del tercer capitulo, el cual trata sobre los origenes prehis-
toricos del conocimiento geométrico. Después de una introduccion,
el autor presenta un panorama de los estudios en prehistoria de la
matematica. La opinion dominante es que, hasta el Neolitico, hubo
poco progreso en nuestras concepciones de nimero y de relaciones y
formas espaciales. En relacién con la evolucién de la concepcion de
ntmero en la Prehistoria, los arquedlogos consideran los siguientes
elementos: huellas de manos dejadas sobre el fondo de las cavernas,
uso de cuentas y abalorios, marcas realizadas sobre huesos o piedras.
Por su parte, el arquedlogo interesado en la evolucién de nuestra
concepciéon de formas y relaciones espaciales investiga la manufac-
tura de herramientas liticas, el arte prehistorico y la organizacion
territorial. El primer elemento muestra el grado de avance de las
capacidades de memoria y percepcion visual. Las investigaciones so-
bre el arte prehistorico buscan determinar su valor representacional.
Finalmente, los monumentos megaliticos muestran la capacidad de
nuestros ancestros de organizar el espacio a su alrededor. Algunos
de esos monumentos estan orientados respecto a regularidades astro-
ndmicas y otros con respecto a accidentes geograficos. Garcia-Pérez
hace algunas observaciones a los trabajos hechos en prehistoria de la
geometria. En primer lugar, estd la tentacion de proyectar nuestros
conocimientos matematicos actuales sobre los vestigios del pasado.
Podemos leer una terna de marcas como si fuese una secuencia de
nameros cuadrados (4, 9, 16) cuando en realidad podria tratarse de
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otra cosa. Es grande nuestra capacidad actual de encontrar patrones
y simetrias, no siendo obvio que nuestros ancestros la poseyesen.
Ademas, sefiala Garcia-Pérez, varios trabajos no distinguen los tres
niveles de nuestra cognicién espacial que ya mencionamos, de forma
tal que, més que de los origenes prehistoricos de la geometria deberia
hablarse de los origenes prehistoricos de la protogeometria. Garcia-
Pérez presenta cinco claves para la interpretacion del conocimiento
protogeométrico y la explicacion de su formacién. La primera de
ellas es considerar el impacto de la cultura material sobre nuestra
cognicion. La segunda es pensar que la evolucién biologica es tan
importante como la evolucién cultural. La tercera es analizar el ma-
terial arqueolégico de forma contextual y transculturalmente para no
caer en los errores de la antropologia evolucionista, que pensaba que
hay una tnica linea de evolucion cultural. La cuarta es considerar
el impacto del uso de sistemas artificiales de memoria sobre nuestra
evolucion cognitiva. La quinta clave consiste en tomar en cuenta la
acumulacién cultural de las herramientas y de las practicas asociadas
a ellas. Finalmente, Garcia-Pérez presenta elementos para entender
las bases cognitivas y culturales del conocimiento protogeométrico en
China durante el periodo Neolitico.

Entramos ahora en la segunda parte del libro cuyo titulo es Esce-
nas del desarrollo de la geometria. Se inicia con el capitulo 4, de
Javier Ordonez y Ana Rioja, profesores de la Universidad Auténoma
de Madrid y de la Universidad Complutense de Madrid, respectiva-
mente. Su tema es la alianza incompleta entre astronomia y geometria
en la Antigiiedad clasica. El mérito de este capitulo reside en una
exposicion clara del problema que los astronomos griegos querian
resolver: describir el movimiento aparente de los planetas Mercurio,
Venus, Marte, Jupiter y Saturno, los tnicos que pueden observarse
a simple vista, sin telescopio. Las premisas usadas por los antiguos
para resolver la cuestién eran: el Universo es esférico, la Tierra ocupa
el centro de esa esfera y la descripcion del movimiento de los astros
debe darse en términos de movimientos circulares y uniformes. La
astronomia griega era cinematica. No investigaba las causas del mo-
vimiento de los astros ni la composicion de los mismos. Lo que los
antiguos griegos observaban en el cielo eran las estrellas fijas, el Sol,
la Luna y los cinco planetas mencionados. Las estrellas fijas, a saber,
todas las estrellas que pueden observarse en el cielo del hemisferio
norte, solamente con los ojos, sin ayuda de instrumentos de obser-
vacion, eran llamadas asi porque mostraban, para el observador, un
movimiento circular uniforme en direccién este-oeste, conservando
entre si sus distancias reciprocas. Debido a la gran distancia que nos
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separa de ellas, aparecen al observador como si todas estuvieran en el
mismo plano. Los planetas —el adjetivo griego mAavnTng significa
errante— mostraban un comportamiento anémalo, a veces cambia-
ban su direccién de su movimiento, otras parecian acelerarlo y, otras
mas, retardarlo. Los autores muestran las dos soluciones dadas en la
geometria antigua al problema de la 6rbita anomala de los planetas: el
sistema de esferas homocéntricas de Eudoxo y el sistema de Ptolomeo
con sus circulos, a saber, deferentes, epiciclos, ecuantes, y otros que
fueron propuestos. También explican por qué el modelo de Eudoxo
fue dejado de lado en la Antigiiedad tardia y en la Edad Media.
Finalmente, se refieren a cémo la astronomia en la Edad Moderna
abandoné varios de los supuestos de la astronomia griega: Copérnico
dejé de lado la idea de que la Tierra era el centro de la esfera celes-
te, Kepler abandoné la 6rbita circular y propuso una 6rbita eliptica
reinterpretando la uniformidad del movimiento de los planetas, no
en el sentido de describir arcos iguales de circunferencia en tiempos
iguales, sino en el de describir areas iguales en tiempos iguales.
Abel Lassalle Casanave, profesor de la Universidad Federal de
Bahia, Brasil, y José Seoane, profesor de la Universidad de la Repu-
blica, Uruguay, escribieron el quinto capitulo. Su tema es el papel in-
ferencial de las nociones comunes 4 y 5 en los Elementos de Euclides.
Euclides usa en esa obra la expresiéon “nocién comtan” para referirse a
lo que en posteriores ediciones de los Elementos se llamé “axiomas”.
La nocion comtn 4 afirma que las cosas que coinciden son iguales, y
la nocién comin 5 sostiene que el todo es mayor que la parte. Eucli-
des usa la nocion comin 4 en las pruebas por superposiciéon, que, en
la Edad Moderna, fueron criticadas por introducir un concepto fisico,
el de movimiento, dentro de la geometria. La nocién comin 5 se usa
en las pruebas por reduccion al absurdo. En las partes iniciales del
capitulo, los autores resaltan la importancia, para los estudios con-
temporaneos sobre los Elementos, del trabajo de Vincenzo De Risi,
“The Development of Euclidean Axiomatics” y del texto de Kenneth
Manders, “The Euclidean Diagram”, el primero publicado en 2016,
el segundo escrito en 1995. De Risi argumenta que en la trasmision
de los Elementos por medio de sucesivas copias manuscritas fueron
introducidas modificaciones en el niimero de principios (definiciones,
postulados y axiomas). Es sabido, y De Risi lo muestra con detalle,
que en la Edad Moderna circularon diversas versiones de los Elemen-
tos, cuyas divergencias residian en los axiomas admitidos. Manders,
en el texto mencionado, argumenta, en concordancia con lo que esta
en el Comentario al primer libro de los Elementos de Proclo, que las
pruebas de Euclides tienen un caracter heterogéneo. Reconocemos en
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ellas una parte diagramatica y otra parte textual que podemos llamar
“logica” y “lingiiistica”. En las pruebas, identificamos un vocabulario
diagramatico y un vocabulario teérico. Los diagramas euclidianos son
aptos, segiin Manders, para expresar relaciones topoldgicas como la
de parte/todo y la de interseccion entre lineas, pero no lo serian para
expresar relaciones métricas como la de igualdad. Apoyandose en
esos dos trabajos, Lassalle Casanave y Seoane dan su interpretacion
del papel inferencial de la nocién comin 5: ella permite pasar de
una premisa diagramaitica que expresa una relacion parte/todo entre
figuras a una conclusion, en el vocabulario tedrico, que afirma que
una figura es menor que otra. Para la interpretacion del papel de la
nociéon comun 4, los autores establecen la distincion entre relaciones
de igualdad locales y globales. Supongamos que tenemos un segmento
AB y dentro de él consideremos un punto P. Entonces, la relacién
AB=AP+PB es una relacion local de igualdad. Ahora consideremos
dos tridngulos disjuntos como los dados en las premisas de la pro-
posicién 1,4 de los Elementos. La relacién de igualdad que es pro-
bada entre las bases de esos tridngulos es una relacion global. Segtin
Lassalle Casanave y Seoane, la nocion coman 4 serviria para pasar
de una premisa diagramatica que muestra la coincidencia entre dos
figuras a una conclusion expresada en el lenguaje tedrico que afirma
la igualdad (global) entre ellas. Argumentan que hubo una evolucion
en la transmision y la interpretacién de los Elementos en el sentido
de decir, en términos de relaciones logicas entre proposiciones, lo que
Euclides mostraba con diagramas. De esa evolucion es parte el uso
inferencial de las nociones comunes 4 y 5, que podrian ser afiadidas
posteriores a Euclides. Esa hipotesis es plausible. Pues, en su Comen-
tario al libro I de los Elementos de Euclides, Proclo, al ocuparse de
esas nociones comunes, indica que Heron las dej6é de lado. jHabria
pensado Herdn que los diagramas eran suficientes para mostrar rela-
ciones de igualdad y desigualdad entre figuras geométricas?

El capitulo 6, “Demostraciones euclidianas con diagramas: sus ba-
ses cognitivas”, fue escrito por Tamires Dal Magro, investigadora de
la Universidad Federal de Bahia, y por Manuel J. Garcia-Pérez, autor
a quien ya hemos presentado. Los autores defienden la necesidad del
trabajo interdisciplinario entre filésofos, historiadores de la ciencia
y psic6logos en un nuevo ramo de la ciencia cognitiva, la cognicion
geomeétrica, donde se estudia y analiza nuestra percepcién y categori-
zacion de fendmenos espaciales. La cognicion geométrica se ocuparia
de la formaciéon de los conceptos geométricos, de las relaciones que
establecemos entre ellos y de las operaciones que efectuamos con
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ellos. Vincular los conceptos de la geometria de Euclides y las distin-
ciones hechas por Manders sobre las pruebas de los Elementos con la
perspectiva de las ciencias cognitivas no es facil. Pues, el enfoque de
estas ciencias ha sido predominantemente biolégico y/o computacio-
nal, mientras que la practica geométrica es un fendémeno cultural. Las
ciencias cognitivas tratan sobre los niveles de la cognicion visuoes-
pacial basica y sobre el conocimiento protogeométrico. Ahora bien,
en relaciéon con el conocimiento geométrico se plantea la cuestiéon de
si podemos hacer abstracciéon de las caracteristicas culturales de las
comunidades en las que éste se desarrolld. Después de referirse al
papel de los diagramas en la geometria de Euclides y de exponer la
distincion de Manders entre informaciones diagramaticas exactas y
coexactas, los autores proceden a citar tres series de experimentos.
Los experimentos de la primera serie indicarian que, independien-
temente de la cultura y del nivel de escolaridad, los participantes
reconocerian en un dibujo las lineas paralelas y los dngulos rectos. La
segunda serie de experimentos no pregunta por la situacién presente
de los dibujos sino por su situacién posible; por ejemplo, dadas dos
lineas, se pregunta a los participantes si el dibujo puede completarse
de forma tal que las lineas se intersecten. Nuevamente, parece que
la capacidad de responder correctamente no depende ni de la cultura
ni de la escolaridad. Finalmente, la tercera serie mostraria que no
habria casi divergencia entre los participantes al identificar relaciones
coexactas entre objetos geométricos, siendo por el contrario mayor
las divergencias cuando se trata de relaciones exactas. De ahi conclu-
yen los autores que esas distinciones de Manders entre dos tipos de
relaciones tendrian una base empirica. Un defecto del texto es que
cita trabajos que no aparecen en la bibliografia.

El autor del séptimo capitulo de la Génesis de la geometria es
Mario Bacelar Valente. El capitulo, titulado la “Geometria del movi-
miento: de la Grecia antigua a Newton”, contrapone a una geometria
estatica, representada, segiin el autor, por los Elementos de Euclides,
una geometria del movimiento que habria comenzado con Autélico de
Pitane y Arquimedes. El movimiento casi no aparece en las demos-
traciones de los Elementos; se usa en las pruebas por superposicion
que, en esa obra, son sblo tres. En los Elementos, ni el tiempo ni
la velocidad aparecen como magnitudes y no se les relaciona con el
espacio. Eso concuerda con la concepcion aristotélica expuesta en Me-
tafisica, M 2-3, segtin la cual los entes matematicos son inmdviles.
Encontramos una concepcién diferente en el tratado Sobre la esfera
en movimiento de Autélico, quien vivié antes de Euclides. En ese
texto, Autdlico vincula tiempos con espacios recorridos. Afirma que,
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si un punto se desplaza con velocidad uniforme a lo largo de cierta
linea y si en ella consideramos dos lineas CD y DE, ellas tendrdan
entre si la misma razoén que los tiempos ZH y HT durante los cuales
el punto las recorre.

CD serd a DE como ZH a HT. Aqui tenemos algunos elementos
de la geometria del movimiento. Se considera el tiempo como una
magnitud. Por otro lado, se establece una proporciéon entre espacios
recorridos y tiempos, pero el concepto “punto” es ambiguo, pues a
veces se refiere a una entidad geométrica y, otras, denota un mévil en
el espacio. Segiin Bacelar Valente, con Galileo la geometria del movi-
miento dio un paso mas avanzado al considerar la velocidad como una
magnitud. Hasta ese momento, el espacio y el tiempo se concebian
como magnitudes heterogéneas que no pueden ser comparadas entre
si; entonces, no podia pensarse en una razon entre espacios y tiempos.
En la proposicion 2 de los Discursos y demostraciones matemdticas
en torno de dos nuevas ciencias, Galileo afirma que, si un mévil pasa
por dos espacios en tiempos iguales, esos espacios tendran entre si
la misma proporcién que las velocidades. Y si los espacios son como
las velocidades, los tiempos serdn iguales. Asi, tiempo, espacio y
velocidad pasaron a estar matematicamente relacionados. El capitulo
de Bacelar Valente concluye con un anilisis del aporte de Newton a
la geometria del movimiento. Para Newton, el lugar geométrico de
un punto en movimiento es la linea, recta o curva, que ese punto
describe en su movimiento. Ademas, Newton afirma que cualquier li-
nea puede moverse de cualquier modo geométrico. Donde por “modo
geométrico” entiende tal manera de moverse que cualquier posicion
de una linea que se mueva puede describirse geométricamente. Otro
aspecto que Newton considerd es la nocion de limite geométrico.
Algunas demostraciones de la geometria del movimiento dependen
de los limites y razones de cantidades evanescentes. En la geometria
propuesta por Newton, los objetos cambian de forma continua; asi,
una curva se genera por el movimiento continuo de un punto. Por
otro lado, Newton incorpora la idea de suma de cantidades y de
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razones de cantidades que al tender a la igualdad se hacen finalmente
iguales. La parte mas interesante del texto de Bacelar Valente es
aquella en la que expone la generalizacion que hace Newton de los
resultados de Galileo.

El octavo capitulo, dedicado a los Fundamentos de geometria de
David Hilbert, escrito por Eduardo N. Giovannini, profesor de la
Universidad Nacional del Litoral, Argentina, muestra las diferencias
entre la concepcién axiomatica de Euclides y la de Hilbert. Asimis-
mo, el autor apunta cémo con esa obra avanzaron las investigaciones
metatedricas sobre la independencia de los axiomas de una teoria
deductiva y sobre la ausencia de contradicciéon entre ellos. Afirma
Giovannini que Hilbert fundamenté de un modo riguroso sus teore-
mas, sin la ayuda de diagramas, separando los aspectos logicos de la
prueba de los aspectos intuitivos y espaciales. Al leer eso, sentimos
la ausencia de un didlogo mas estrecho con el contenido de los capi-
tulos anteriores del libro que afirman que el método diagramatico de
Euclides es riguroso, regido por una disciplina diagramatica. En este
capitulo, los frecuentes errores de notacion dificultan la lectura del
lector no especializado. Un mérito del autor es mostrar cémo, para
Hilbert, el método axiomatico no era s6lo un método de exposicion
de una teoria deductiva, sino también un método para obtener nuevos
resultados.

La tercera parte del libro tiene por titulo Reflexiones filoséficas. El
autor del primer capitulo, “Espacio, intuicién y geometria euclidiana
en Kant”, es Abel Lassalle Casanave, a quien ya presentamos ante-
riormente. Al inicio del texto encontramos un epigrafe del filésofo
chileno Roberto Torretti, extraido de su obra sobre Kant, que ilustra
bien el marco conceptual e histérico en el que Kant desarrollé su
teoria sobre el espacio. El pensaba que el espacio de nuestra expe-
riencia, individual o colectiva, el espacio de la geometria y el espacio
de la fisica newtoniana son uno y el mismo espacio. Lassalle Casanave
analiza con profundidad los argumentos que Kant dio en la Critica
de la razén pura, en la estética trascendental, para probar el cardcter
intuitivo y a priori del espacio. También se detiene con cuidado en las
reflexiones que Kant realizé de la doctrina trascendental del método,
asi como de la Critica de la razén pura, donde buscd distinguir el
método de la matematica del método de la metafisica. Haciendo uso
de una cuidadosa argumentacion, Lassalle Casanave critica algunas
interpretaciones sobre Kant. Esas interpretaciones suponen errénea-
mente que la edicion que Kant usaba de los Elementos coincidia en
gran medida con la edicion canénica de Heiberg, realizada a finales
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del siglo X1X. En la época de Kant, circulaban muchas versiones de
aquella obra de Euclides que incorporaban mas axiomas de los que
se encuentran en la edicion de Heiberg. Empleando esos axiomas
adicionales pueden probarse —usando los esquemas deductivos que
en la época de Kant eran considerados validos— proposiciones como
la primera del libro 1 de los Elementos, cuya prueba se considera
incompleta. No fue, entonces, la insuficiencia de un aparato logico
adecuado lo que llevé a Kant a sostener que la geometria se apoya en
la intuicién pura del espacio. Lassalle Casanave argumenta que esa
tesis de Kant surgié a partir de la forma en la que el filésofo pensé la
relacién entre los conceptos geométricos y los principios basicos de
esa ciencia y de su concepcion de que las definiciones de las entidades
geométricas bésicas debian ser genéticas.

El siguiente capitulo estd dedicado a Johann Lambert y el postula-
do de las paralelas de Euclides. Eduardo Dorrego Lopez, investigador
de la Universidad de Sevilla, da una contextualizacién y una expo-
sicion del texto Teoria de las lineas paralelas de Lambert. A la
introduccion le sigue una traduccion de una parte del propio texto
de Lambert, a partir del original aleman, realizada, también, por
Dorrego Lopez. Finalmente, tenemos un epilogo al texto de Lambert,
escrito por José Ferreirds. Dorrego Lopez muestra que Lambert co-
mienza su trabajo sobre las paralelas en el punto en el que Girolamo
Saccheri lo dej6. Saccheri habia formulado tres hipotesis: HAA (hi-
potesis del angulo agudo), HAR (hipétesis del angulo recto), HAO
(hipétesis del dngulo obtuso). La segunda de ellas equivale a la acep-
tacion del postulado de las paralelas. Razonando a partir de HAO,
Lambert llega a una contradiccién con los resultados de la geometria
euclidiana plana. Sin embargo, observa que, suponiendo HAO, la
suma de los angulos interiores de un tridngulo resulta mayor que dos
angulos rectos y que el area de un tridngulo es proporcional a la di-
ferencia entre dicha suma y el ntimero 7. Esos resultados son validos
para los triangulos esféricos. Asi, Lambert se vio llevado a pensar
que la geometria divergente construida a partir de HAO debia tener
su contrapartida en la geometria real de la esfera. Por otra parte, la
geometria divergente basada en HAA muestra resultados analogos a
la geometria basada en HAO, si en lugar de considerar una esfera de
radio R, tomamos una esfera de radio imaginario Ri. Lambert obtiene
muchos de los resultados de forma puramente formal, sin ayuda de
diagramas, debido a la imposibilidad de representarnos visualmen-
te la cosa misma sobre la cual estamos razonando. Esto se debe a
que nuestra capacidad de visualizacion obedece mas a la geometria
euclidiana que a las otras.
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El capitulo “Consideraciones sobre algunos objetos de la geometria
elemental” esta dedicado a una obra de Bernard Bolzano (1804). Sus
autores son Elias Fuentes Guillén, investigador de la Academia de
Ciencias de la Repiblica Checa y Davide Crippa, historiador de la
matematica e investigador de la Universidad de Venecia. Después de
referirse a las circunstancias que rodearon la redaccion de ese texto
por parte de Bolzano, los autores examinan su contenido. Destacan
dos reglas metodolégicas propuestas por Bolzano. La primera regla
expresa un distanciamiento respecto de la concepcidn tradicional de la
axiomatica, pues Bolzano exige demostrar toda proposicién, por obvio
que parezca, hasta darse cuenta de que no se requiere una demos-
tracién y por qué. La segunda regla expresa lo que hoy llamamos el
ideal de pureza de las demostraciones matematicas, y consiste en que
no se deben aceptar demostraciones que emplean conceptos ajenos a
la proposicion que se quiere demostrar, es decir, conceptos que estin
fuera del ambito de esa proposicion. El ejemplo mas frecuente de vio-
lacién al ideal de pureza se encontraba en aquellas demostraciones de
verdades geométricas que usaban el concepto de movimiento. Como
vimos, esa era una objecion que se habia hecho a las pruebas por
superposicion de los Elementos. Como ya lo habia sefialado Arnauld
en sus Nuevos elementos de geometria, Bolzano observa un gran
desorden en la exposicion euclidiana, en la cual se justifican cons-
trucciones sobre angulos y rectas a partir de los resultados obtenidos
sobre tridngulos, siendo que el concepto de tridngulo presupone el
concepto de recta. Pero, a diferencia de Arnauld, Bolzano no asume
como punto de partida la teoria sobre las razones y proporciones que
Euclides expuso en el libro V de sus Elementos. Para Bolzano, el ob-
jeto mas simple por el cual debe comenzar la geometria es el sistema
de dos puntos, siendo el concepto de punto indefinible. Un sistema de
dos puntos nos permite pensar la distancia entre ellos. Después de
esto, Bolzano define los conceptos de direccion y, a partir de éstos, el
concepto de dngulo. Caracterizo el dngulo como una cualidad, siendo
un predicado de dos lineas rectas AB y AC que tienen en comin
uno de sus puntos extremos A. Ese predicado es compartido por
cualquier otro sistema de dos lineas rectas, AD y AG, que son partes
de AB y AC, respectivamente. Los dos autores de este capitulo no
explican por qué ese predicado deberia ser Gnico. Cabe sefalar que
Bolzano, con su definicion de dngulo, dio una solucién a una cuestion
planteada en el Comentario de Proclo, a saber, si el dngulo es una
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cantidad, una cualidad o una relacién. Euclides define angulo como la
inclinacion de dos lineas. En los Elementos, proposicién 1,9, muestra
como dividir un dngulo en dos. Claramente, lo que Euclides divide
no es una inclinacion, sino una superficie. Y, por otro lado, la defini-
cién euclidiana lleva a admitir como angulo aquel formado por una
tangente a una circunferencia y la propia circunferencia, angulo que
Euclides en el libro III, proposicion 16 de los Elementos, demuestra
que es menor que cualquier angulo rectilineo. Falta un comentario de
los autores sobre la definicion de Bolzano de linea recta como objeto
que contiene todos y solamente aquellos puntos que yacen entre dos
puntos. jEn qué sentido esta definicién seria mejor que la dada por
Euclides? ;No se aplicaria también a una linea curva? Sin embargo, la
exposicion de Fuentes Guillén y Crippa es atractiva porque invita al
lector a leer el propio texto de Bolzano. Sin embargo, a veces quedan
cosas sin explicar, por ejemplo, la disertacion sobre la concepcion
de Bolzano en relaciéon con la semejanza de tridngulos. La dltima
parte del texto estd dedicada a la recepcion de las Consideraciones
de Bolzano por parte de los matematicos de la época. Los autores
ofrecen informacion interesante: el texto de Bolzano fue conocido por
algunos miembros de la comunidad matematica de habla alemana y
se escribieron tres resefias sobre el mismo en revistas importantes.
El dltimo capitulo, “Filosofia, geometria y experiencia: Riemann,
Poincaré, Einstein”, es de Maria de Paz, profesora de la Universidad
de Sevilla. A partir del surgimiento de las geometrias no euclidianas
en el siglo XIX se planted la cuestién sobre cual seria la geometria del
espacio fisico. Se habia roto la identificaciéon entre el espacio fisico,
el espacio geométrico y el espacio de la percepcion sensible presu-
puesta en las reflexiones kantianas sobre el espacio. En su memoria
“Sobre las hipétesis que sirven de fundamento a la geometria”, Rie-
mann abordé ese problema. Este texto de Riemann tiene tres partes.
La dltima de ellas trata sobre la relacion entre la geometria y el
mundo. Antes de discutir ese tema, Riemann caracteriza el concepto
de magnitud de dimensién miultiple. Tradicionalmente se afirmaba
que la geometria era la ciencia de las magnitudes. A una magnitud
se asociaba una métrica. Para Riemann, una magnitud de dimension
miltiple es susceptible de diferentes relaciones métricas. El espacio
euclidiano es un caso particular de una magnitud de tres dimensiones,
aunque no es el Gnico. Las proposiciones de la geometria no pueden,
segiin Riemann, deducirse del concepto general de magnitud. Las
propiedades por las cuales el espacio se distingue de cualquier mag-
nitud imaginable de tres dimensiones no pueden deducirse mas que
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por la experiencia. Aunque eso pudiera llevar a creer que Riemann
era un empirista que pensaba que las verdades de la geometria se in-
fieren a partir de la experiencia, en verdad, como Maria de Paz sefiala,
Riemann mas que un empirista era partidario de lo que llamariamos
hoy una “concepcién hipotético-deductiva”. Se asume como hipdtesis
que el espacio tenga tales y cuales propiedades y se aguarda a que la
experiencia corrobore esa hipdtesis. Surge, entonces, el problema de
buscar los hechos mas simples por medio de los cuales puedan esta-
blecerse las relaciones métricas del espacio. En su memoria, Riemann
introduce los conceptos de variedad, elemento de linea y curvatura.
No define explicitamente qué es una variedad, se limita a decir que se
trata de un concepto mas general que el de magnitud. Sin embargo,
podemos dar ejemplos. Son variedades el espacio euclidiano de tres
dimensiones, el espacio de la geometria eliptica, el espacio de la geo-
metria hiperbdlica. En principio, una variedad sélo tiene propiedades
topologicas. Para expresar las longitudes, Riemann introduce el con-
cepto de elemento de linea que es un diferencial. La métrica de una
variedad puede cambiar de una zona a otra. Para expresar el modo en
que se produce ese cambio, Riemann usa la nocién de curvatura. Hay
espacios de curvatura constante como el espacio euclidiano que tiene
curvatura cero. La geometria hiperbdlica tiene curvatura negativa y la
eliptica curvatura positiva. Maria de Paz muestra como el enfoque de
Riemann es mas general que el de sus antecesores. Su tesis principal
es que, al dejar de lado tanto las concepciones puramente aprioristi-
cas como las empiristas, Riemann habria superado la dicotomia entre
ciencias formales y ciencias empiricas.

En la segunda parte del texto, Maria de Paz aborda el conven-
cionalismo de Poincaré. La autora se refiere a un convencionalismo
sutil de Poincaré. No seria de una forma arbitraria que escogemos
una geometria en lugar de otra. Tenemos en cuenta su simplicidad
y su adaptacion a la experiencia. Sabemos que Poincaré pensé que
siempre conservariamos la geometria euclidiana para la fisica, pero se
equivoco.

En la tercera parte de su texto, Maria de Paz se ocupa de las con-
cepciones de Einstein sobre geometria y experiencia, las cuales estan
reunidas en dos articulos del fisico alemdn que estan traducidos al
espaiol: “Geometria y experiencia” y “Sobre el método de la fisica
tedrica”. Después de presentar como Einstein concibié el espacio y
el tiempo en las teorias de la relatividad especial y general, la autora
expone su tesis de que Einstein habria quedado mas ligado a la opo-
sicidn entre ciencias formales y ciencias empiricas que los otros dos
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cientificos de los que se ocupd previamente. Al tratar de la relacion
entre geometria y realidad, Einstein afirmé que las proposiciones de
la matemética, en la medida en que se refieren a la realidad, no
son seguras y, en la medida en que son seguras, no se refieren a la
realidad. Si afiadimos a los teoremas de la geometria euclidiana la
proposicion de que a dos puntos de un cuerpo rigido les corresponde
siempre la misma distancia independientemente de las variaciones
de posicién de ese cuerpo, convertimos, entonces, los teoremas de
la geometria de Euclides en proposiciones de la fisica referentes a
los cuerpos rigidos. Después de agregar esa proposicién, podemos
preguntarnos por la verdad de las demds proposiciones geométricas.
A diferencia de Poincaré, Einstein pensaba que el problema de si
el continuo tiene una estructura euclidiana, riemanniana u otra de
naturaleza distinta es una cuestién de fisica que ha de ser resuelta
por la experiencia, y no una cuestién de convencién elegida sobre la
base de la conveniencia.

La génesis de la geometria es, al mismo tiempo, una obra profun-
da desde el punto de vista filoséfico y un buen libro de divulgacion
cientifica. Tiene descuidos en la edicién: omisién en la bibliografia
de trabajos citados en los capitulos, errores de notacién y referencias
bibliograficas incompletas, pero eso no disminuye la gran calidad de
la obra.
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