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La rigidez geométrica y la preferencia de
propiedades geométricas en un ambiente de

geometria dindmica en el nivel medio

Victor Larios Osorio *
RESUMEN

La Geometria Dinamica ofrece la posibilidad de una aproximacion al estudio de la
Geometria que permite la manipulacion dinamica de los objetos geométricos, abriendo
asi posibilidades que antes no estaban disponibles para los estudiantes del nivel medio.
Sin embargo, algunos fenémenos cognitivos siguen presentes, como son la rigidez
geométricay el hecho de preferir algunas propiedades geométricas visualmente evidentes
por encima de otras, y son de hecho influidos por la percepcién que de los objetos
geomeétricos se tienen debido principalmente a la caracteristica dinamica del software y
ala operacion del arrastre. Es por ello que se realiz6 una investigacion en el nivel medio
para ahondar al respecto y, considerando la Teoria de los Conceptos Figurales, estudiar
la presencia y manifestacién de fenémenos como estos en un ambiente de Geometria
Dinamica.
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ABSTRACT

The Dynamic Geometry offers the possibility of an approximation to the study of Geometry
that permits the dynamic manipulation of the geometric objects, opening thus possibilities
that before were not available for the students of the medium level. Nevertheless, some
cognitive phenomena continue presents, like the geometric inflexibility and the fact to
prefer some visually evident geometric properties over other, and in fact, they are
influenced by the perception that the geometric objects they have due mainly to the
dynamic characteristic of the software and to the dragging operation. For that reason
the research was carried out to deepen on this issue and, considering the Theory Figural
Concepts, to study the presence and sign of phenomena as these in a Dynamic Geometry
environment.
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RESUMO

A Geometria Dinamica oferece a possibilidade de uma aproximagéo ao estudo da
Geometria que permite a manipulagdo dinamica dos objetos geométricos, abrindo assim
possibilidades que antes ndo estavam disponiveis para os estudantes do nivel médio.
Contudo, alguns fendmenos cognitivos seguem presentes, como a rigidez geométrica e
o fato de preferir algumas propriedades geométricas visualmente evidentes acima de
outras, e sdo de fato influenciados pela percepgéo que os objetos geométricos se tem
devido principalmente a caracteristica dinamica do software e a operacao de arrastar. E
por isso que se realizou una investigagdo no nivel médio para investigar ao respeito e,
considerando a Teoria dos Conceitos Figurais, estudar a presenca e manifestacao de
fendmenos como estes em um ambiente de Geometria Dinamica.

® PALAVRAS CHAVE: Geometria Dinamica, rigidez geométrica, conceitos figurais.

RESUME

La Géométrie Dynamique propose la possibilité d’'une approximation a I'étude de la
Géométrie qui permet la manipulation dynamique des objets géométriques, permettant
ainsi I'ouverture a des possibilités qui avant n’étaient pas disponibles pour les étudiants
de niveau moyen. Toutefois, certains phénomenes cognitifs sont encore présents, tels la
rigidité géométrique et le fait de préférer certaines propriétés géométriques visuellement
évidentes par-dessus d’autres, et sont en fait influencés par la perception que des objets
géométriques on a principalement du a la caractéristique dynamique du software et a
'opération du déplacement. C’est pour cela qu’'une recherche a été réalisée dans le
niveau moyen pour approfondir a ce sujet et, en considérant la Théorie des Concepts
Figuraux, étudier la présence et la manifestation des phénoméenes comme celui-ci dans
une ambiance de Géométrie Dynamique.

® MOTS CLES: Géométrie dynamique, rigidité géométrique, concepts figuraux.

1. Introduccién

La didactica de las mateméticas es una
disciplina en constante cambio, no sélo por
la naturaleza y complejidad de sus objetos
de estudio, sino porque se integran nuevos
elementos o herramientas a los procesos
involucrados. Algunas de estas
herramientas son del tipo denominado
software para Matematica Dinamica

(SMD), donde un subtipo muy conocido
se refiere a los ambientes geométricos. La
presencia creciente del Software para
Geometria Dinamica (SGD) ha motivado
la aparicién de propuestas didacticas —o
recorridos didacticos—, pero también hace
necesaria la investigacion de sus
implicaciones positivas y negativas para
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preparar al docente en su utilizaciéon
adecuada como mediador semidético
(Vygotski, 1979) entre el conocimiento y
el alumno.

Si bien es cierto que el SGD permite el
disefio de ambientes Utiles como campo de
experimentacion de las representaciones de
los objetos geométricos, también ocurre
que al igual que cualquier otra
herramienta, resulta pertinente que el
usuario —el alumno— interiorice sus
rasgos caracteristicos (por ejemplo, el
caso del caracter dinamico de las
construcciones que se pueden realizar) y
gue el profesor esté al tanto de las
posibles dificultades que existen o que
aparecen durante su uso en el aula de un
curso de geometria.

Asi pues, en este trabajo se reportan
algunos resultados y consideraciones que
surgieron durante la realizacién de un
proyecto de investigacién en el nivel
secundaria con alumnos mexicanos de 14
y 15 afios (Larios, 2005b). Dicho proyecto
result6 mas amplio que las
consideraciones que aparecen a
continuacion, pero en este articulo nos
hemos centrado basicamente en la
problematica a la que se enfrentan los
alumnos sobre las representaciones
graficas durante el aprendizaje de la
geometria, asi como la influencia que
tiene el uso de la geometria dindmica.

Este interés deriva del hecho de que el
software y las computadoras, al ser
mediadores semidticos, influyen en las
percepciones sobre las representaciones
gréficas, asi como en los significados del
conocimiento geométrico que se aprende.
Tal hecho introduce nuevas cuestiones a
considerar en la enseflanza de la
geometria, como las que plantean
Goldenberg y Cuoco (1998), quienes
muestran la manipulacién de un

cuadrilatero ABCD en un ambiente como
este:

“¢,Como interpretan los estudiantes el
efecto de mover un punto? ¢Ven ABCD
como una cosa que es deformada de
varias maneras, 0 como muchas cosas
diferentes, y cada una ocurre para formar
cuatro puntos conectados? ¢ Construyen
la nocidn de un continuo de cuadrilateros?
¢,Cémo manejan el hecho de que, al mover
un solo punto, pueden crear también
‘cuadrilateros monstruosos’, como la
configuracién triangulo del cuadrilatero
cruzado que se autointersecta? ¢ Parece
gue fracasan en notar estos casos en su
totalidad o los ignoran como si no
existieran o fueran de alguna manera
irrelevantes? ¢ Piensan sobre éstos como
productos interesantes, pero derivados de
un conjunto separado de observaciones
sobre los cuadrilateros? ¢0O los
estudiantes experimentan esto como un
conflicto con sus nociones previas de
‘cuadrilatero’?” (p. 357)

Por tal motivo, las preguntas que dieron
origen a este trabajo se pueden plantear
de la siguiente manera:

* ;Qué fenomenos relacionados con la
visualizacién se manifiestan al
observar hechos geométricos y al
construir sus justificaciones dentro de
un ambiente de geometria dinamica?

* ¢;Cuél es la influencia del fenémeno
llamado “rigidez geométrica” en la
identificacion de las figuras y
propiedades geométricas?

® ;Cual es la influencia que tiene en la
percepcion del rasgo caracteristico del
software para geometria dindmica
llamado “arrastre”?

Para ello, ademés de conocer el software,
se hace necesario tener alguna referencia
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sobre los aspectos relacionados con
los objetos geométricos y sus
representaciones, lo cual se abordara en
la siguiente seccion.

2. Aspectos figurales y conceptuales
de los objetos geométricos

Al considerar en la investigacion el manejo
de objetos geométricos es importante
tomar en cuenta cudl puede ser su
naturaleza y como son considerados por
los alumnos, pues las representaciones de
estos objetos no poseen las mismas
caracteristicas que tienen los de otras
ramas de la matematica.

Estas consideraciones resultan necesarias
cuando se abordan conductas de los
estudiantes que a primera vista podrian ser
vinculadas con la incomprensién de
conceptos o definiciones. Sin embargo,
pueden ser explicados a partir del hecho
de que los objetos geométricos tienen,
basicamente, dos componentes, el figural
y el conceptual (Fischbein, 1993), que por
estar intimamente ligados entre si hacen
necesario distinguir entre figurasy dibujos
(Parzysz, 1988; Laborde y Capponi, 1994;
Holzl, 1995; Goldenberg y Cuoco, 1998;
Maracci, 2001). Y dado que esta distincion
“es enfatizada fuertemente por programas
como Cabri’ (Holzl, 1995, p. 118), la
trataremos a continuacion.

Como resulta evidente, la geometria esta
intimamente ligada con las
representaciones graficas que se utilizan
no sélo para ejemplificar algunas
proposiciones (axiomas, teoremas,
etcétera), sino también para representarlas,
aligual que alos objetos manejados. Incluso
algunos gedmetras, como Félix Klein,
expresaron la necesidad de utilizar dibujos
o diagramas para el estudio de la
geometria, o bien, como menciona

Mariotti, “no es posible presentar un
concepto geométrico sin ejemplos
proporcionados, lo que significa dibujar
figuras o mostrar modelos” (1995, p. 101).

Esto quiere decir que los objetos
geométricos y sus combinaciones, que
llamamos construcciones geométricas o
figuras geométricas, no s6lo son objetos
con propiedades conceptuales que rigen
de una manera l6gica su comportamiento
y sus relaciones, sino también estan
intimamente ligados con su
representacién, que puede estar en un
nivel mental (una imagen) o plasmada en
un medio fisico (hoja de papel o pantalla
de una computadora).

Fischbein, en su teoria de los conceptos
figurales, establece que las figuras
geomeétricas poseen ambos aspectos: los
conceptuales y los figurales. No tienen
Unicamente de uno u otro, sino que
conviven los tipos de propiedades: “Los
objetos de investigacién y manipulacion en
el razonamiento geométrico son entonces
entidades mentales, llamadas por nosotros
conceptos figurales, que reflejan
propiedades espaciales (forma, posiciény
tamafio). Al mismo tiempo, poseen
cualidades conceptuales, como idealidad,
abstraccion, generalidad y perfeccion.”
(1993, p. 143).

Para ampliar lo que menciona Fischbein,
comunmente las propiedades espaciales
en los alumnos incluyen también
consideraciones; por ejemplo, el tamafio
de la representacion grafica (es decir, el
de la mancha que representa a un punto),
o la posibilidad de considerar a los objetos
geométricos como objetos reales, y asi
“tomarlos” y manipularlos. Hay que decir
gue en estos casos se confunde lo que es
el objeto matematico con su
representacién. En este momento resulta
conveniente establecer la diferencia entre
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las nociones de dibujo, figura y objeto
geométrico como la plantean Laborde y
Capponi (1994), para lo cual podemos
utilizar uno de los diagramas empleado en
las teorias semiéticas:

Objeto Geométrico
(Referente tedrico)

)

Figura
(Significado)

.

Dibujo o disefio
(Significante)

El dibujo es una representacién gréafica y
material, como los trazos sobre un papel
o los pixeles en una pantalla (Holzl, 1995).
Hace referencia a un objeto geomeétrico,
que funge como su referente tedrico y esta
restringido o “controlado” por las definiciones
y limitantes légicas. Un dibujo incluye
informacion figural que ocasionalmente
puede resultar innecesaria: desde los
elementos que no tienen relacién con el
objeto geomeétrico, y si con el aspecto
general (color, grosor), hasta los que pueden
influenciar en la apreciacion del dibujo (por
ejemplo, la orientacién). Ahora bien,
debido a que no se puede acceder
directamente a los objetos geométricos,
se les representa por medio de dibujos a
los que se asignan significados,
entendidos como las relaciones que el
individuo establece entre el objeto y su
representacion.

Estos significados corresponden, por un
lado, a la nocién de concepto figural de

Fischbein, ya que en ella se entrelazan los
aspectos figurales que estan relacionados
con los dibujos atribuidos a una figura
geomeétrica en particular, junto con los
limitantes conceptuales dados por el
objeto geométrico desde su naturaleza
tedrica. Por otro lado, corresponden a las
llamadas figuras, pues cada una es vista
como “el representante de una clase de
objetos que comparten el conjunto de
propiedades geométricas con el que se
construyo la figura” (Sanchez, 2003, p. 31).
Ademas, la figura geométrica “consiste en
el emparejamiento de un referente dado a
todos sus dibujos; es entonces definida
como el conjunto de parejas formadas por
dos términos: el primer término es el
referente, el segundo uno de los dibujos que
lo representan, tomado del universo de todos
los dibujos posibles del referente” (Laborde
y Capponi, 1994, p. 168).

Por su parte, la caracteristica dinamica del
software para geometria dinamica hace
necesario que la diferencia entre dibujoy
figura se destaque, pues en este ambiente
las construcciones geométricas estan
hechas con base en las relaciones l6gicas
entre los objetos, no sdélo sobre los
aspectos figurales de las mismas.

Goldenberg y Cuoco manifiestan su
interés al respecto:

¢Por qué nos deberiamos preocupar
por las taxonomias tripartitas y otras
teorias de la mente? Por una cosa, los
ambientes de Geometria Dindamica
estan construidos con los mismos
principios: El usuario especifica a la
computadora las relaciones
subyacentes (los objetos
matematicos), y la computadora debe
preservar ese objeto mientras que
deja las caracteristicas superficiales
(el dibujo) completamente maleables”
(1998, p. 355)
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Sin embargo, ambos aspectos ejercen una
influencia en el individuo que esta
supeditada a su desarrollo cognitivo, por
lo que no necesariamente se encuentra
“balanceada” adecuadamente. En efecto,
si bien es pertinente que haya una fusion
entre los aspectos figurales vy
conceptuales para que el manejo de los
objetos geométricos sea apropiado, tal
hecho sélo parece existir en una situacion
ideal y extrema (Maracci, 2001). Como
Fischbein (1993) afirma: “lo que sucede
es que las propiedades conceptuales y
figurales permanecen bajo la influencia de
los sistemas respectivos, el conceptual y
el figural” (p. 150).

No obstante, parece que los alumnos
buscan dicha fusién de una u otra manera
(incluso no consciente) al tratar de
construir dibujos que les resulten
satisfactorios, es decir, que cumplan con
las siguientes condiciones:

* “Un dibujo deberia representar
‘correctamente’ la situacién geométrica
descrita en el problema; esto significa
que la comprension del estudiante de
una situaciéon dada y su interpretacion
del dibujo producido deberia ser
consistente.

* “Un dibujo debe ser reconocido como
suficientemente genérico (...).

* “Un dibujo deberia poseer una buena
gestalt, deberia satisfacer las leyes
fundamentales que controlan los
procesos basicos de percepcion.”
(Maracci, 2001, p. 481)

Empero, se puede notar que dicha
satisfaccidn no necesariamente esta
relacionada con las limitantes Idgicas o

conceptuales de las figuras, pues la segunda
y latercera condicion tienen que ver mas con
las limitantes figurales, como la forma
(negarse a usar triangulos rectangulos como
ejemplos genéricos de los triangulos) o la
orientacién (utilizar diagramas con
segmentos o lados de poligonos alineados
obligatoriamente con los bordes de la hoja).

Las tensiones gque se generan entre ambos
aspectos pueden transformarse en un
obstaculo durante el razonamiento
geométrico, especialmente cuando se inclina
hacia la direccion de la preeminencia de los
aspectos figurales.

Esta aproximacion dual nos permitioé realizar
un andlisis de los comportamientos de los
alumnos durante el proceso de investigacion
realizado.

3. Algunas consideraciones sobre el
software para geometria dindmica

El software utilizado para la investigacion
es el programa de origen francés
Cabri-Géometre?, que ofrece la oportunidad
de trabajar con construcciones geométricas
bajo un “espiritu” euclidiano que tiene una
correspondencia con la geometria euclidiana
(Mariotti, 2000, p. 28). Sin embargo, las
caracteristicas que diferencian una
aproximacion a la geometria utilizando este
software con respecto a la tecnologia de
papel y lapiz son:

* La posibilidad de definir rutinas o
cadenas de construcciones bajo el
nombre de macros.

* La posibilidad de construir lugares
geomeétricos.

2 cabries el acrénimo de “Cahier de brouillon interactif’, que significa literalmente “Cuaderno de bosquejo interactivo”,

mientras que “Géometre” es “Gedmetra”. Hay otros programas para geometria dindmica, como el norteamericano The

Geometer's Sketchpad, que pueden ser utilizados también.
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* Como caracteristica mas relevante: “la
transformacion continua en tiempo real
llamada comUnmente arrastre”
(Goldenberg y Cuoco, 1998, p. 351).

La operacion de arrastre permite al usuario
la modificacion directa de la forma o posicién
de los objetos geométricos construidos
mediante el uso del ratén (o algin otro
periférico de la computadora), sin que se
dejen de preservar las relaciones
geomeétricas con las que fueron construidos.

Esta operacion tiene consecuencias en la
apreciacion de la geometria, pues el software
se constituye en un mediador semiético entre
el conocimiento geométrico y el usuario, ya
gue las funciones del arrastre pueden ser
diversas y no necesariamente coinciden en
todos los individuos.

Por ejemplo, Olivero (2003, pp. 5960),desde
un punto de vista fenomenolégico, hace una
clasificacion de las funciones del arrastre:

* El arrastre como retroalimentacion de
las acciones que realiza el usuario,
permitiéndole tener el control sobre la
construccion.

* El arrastre como mediador entre la
figura y el dibujo, permitiéndole al
usuario hacer una distincién entre
ambas nociones.

* El arrastre como modo de examen o
modo de busqueda, que le permite al
usuario examinar su construccion y
buscar propiedades invariantes.

Por otro lado, un grupo de investigadores
de Turin, Italia (Arzarello, Olivero, Paola y
Robutti, 2002), han realizado un andlisis

sobre las modalidades cognitivas del
arrastre que alumnos del nivel medio
utilizan para resolver problemas
geométricos. Observaron que incluso
mantienen cierta jerarquia en la obtencion
del control sobre el proceso de arrastre y
durante el proceso de construccion de la
demostracion. Dichas modalidades son las
siguientes:

* Arrastre errante: Mover los puntos
basicos en la pantalla de manera
aleatoria, sin un plan, a fin de descubrir
configuraciones o regularidades
interesantes.

* Arrastre de borde: Mover un punto
semi-arrastrable 2 que ya esté ligado a
un objeto.

* Arrastre guiado: Arrastre de puntos
basicos de una figura, a fin de darle
una forma particular.

* Arrastre de lieu muet*: Mover un punto
basico, de tal manera que la figura
mantenga una propiedad descubierta;
esto significa que sigue una trayectoria
oculta (lieu muet), incluso sin ser
consciente de esto.

* Arrastre en linea. Dibujar nuevos
puntos en los que se mantiene la
regularidad de la figura.

* Arrastre ligado: Ligar un punto a un
objeto y moverlo en él.

* Examen de arrastre: Mover puntos
arrastrables o semi-arrastrables, a fin
de ver si la figura mantiene las
propiedades iniciales” (Olivero, 2003,
p. 66).

En cuanto a la posibilidad de validacion
se puede recurrir a la Ultima modalidad, la

3 “Un punto semi-arrastrable es un punto en un objeto que puede ser movido, pero sélo sobre el objeto al que pertenece”.

4 Lieu muet significa literalmente “lugar mudo”, término que utiliza la autora (y otros autores) porque se refiere a una
trayectoria que no “dice” explicitamente cuél es su forma, pues es desconocida.
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de examen de arrastre, ya que el arrastre
explota la capacidad del software para
mantener las relaciones geométricas entre
los elementos de una construccion y asi
es posible verificar si esta construida
correctamente (Mariotti, 2000).

La capacidad para manipular directamente
las construcciones podria permitir que el
alumno comience a diferenciar entre lo
que se denomina el dibujo, como
representaciéon grafica de un objeto
geomeétrico, y figura, como relacion entre
el objeto geométrico y sus dibujos o
representaciones graficas (lo cual se
comenté en la seccién anterior). Esto se
relaciona con la capacidad del individuo
de “ver” mas alla de la representacién
gréfica que tiene enfrente y llegar a un
grado de abstraccién mayor
(Hoyles y Jones, 1998, p. 124). Sin
embargo, no sélo es necesario que el
usuario se percate de esa diferencia para
poder explotar efectivamente el caracter
dinamico del software, sino también que
considere las dependencias establecidas
entre los diversos objetos geométricos que
intervienen en una cierta construccion,
como lo expresa Straesser: “Uno tiene que
pagar por esta facilidad y estructura al
considerar cuidadosamente los rasgos
caracteristicos que no estan presentes en
la geometria tradicional de papel y lapiz”
(2001, p. 323).

De esta manera, el Cabri-Géométre se
puede convertir en un ambiente que
propicie la exploracion de la geometria por
parte del usuario, abriéndole la posibilidad
de que generalice situaciones y busque
casos particulares para construcciones
realizadas. Sin embargo, puede provocar
también situaciones que modifiquen la
percepcién clasica de papel y lapiz, de la
geometria escolar e introducir nuevas
cuestiones que, a su vez, generen nuevos
problemas para ser considerados en la

labor docente y en la investigacion de
didactica de las matematicas.

4. Metodologia

El proceso de investigacion se realizé con
alumnos de tercero de secundaria (14 y
15 afios) en una localidad semi-urbana
cercana a la ciudad de Querétaro, México.
Este proceso dur6 dos semanas, es decir,
diez sesiones de 50 minutos cada una.

Los alumnos participaron en la realizacion
de doce actividades disefiadas en tres
conjuntos: el primero const6é de cinco
ejercicios relativos a triangulos, el segundo
abarco cinco sobre cuadrilateros, y el
Ultimo dos con hexagonos. En todos se
trabaj6 basicamente de acuerdo al
siguiente esquema:

Realizar una Realizar una
construccion construccién
observar . de la figura

y ob Cambio de . 9 .

propiedades condiciones original a partir

geométricas de las

de propiedades
paralelismo observadas

Figura 1.

Al inicio de cada una de las partes del
experimento se hicieron construcciones
geométricas, a fin de que los alumnos
observaran el paralelismo de los lados de
las figuras en las construcciones solicitadas.
Este trabajo se realiz6 bajo la direccion del
investigador, por medio de las hojas de
trabajo. Luego se dio un cambio en las
condiciones, pues se pretendia que, bajo el
supuesto de que habian hecho una
asociacién entre una construccion original y
una secundaria apoyada por el paralelismo
entre los lados, los estudiantes pudiesen
recuperar la original a partir de la secundaria,
elaborando asi construcciones inversas a
partir de las propiedades observadas.
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Con la finalidad de lograr esto, se
disefiaron actividades basadas en la
construccion de poligonos de los puntos
medios ®y la observacion de propiedades
geométricas, retomando las que Acufia
(s.f.) propone como material de estudio de
geometria para la actualizacién de
profesores del nivel medio. Sélo se
utilizaron como poligonos a triangulos,
cuadrilateros y hexagonos, utilizando sus
respectivos poligonos de los puntos
medios: en el caso de las actividades con
triangulos se emplean triangulos de los
puntos medios; en el de los cuadrilateros,
cuadrilateros de los puntos medios, y en
el de los hexagonos, hexagonos de los
puntos medios (ver la Figura 2 para
algunos ejemplos al respecto).

Durante este proceso, en términos
generales los alumnos miden las
construcciones, especialmente en la
primera etapa de la construccion de las
figuras y las de las respectivas figuras de
los puntos medios, ocupan la funcién de
arrastre para explorar la hechura de las
construcciones y luego dan argumentos
gue justifiqguen las observaciones
obtenidas al construir la figura original y la
secundaria (la de los puntos medios).

c

Ademas, formulan conjeturas que
permitirian detectar condiciones
necesarias y suficientes, las cuales
tenderian idealmente a la deduccién.

Hay diversos tipos de requerimientos que
se les hacen a los alumnos. Algunos tienen
que ver con el hecho de que construyan
objetos para que observen e identifiquen
propiedades. Estas dos acciones les
permiten a los alumnos, en cierto momento,
tomar decisiones sobre las acciones a seguir
o bien verificar, principalmente por el arrastre,
lo correcto de sus construcciones, las
propiedades que se puedan observar o las
relaciones que se establecen.

En términos generales, las actividades de
los triangulos fueron:

T1. Preguntas y actividades tendientes a
que los alumnos expresen algunas de
sus concepciones respecto a los
triangulos y asi tengan informacion
para iniciar con las construcciones en
la computadora.

Construccién de un triangulo y de su
triangulo de los puntos medios, asi
como la observacion del paralelismo
entre los lados de ambos triangulos.

T2.

Figura 2. Triangulo, cuadrilatero y hexagono con sus respectivos poligonos de sus puntos medios.

5 En términos generales, se puede decir que el poligono de los puntos medios de otro poligono dado es el que se
obtiene al considerar como vértices los puntos medios de los lados del poligono original (Figura 2).
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T3.

T4.

T5.

Construccion de un triangulo y su
triangulo de los puntos medios a partir
de las propiedades de paralelismo
entre los lados del triangulo (la
situacion reciproca a la de la actividad
anterior). Los alumnos exponen sus
observaciones y las preguntas
planteadas en las hojas de trabajo
llevan la intencién de que estén
seguros que la reciprocidad de las
situaciones es valida. De esta manera,
se hace hincapié en que la relacién
de dependencia entre la figura original
y la de los puntos medios se apoya
en el paralelismo de los lados
respectivos.

Propuesta de un procedimiento para
construir el triangulo original a partir
de su triangulo de los puntos medios.
Aplicacion del procedimiento de la
actividad anterior, asi como su
verificacion y justificacién. En esta
actividad se les proporciona a los
alumnos un archivo de Cabri que
contiene un triangulo escaleno (en el
cual ninguno de sus lados es paralelo
alos lados de la pantalla), que fungira
como triangulo de los puntos medios
de aquel que deben reconstruir, para
lo cual es necesario que tomen en
cuenta las condiciones iniciales
observadas en las actividades
anteriores. En caso de que la
construcciéon o el procedimiento
propuesto fallen, entonces viene una
exploracion que permita determinar
cual fue el error.

Las actividades de los cuadrilateros
fueron:

C1.

Construccién de un cuadrilatero, de
su cuadrilatero de los puntos medios
y observacion de las propiedades de
este dltimo. Durante tal exploracion,
se pretende que los alumnos
identifiquen el tipo de cuadrilatero que

c2.

es el de los puntos medios a partir de
sus propiedades, el cual a la sazén
resulta ser un paralelogramo.

Exploracién de las relaciones entre las
diagonales del cuadrilatero y de su
cuadrilatero de los puntos medios, a
fin de justificar el paralelismo entre los
lados del segundo, al considerar las
propiedades observadas en la
actividad 2 de triangulos (T2).

C2ay C3. Se retoman las propiedades

C4.

H1.

observadas para determinar qué
propiedades debe cumplir un
cuadrilatero dado, a fin de que su
cuadrilatero de los puntos medios sea
un rectangulo (definido como un
paralelogramo de &ngulos internos
congruentes).

Propuesta de un procedimiento para
construir un cuadrilatero a partir de su
cuadrilatero de los puntos medios. A
los alumnos se les da un archivo de
Cabri con un paralelogramo (que no
es ni rectangulo ni rombo, y ninguno
de sus lados es paralelo a las orillas
del monitor), el cual fungira como
cuadrilatero de los puntos medios para
que intenten la construccion.
Nuevamente, los estudiantes deben
considerar como condiciones iniciales
las propiedades observadas
previamente.

Finalmente, las actividades de hexagonos
fueron:

Con un hexagono regular
proporcionado en un archivo de Cabri,
los alumnos observan el paralelismo
entre dos de sus lados opuestos a
partir de que usan la diagonal paralela
a ambos lados, construyendo la
prolongacion de los lados adyacentes
a uno de los lados considerados y la
diagonal construida, relacionandolo
con lo observado en las actividades 2
y 3 con tridngulos (T2y T3).
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H2. De nuevo, iniciando con un hexagono
regular en un archivo de Cabri, se pide
la construccién de su hexagono de los
puntos mediosy la observacion de sus
propiedades para determinar si este
ultimo es un hexagono regular a partir
de lo observado en las actividades con
triangulos.

Por lo general, en cada una de estas
Ultimas actividades se les proporciona a
los alumnos una situacion, se les pide que
observen y finalmente justifiquen,
utilizando las propiedades percibidas en
las partes anteriores de actividades.

Cabe mencionar que las actividades de
los alumnos se hicieron en equipos de dos
integrantes, proporcionandoles una hoja
de trabajo con instrucciones, preguntas y
espacios para las respuestas. Los
alumnos trabajaron con la computadora o
sin ella, dependiendo de la actividad,
platicaron entre ellos y contestaron las
preguntas, entregando al final de cada
sesion sus hojas de trabajo al investigador.

Asi, la informacion obtenida se recabd a
partir de las hojas de trabajo de los
alumnos (protocolos), de grabaciones de
algunas conversaciones que se tuvieron
con ellos y de los archivos de Cabri que
generaron. Es pertinente mencionar que
esta posibilidad del programa deja revisar
la construccién guardada previamente en
alguna sesioén y asi puede considerarse
como una ventana del pensamiento del
alumno (en un sentido como el que
plantean Noss y Hoyles, 1996), pues
permite rastrear y analizar el proceso de
la construcciéon que se realizé, como
reflejo de los razonamientos y procesos

puestos en marcha para la resolucion de
las situaciones planteadas. ©

5. Resultados y discusion

Los equipos se pudieron identificar de
acuerdo con su nombre de pila. Al final de
los trabajos se recabaron 22 conjuntos de
protocolos e igual cantidad de archivos,
hechos en Cabri. A esto, como ya se
comentd, se le afiadi6 como fuente de
informacién las grabaciones de algunas
conversaciones entabladas con los alumnos
cuando sus respuestas en los protocolos o
las construcciones en la pantalla llamaban
la atencion.

En esta parte del trabajo se mostraran
algunas respuestas y ejemplos de los
archivos que proporcionaron los alumnos,
afin de iniciar un andlisis sobre sus acciones.

5.1. Sobre la preferencia en la
apreciacion de propiedades
geométricas

Durante las actividades se les pidi6 a los
alumnos que observaran algunas
propiedades relacionadas con el
paralelismo surgido a consecuencia del uso
de los puntos medios en los tridngulos, los
cuadrilateros y los hexagonos, debido a que
esta propiedad resultaba relevante. Sin
embargo, los alumnos no la consideraron,
pues notaron propiedades que
aparentemente podrian estar mas cercanas
a su experiencia directa, a su percepcion
visual y sus trabajos previos.

Asi pues, cuando en la tercera actividad
con triangulos (T3) se les pregunta (ver la

6 Desafortunadamente, hasta la version utilizada (CabriGéometre I, versién 1.0 para MSWindows de 1998) los objetos

que son borrados antes de guardar la construccion en el archivo, y que quizéa representarian posibles intentos fallidos o

descartados, no quedan registrados y no pueden ser recuperados.
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Figura 2 a laizquierda para el nombre de
los vértices):

a) ¢ Como son los lados BCy EF entre
si?

Nueve equipos dan como referencia a que
son iguales los segmentos, seis aluden a
la diferencia de los tamafios y dos a la
forma, entre otros tipos de referencia. En
total, el 80% de las referencias que
hicieron los alumnos tuvieron que ver con
la forma o el tamafio de los lados; s6lo el
20% atendio al hecho de que ambos lados
eran paralelos.

En la siguiente pregunta, donde se les pide
a los alumnos que expliquen porqué
ocurre lo que describieron, solamente un
equipo (el de Bibiana y Mariana) justifica
mencionando al paralelismo, pero en su
respuesta anterior no hizo referencia a
dicha propiedad:

a) ¢ Como son los lados BC y EF entre
si? Son dos lineas iguales 7.
b) ¢, Por qué? Porque son paralelas

Es interesante observar que sélo cinco
equipos contestaron que los lados de los
triangulos son paralelos en el inciso a), lo
cual justifican con argumentos empiricos
y visuales, que tienen que ver con el hecho
de que no se juntan, o haciendo referencia
a que se consideraron los puntos medios.

Al solicitarles en la actividad T4 que
elaboren un procedimiento para obtener
el triangulo ABC a partir del que fungira
como su triangulo de los puntos medios,
los alumnos debieron echar mano de las

propiedades que observaron, discriminando
aquello que no les sirve de lo que les puede
ayudar, como el paralelismo. No obstante,
seis equipos hicieron referencia en sus
procedimientos al tamafo de los lados; seis
al acomodo de los vértices previendo la
utilizacién del software; cuatro mencionaron
la necesidad de buscar los puntos medios y
tres aludieron a la forma, como fue el caso
del equipo de Catalina y Patricia: Pusimos
los puntos (d e f) y como el chico siempre es
para abajo unimos las vértices, luego
pusimos los puntos para hacer el triangulo
grande y nos salieron al todo tres triangulos
grandes y uno chico. En otras palabras, el
77% de las referencias que se hicieron en
estos procedimientos indican el movimiento
0 a propiedades que se aprehenden
visualmente, mientras que s6lo cinco se
fijaron en el uso de la propiedad del
paralelismo.

Por otro lado, con la finalidad de que los
alumnos previeran las propiedades de los
lados de los triangulos, lo cual les serviria
para organizar la informacién vista
previamente en la misma actividad, se les
pregunto:

d) ¢Coémo van a ser los lados del
triangulo grande con relacion a los del
triangulo chico? ¢ Por qué?

Resulto que 17 equipos aluden a la diferencia
en los tamafios de los lados y ninguno al
paralelismo (los cinco equipos restantes
dieron referencias relativas a la igualdad de
los lados, la posicion y los vértices).

Como pregunta relacionada, luego de la
construccion se les planteé lo siguiente en

7 Las preguntas de los protocolos que se reproducen estan en recuadros y las respuestas de los alumnos se han
trascrito utilizando un tipo de letra diferente al del resto del texto, a fin de facilitar la identificacion de lo que escribieron. Es
importante mencionar que sélo los errores ortograficos de los alumnos fueron corregidos (para darle claridad al texto),

pero los errores de redaccion no.
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la actividad 5 de triangulos:

a) ¢Como quedan los lados del
triangulo ABC con respecto a los del
triangulo DEF?

Nuevamente, la mayoria mencioné el
tamafio de los lados (13 equipos) y solo tres
indicaron el paralelismo entre los lados. El
resto de los equipos dijo cosas como el
cambio en la posicidn, que “van en sentidos
contrarios” —refiriéndose a que los triangulos
sefialan en dos direcciones distintas— o que
eran “simétricos”. Dichas respuestas
también estan relacionadas directamente
como referencias visuales.

Se puede mencionar que en general 16
equipos mantuvieron cierta congruencia en
las respuestas de estas dos preguntas y s6lo
cinco manifestaron algiin cambio (el cual,
hay que decirlo, no siempre fue para
considerar propiedades geométricas).

Por ejemplo, el equipo conformado por
Sandra y Cynthia contesto:

Actividad T4. Pregunta 3.

d) ¢Cémo van a ser los lados del
triangulo grande con relacion a los del
triangulo chico? ¢Por qué? Inclinados
porque al hacer los triangulos quedan
tridngulos inclinados

Actividad T5. Pregunta 3. a) ¢Cémo
guedan los lados del triAingulo ABC con
respecto a los del triangulo DEF?
Quedan los lados del triangulo paralelos

El equipo integrado por Sonia y Stephany
afirmo:

Actividad T4. Pregunta 3.

d) ¢Cémo van a ser los lados del
triangulo grande con relacion a los del
triangulo chico? ¢ Por qué? Que los del
triangulo grande van hacer lo doble del
triangulo chico

Actividad T5. Pregunta 3. a) ¢Cémo
quedan los lados del triAngulo ABC con
respecto a los del triangulo DEF? Los
lados del tridngulo son paralelos

Otra oportunidad para observar este aspecto
se encuentra en las primeras actividades con
cuadrilateros, particularmente en la actividad
C1, donde se les pide a los alumnos que al
final escriban en un parrafo y a manera de
sintesis lo que observaron:

9. Hasta ahora han construido un
cuadrilatero y su cuadrilatero de los
puntos medios, y han observado
algunas propiedades del cuadrilatero
de los puntos medios (algunas de las
cuales han escrito antes, en esta hoja).
En los siguientes renglones anoten
como resumen los hechos que
observaron (completen a partir de las
primeras palabras escritas):

Si tenemos un cuadrilatero y se
construyen los puntos medios de
sus lados y luego se unen entre si
ocurre que...

Resulté que doce de los veintidos equipos
hicieron una referencia explicita a la forma,
las medidas, la posicién o, incluso, a las
areas del cuadrilatero original o del que se
forma. Por el contrario, s6lo dos equipos
expresaron como propiedad relevante del
cuadrilatero de los puntos medios el
paralelismo de sus lados opuestos. El resto
de los equipos (ocho) observaron que se
formé una figura geométrica que no tiene
alguna propiedad en particular (el equipo
formado por Diego y Lorena escribio: Se
puede formar unos triangulos o
rectangulos.

En la actividad 2a de cuadrilateros, donde
se espera que los alumnos utilicen su
imaginacion y capacidad para manipular

373



374 Relime ——————o

mentalmente figuras, asi como las
propiedades de los rectangulos para que
piensen lo que necesita un cuadrilatero a
fin de “convertirlo” en un rectangulo, se
pueden considerar dos preguntas (la 3y
la 4): una relativa a los lados del
cuadrilatero, la otra a sus angulos.

Aqui, ocho equipos consideraron el
movimiento de los vértices (como si se
estuviese utilizando Cabri), diez hicieron
referencia a la modificacion del tamafio de
los lados, uno a utilizar puntos medios, otro
menciond unir los vértices y s6lo un equipo
dijo que se necesita que los lados
opuestos sean de la misma medida (no
mencionaron el paralelismo). En resumen,
ocurrié que el 95% de los equipos
recurrieron a procesos basados en el
movimiento de los vértices o en el dibujo
gue tenian enfrente.

En la siguiente pregunta, relativa a los
angulos, cinco equipos afirmaron que hay
qgue mover los vértices (al igual que en el
caso anterior), dos que los angulos deben
seriguales a los que ya estan en el dibujo,
cinco hablaron sobre la necesidad de
modificar el tamafio, cuatro dijeron que
tienen que hacer los angulos de la misma
medida y tres equipos hicieron una
referencia similar, sélo que dan la medida
a obtener: 90°. En otras palabras, poco
mas de la mitad de los equipos atendi6 a
procesos que involucran el movimiento o
el acomodo del dibujo, o bien hacen
referencia a los aspectos figurales de los
cuadrilateros.

De todo esto se puede decir brevemente
que, para la mayoria de los alumnos, el
paralelismo no es una propiedad tan
evidente y relevante como la longitud de
los lados (segmentos) y la forma de los
cuadrilateros. Tal parece que para los
alumnos hay propiedades que tienen mas
preferencia que otras, se fijan en los

aspectos figurales que en los
conceptuales, incluso en este caso donde
se insistié reiteradamente en el paralelismo
como propiedad que fungié como eje rector
de las actividades.

5.2. La rigidez geométrica y la
orientacion de las construcciones

Otro de los aspectos donde hubo interés
por observar fue la denominada rigidez
geométrica como fenémeno relacionado
con la visualizacion de las figuras
geométricas, el cual esta influenciado
fuertemente por la orientaciéon de las
representaciones graficas, pues es muy
comun que el individuo no pueda manejar
mentalmente una figura geométrica
cuando no tiene una cierta orientacion, o
bien imaginarse el resultado de alguna
traslacion o deformacion.

A continuacién, se presentan
observaciones sobre las respuestas y
archivos hechos por equipos.

El equipo de Bibiana y Mariana

En la primera actividad de los cuadrilateros,
este equipo hizo una referencia directa
sobre la forma de los objetos geométricos.
Al preguntarle sobre la posibilidad de que
tenga una propiedad el cuadrilatero de los
puntos medios (el resaltado es afiadido),
sus integrantes afirmaron:

g) ¢Tiene alguna propiedad en
especial? Si. Que aunque el
cuadrilatero grande esté chueco el
chico sigue teniendo dos lados iguales.

En la misma actividad, al solicitarles que
expresaran sus observaciones en la forma
de una afirmacion, ignoraron las
observaciones sobre paralelismo o incluso
sobre las mediciones realizadas, haciendo
solo referencia a la forma:
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9. (Afirmacién) Si tenemos un
cuadrilatero y se construyen los
puntos medios de sus lados y luego

se unen entre si ocurre que... los
unimos y se forma cuadrilatero menor,
donde cada vértice es punto medio del
cuadrilatero mayor.

Ademéds, en las ocasiones cuando
necesitaron hacer uso del paralelismo, sus
justificaciones aludieron a la forma de los
segmentos, como ocurrié en la primera
actividad con hexagonos:

4. Consideren el cuadrilatero ABCFy
prolonguen los lados FA y BC para
formar un tridngulo. Al tercer vértice
IlAmenle M. ¢(CoOmo es este
triangulo? Tiene dos lados iguales y
uno desigual. b) ¢Por qué? Son dos
lineas iguales que son iguales estan
inclinadas pero no se juntan.

Y también en la segunda:

a) ¢Las diagonales trazadas son
paralelas entre si? Si.

b) ¢ Por qué si o por qué no? Son dos
lineas rectas que no se juntan.

¢) ¢ Los lados opuestos del hexagono
de los puntos medios (del chico) son
paralelos entre si (por ejemplo, A'B
conrespectoa D'E, B'C' con respecto
a EFy CD conrespecto a FA")? Si.
d) ¢Por qué si o por qué no? Son
rectas, estan inclinadas y no se juntan.

Adicionalmente, en las construcciones de
los archivos generados se evidencia la
preferencia por utilizar construcciones en
posicion y forma estandar. Resulta
ilustrativa la actividad T3, donde incluso
previeron la posicion final del triangulo ABC
y asi construyeron “adecuadamente” su
triangulo DEF (como se puede ver mas
adelante):

b) El triangulo chico (con el que van a
empezar), ¢necesita tener alguna
propiedad especial? Si. Porque tiene
gue tener los lados del mismo tamafo.
c) ¢Puedes usar cualquier triangulo
como triangulo de los puntos medios?
Si.

De manera similar, en la tercera actividad
con cuadrilateros, al buscar las
propiedades del cuadrilatero ABCD para
que su cuadrilatero de los puntos medios
sea un rectangulo, recurrieron a un
cuadrado:

a)¢,Es necesario que el cuadrilatero
ABCD tenga alguna propiedad
especial? ¢Si o no? ¢Cual? Si.

b) Si tiene una propiedad especial,
¢por qué sera? Que sea cuadrado.

D L]

El equipo de Roberto y Ricardo

Para estos dos alumnos, el uso de figuras
de forma y posicién estandar estuvieron
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presentes de una manera mas bien
ocasional, mas ello no impidié la
generacion de conflictos en sus
respuestas. Por ejemplo, al momento de
reconstruir® el triangulo ABC a partir del
triangulo DEF, en la cuarta actividad de
triangulos aparecié una contradiccion entre
las respuestas del inciso b)y de la pregunta
4 contra la del inciso ¢):

a) ¢ Cudl seria el primer paso para la
construccién? Colocar 3 puntos.

b) El triangulo chico (con el que van a
empezar), ¢necesita tener alguna
propiedad especial? Lo mas parecido
a un equilatero.

c) ¢Puedes usar cualquier triangulo
como triangulo de los puntos medios?
Si.

4. Escriban el procedimiento en el que
pensaron para construir el tridngulo
grande: 1. Colocar 3 puntos con forma
lo més aproximada a un equilatero. 2.
Ponerles nombre. 3. Sacar lineas
paralelas alos lados del tridngulo chico
4. Colocar vértices donde se
intersectan las lineas 5. Poner
nombres a los nuevos vértices.

Esta contradiccion surge por el posible
conflicto entre los aspectos figurales y
conceptuales, ya que si bien parece que
buscan un dibujo que los convenza
(Maracci, 2001), no evitan incluir la
referencia a un poligono regular. En su
archivo, los alumnos modificaron la forma
del triangulo proporcionado para darle una
forma mas cercana al que parece ser su
ejemplo genérico de triangulo, el equilatero:

Este punto

‘ 4 %

Otro ejemplo aparecié en el archivo
generado durante la tercera actividad de
cuadrilateros (C4), en la cual, para
descubrir las propiedades que necesita
ABCD para que EFGH sea un rectangulo,
recurrieron al uso de un paralelogramo
orientado horizontalmente y al de dos
rectas aparentemente verticales (en
realidad, las rectas ED y BG estan
posicionadas de esa manera “a mano
alzada”, sin ninguna propiedad geométrica
en particular):

El equipo de Celene y Marissa

Estas dos alumnas mostraron una tendencia
en el uso de figuras en posicion y forma
estandar, aunque a veces la imagen creada
en la computadora no coincide
completamente. Por ejemplo, en la segunda
actividad con triangulos respondieron:

8 Con el término “re-construir” quiero hacer énfasis en el hecho de que no sélo tienen que construir el triangulo ABC,
sino que tienen que recuperar las propiedades observadas e idear una construccién que las tome en cuenta para

recuperarlo.
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0) ¢Hay alguna relaciéon entre los
perimetros de los dos triangulos? Si,
que todos los lados miden lo mismo,
el chico mide 16.65 cm y el grande
33.31 cm.

Aunque para la construcciéon que
realizaron no utilizaron triangulos
equilateros, si recurrieron al tipico tridngulo
con un lado horizontal, “apuntando” hacia
arriba y casi isosceles:

3.31 cm

16.65 cm

Por otra parte, en la dltima actividad de
triangulos (T5) modificaron la forma del
triangulo proporcionado con tal de tener y
obtener triangulos con una orientacion y
una forma aparentemente mas cémoda
(un lado horizontal y, de nuevo, casi
isésceles):

21,96 cm*

El equipo de Beatriz y Maribel

Las respuestas de este equipo mostraron
una preferencia por el uso de referencias
a la forma que perciben en la pantalla de
la computadora, lo cual se muestra en sus
respuestas; por ejemplo, en las de la
primera actividad con cuadrilateros:

b) Después de que movieron alguno
de los vértices, ¢ocurre que el punto
medio del lado (por ejemplo) AB que
se llama E sigue siendo el mismo
punto? ¢ Por qué si o por qué no? Si,
lo Unico que cambia es el tamafio de
los lados. no el punto medio.

¢) ¢ Es el punto medio?, ¢ Por qué sio
por qué no? Si, porque lo Unico que
cambia es el tamafio.

Esto hizo que Beatriz y Maribel incurrieran
en unatension entre los aspectos figurales
y los conceptuales, pues mientras en unas
preguntas contestaban utilizando la
informacién visual (y empirica), en otras
adyacentes empleaban las propiedades
geométricas (las siguientes respuestas son
de la misma actividad):

8. h) Suponiendo que el cuadrilatero de
los puntos medios tiene una forma
especial, ¢que caracteristica o
propiedad tiene? Que dos lados miden
8.18 cm y los otros 7.58 cm. y son
paralelos.

i) Si suponemos que tiene alguna
caracteristica especial ese cuadrilatero,
¢Cudl seria un nombre adecuado para
él? Es decir, ¢es un cuadrilatero con
nombre especial? ¢Cudl es?
Paralelogramo

J) ¢, Cémo son entre si los lados opuestos
del cuadrilatero de los puntos medios?
2 més grandes y 2 mas chicos.

E incluso recurrieron a propiedades
irrelevantes que contradicen a otras, con
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tal de utilizar figuras familiares para ellas,
como es el caso de la cuarta actividad con
los tridngulos:

b) El triangulo chico (con el que van a
empezar), ¢necesita tener alguna
propiedad especial? Si, de tener sus
lados iguales, para que el grande tenga
sus puntos medios.

c) ¢Puedes usar cualquier triangulo
como triangulo de los puntos medios?
Si, todo tridangulo tiene puntos medios.

El equipo de Luis y Fernando

En la primera actividad con cuadrilateros,
al momento de resumir las observaciones
realizadas durante la actividad, estos dos
alumnos se preocuparon mas por los
aspectos figurales de la construccion mas
gue por la informacion geométricamente
relevante:

9. (Afirmacion) Si tenemos un
cuadrilatero y se construyen los
puntos medios de sus lados y luego
se unen entre si ocurre
que... Quedaran unidos de cualquier
forma siempre que se muevan.

Ademés, presentaron una tendencia
recurrente en sus archivos al uso de figuras
en posicion y forma estandar con
orientaciones horizontal-vertical. Por
ejemplo, en la cuarta actividad con
triangulos respondieron lo siguiente (a
pesar de que en ese momento no
generaron ningun archivo):

b) El triangulo chico (con el que van a
empezar), ¢necesita tener alguna
propiedad especial? Ser equilatero o
cualquiera.

Pero en la primera actividad con
cuadrilateros dejaron su archivo, como se
muestra a continuacién (notese la

orientacién del cuadrilatero abcd y el
parecido a un rombo del cuadrilatero efghy):

T

Ademaéas, en la tercera actividad con
cuadrilateros recurrieron a un cuadrilatero
ABCD con una forma casi de cuadrado y
asi lo describieron:

5. Si ahora tuvieran que investigar
ademas lo que necesita el cuadrilatero
ABCD para que su cuadrildtero de los
puntos medios fuera un cuadrado,
¢écomo le harian? ¢Qué propiedades
necesitaria ese cuadrilatero? Hacer de
un cuadrado la base para que el
cuadrilatero basado haga lo mismo.

Por otro lado, en la actividad 1 de
hexagonos evidenciaron una dificultad en
la reconfiguracion (Sanchez, 2003), pues
consideran que un punto que es vértice en
un hexagono no puede tomar el papel de
punto medio en un triangulo:

5. ¢ Ay Bson los puntos medios de los
lados FM y CM del triangulo que se
acaba de formar? ¢Por qué? No, sélo
son los vértices.

También se puede mencionar que en la
actividad T5 hicieron una construccion en
la cual los vértices del triangulo DEF dado
ni siquiera estan sobre los lados del
triangulo ABC a reconstruir. En la siguiente
figura aparece la construccion de los
alumnos y se puede observar, tras un
analisis minucioso (lo cual se facilita si se
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tiene a la mano el archivo de Cabri
generado por ellos), que los puntos
sefialados con circulos rojos no estan
sobre los lados del triangulo grande:

Al respecto hay dos observaciones
pertinentes. Primera, a pesar de la forma
del triangulo chico, el grande tiene una
clara forma estandar de tener un lado casi
horizontal y una forma parecida a un
triangulo isésceles. Segunda, se nota que
los alumnos cambiaron las etiquetas de
los puntos del triangulo chico, pues
deberian ser D, Ey F, pero ahorason a, b
y ¢, mientras que los vértices del triangulo
grande no tienen etiquetas.

6. Conclusiones

Como se ha mencionado antes, al hablar
de los fenémenos cognitivos relacionados
con aspectos figurales presentes en las
respuestas de los alumnos, me referiré en
un primer momento a la rigidez
geométrica, que esta ligada al uso de
figuras en posicion “estandar” o prototipo®
y con otros fenémenos, como es el uso
de justificaciones empiricas y el del
arrastre (en el software) como herramienta
externa.

La rigidez geométrica es un fendmeno
relacionado con la visualizacién de las
figuras geométricas. Ocurre cuando hay
unaincapacidad del individuo para manejar
mentalmente una figura geométrica al no
estar en ciertas posiciones “estandares”,
0 no pueden imaginarla cuando se mueve
(bajo una traslacién) o cambia su forma;
es decir, cuando sus lados cambian de
posicion o sus angulos se modifican
(Larios, 2003). Como se mencioné en la
seccion anterior, tal fenémeno aparece con
los alumnos estudiados en varias
ocasiones y, de hecho, en méas casos de
los reportados en este articulo.

Este fendmeno puede ser relacionado con
los conflictos que aparecen entre los
aspectos figurales y conceptuales de los
objetos geométricos, asi como con la
necesidad que establece Maracci (2001)
de que los alumnos buscan dibujos
satisfactorios, como ocurrié en los casos
de los equipos formados por Bibiana y
Mariana, y por Roberto y Ricardo. En
efecto, algunos estudiantes necesitan
utilizar dibujos hechos en posiciones
estandar para poder detectar a las figuras
y sus relaciones espaciales y asi poder
trabajarlas; al mismo tiempo, se evidencia
la incapacidad de interpretar el
“movimiento” de una figura o de un
diagrama realizado en la pantalla de la
computadora, es decir, de percibir la
caracteristica dinamica del software. Por
ejemplo, Celene y Marissa cambiaron la
forma del tridngulo que les fue dado en la
Gltima actividad con triangulos para que el
tridingulo ABC que hicieron tuviera una
forma y una orientacién mas cémoda con
un lado horizontal y siendo casi isésceles,
recuperando asi una figura geométrica
conocida, rigida y considerada como
correcta.

9 Especialmente las orientadas de manera horizontal-vertical respecto a la hoja de papel.
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La orientacidon es considerada por los
alumnos como un atributo importante de
la figura, a pesar de que no aparece en
las definiciones de los objetos geométricos
que entran en juego durante las
construcciones.

Por otro lado, durante el uso de la
operacion de arrastre, al modificar las
construcciones o las figuras también
apareci6é en ocasiones la incapacidad de
algunos alumnos por visualizar todos los
momentos intermedios de esta
transformacion y considerarlos como
casos particulares de la figura o la
construccion. Se observé que los alumnos
percibieron algo que he llamado arrastre
inicio-fin (Larios, 2003) y que Olivero
(2003, p. 141) denomina photo-dragging,
ya que solo se lograban considerar dos
casos: la construccion hecha antes de la
operacion de modificacién por arrastre y
aquella obtenida al terminar de mover el
ratén. Los casos intermedios parecen no
ser considerados como otros casos
posibles de la construccion, sino como
diagramas intermedios que no tienen el
mismo status geométrico que las
construcciones inicial y final, posiblemente
porque son provisionales. Hemos
considerado este fenbmeno como otra
forma de rigidez geométrica (Larios,
2005b), pues la que hasta ahora se habia
reportado en la literatura habla de la
incapacidad para imaginar las figuras en
movimiento, mientras que en este caso, a
partir de la figura en movimiento, no se
puede imaginarla en cada punto intermedio
como una figura determinada.

En general, se percibe una preponderancia
de las observaciones basadas en los
aspectos figurales de los alumnos que
dificultan la identificacion de las figuras y,
por tanto, el trabajo de observacién de
propiedades geométricas. En efecto, el uso
de figuras con formas o posiciones

“estandares” limita las opciones para la
exploraciéon de posibilidades y de la
amplitud de las propiedades que se
pueden observar. Con ello se pierde la
posibilidad de explorar sobre otras posibles
configuraciones de las construcciones que
cumplan con los requisitos planteados,
restringiendo asi las posibilidades de
observar libremente cuéles pueden ser las
propiedades o condiciones necesarias
para hacer actividades relacionadas con
la construccion.

Estos fen6menos muestran que, desde
nuestro punto de vista, los conceptos
figurales correspondientes no han sido
aprehendidos por los estudiantes, ya que
el aspecto figural no es usado como
recurso heuristico, sino como recurso
referencial, mientras que el aspecto
conceptual en los estudiantes se ve
restringido en su aplicacion, debido a que
no ven la necesidad de apoyarse en las
propiedades geométricas al desarrollar sus
tareas de construccion y explicacion. Asi,
no hay todavia una fusién entre los
aspectos conceptuales y figurales, a pesar
de los diversos intentos de los alumnos por
construir dibujos satisfactorios a la vista (en
el sentido de Maracci, 2001).

Por otro lado, aunque muy ligado, esta el
fenédmeno al que se hace referencia al
inicio de la seccion anterior, el cual tiene
qgque ver con el hecho de que los
estudiantes les atribuyen una mayor
preponderancia a algunas propiedades
que a otras, e incluso algunas las
consideran y otras no. También en otros
trabajos (Larios, 2005a, 2005b) se ha
hecho mencion no sélo de que los alumnos
presentan un mejor manejo de las
propiedades geométricas si las figuras
estan visualmente orientadas en posicion
estandar o en actividades derivadas de la
medicidn y el calculo, sino que se utilizan
como criterios de validacion del paralelismo
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el tamafio y la orientacién de los
segmentos, pero no la propiedad en si. En
otras palabras, hay propiedades
visualmente mas evidentes para los
alumnos que “merecen” ser consideradas,
mientras que otras no. Algunas
propiedades o situaciones observadas

sobre el tamafio de los objetos
geomeétricos, su forma, el hecho de que dos
0 mas rectas o circunferencias concurran
parecen tener mayor posibilidad de ser
tomadas en cuenta y aprehendidas que
otras menos evidentes visualmente como,
en este caso, el paralelismo.
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