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RESUMEN

Eltemperamento igual es laafinacion estandar de instrumentos PALABRAS CLAVE:
en Occidente y ha delineado nuestra actual manera de concebir
lamdasica. El prop6sito de esta investigacion es explorar como
los conocimientos puestos en uso y significados asociados al
surgimiento histérico del temperamento igual en instrumentos
antecesores a la guitarra pueden contribuir a un enfoque
interdisciplinario para el aprendizaje de la matematicay la
musica. Para esto se realizd un anélisis interpretativo del
contenido del libro Armonia universal de Mersenne de 1637,
y se estudid el proceso de génesis y desarrollo en el siglo XVI
de los saberes presentes en este libro. Los resultados revelan
que es posible repensar la ensefianza de algunos contenidos
geométricos a nivel escolar, como el teorema de Euclides y
la progresion geométrica, a partir del problema de la division
proporcional del mastil de la guitarra. Se revela, ademas,
que la nocidn de autosimilitud permitiria generar propuestas
didacticas interdisciplinarias, que propicien una vinculacion
transversal entre la Matematica y la MUsica.
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ABSTRACT

Equal temperament is the standard tuning for instruments inthe KEY WORDS:
West and has shaped our current way of thinking about music.
The purpose of this research is to explore how the knowledge
put to use and the meanings associated with the historical
emergence of equal temperament, in instruments that preceded
the guitar, can contribute to an interdisciplinary approach to
learning mathematics and music. For this, an interpretative
analysis of the content of the book Mersenne’s Universal
Harmony of 1637 was carried out, and the process of genesis
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and development in the 16th century of the knowledge present

in this book was studied. The results reveal that it is possible o
to rethink the teaching of some geometric contents at school ©
level, such as Euclid’s theorem and geometric progression, e © ©

® @ Espinoza Ramirez L. y Vergara Gomez A. (2023). Ensefianza interdisciplinaria Musica-Matemética: la guitarra y su rol
@ protagénico en el desarrollo histérico de la musica occidental. Revista Latinoamericana de Investigacion en Matematica
BY NC Educativa 26(1), 13- 46. https://doi.org/10.12802/relime.23.2611. Recepcion: Enero 29, 2021/ Aceptacion: Agosto 12, 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

14 L. ESPINOZA RAMIREZ, A. VERGARA GOMEZ

based on the problem of the proportional division of the guitar
neck. We also conclude that the notion of self-similarity would
allow the generation of interdisciplinary didactic proposals
that foster a transversal link between Mathematics and Music.

RESUMO

O temperamento igual é a afinagdo padrao para instrumentos
no Ocidente e moldou nossa maneira atual de pensar
sobre musica. O objetivo desta pesquisa € explorar como o
conhecimento posto em pratica e os significados associados
ao surgimento histérico do temperamento igualitario, em
instrumentos que antecederam o violdo, podem contribuir
para uma abordagem interdisciplinar da aprendizagem da
matematica e da musica. Para isso, realizou-se uma analise
interpretativa do conteddo do livro A Harmonia Universal
de Mersenne de 1637, e estudou-se o processo de génese e
desenvolvimento no século XV I do conhecimento presente
neste livro. Os resultados revelam que é possivel repensar
o0 ensino de alguns contetidos geométricos no nivel escolar,
como o teorema de Euclides e a progressdo geométrica,
a partir do problema da divisao proporcional do braco do
violdo. Concluimos também que a nogdo de auto-semelhanca
permitiria a geracao de propostas didaticas interdisciplinares
que fomentassem um vinculo transversal entre a Matematica
e a Musica.

RESUME

Le tempérament égal est I’'accordage standard des instruments
en Occident et a faconné notre fagon actuelle de penser la
musique. Le but de cette recherche est d’explorer comment
les connaissances mises en ceuvre et les significations associées
a I’émergence historique du tempérament égal, dans les
instruments qui ont précédé la guitare, peuvent contribuer
a une approche interdisciplinaire de I’apprentissage des
mathématiques et de la musique. Pour cela, une analyse
interprétative du contenu du livre L’Harmonie universelle de
Mersenne de 1637 a été réalisée, et le processus de genese et
de développement au XV le siécle des connaissances preésentes
dans ce livre a été étudié. Les résultats révelent qu’il est
possible de repenser I’enseignement de certains contenus
géométriques au niveau scolaire, comme le théoreme d’Euclide
et la progression géométrique, a partir du probleme de la
division proportionnelle du manche de la guitare. Nous
concluons également que la notion d’auto-similarité permettrait
de générer des propositions didactiques interdisciplinaires
favorisant un lien transversal entre les mathématiques et
la musique.
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1. INTRODUCCION

La educacion integrada o interdisciplinar es un enfoque que responde a las
demandas del siglo XXI1. Si bien existen distintas perspectivas, es posible
identificar propdsitos comunes: conectar conocimientos y habilidades de distintos
dominios, promover el aprendizaje auténtico, fomentar métodos centrados en el
estudiante para la resolucion de problemas, y considerar las motivaciones y
contextos de la comunidad educativa (Chi, 2021). Un enfoque interdisciplinario
implica un intercambio y confrontacion entre dos o mas disciplinas, es decir,
busca la interaccion y el enriquecimiento mutuo (Ander-Egg, 1999). De ahi
la dificultad que involucra generar situaciones de aprendizaje que realmente
fomenten relaciones interdisciplinarias. La Educacion Matemaética ain presenta
varios desafios en este sentido, y uno de ellos esta asociado a la incorporacién
de encuadres historicos-culturales que permitan rastrear las particularidades de
la Matematica en su vinculacion con otras disciplinas (Doig y William, 2019).
Esta investigacién se propone precisamente indagar en las bases histdricas y
epistemoldgicas de los vinculos entre la Matematica y la Mdsica, considerando
un problema que involucro construccion de conocimiento para ambas disciplinas.

En la actualidad se busca que los aprendices vinculen la Matematica que
aprenden en la escuela con la experiencia social que tienen como individuos Asi,
las iniciativas de educacidn interdisciplinaria e integrada deberian propiciar
la resolucion de problemas reales que aborden los intereses y el disfrute del
estudiantado (Homes et al., 2013). Las vivencias y experiencias de los estudiantes
se hacen palpables a través de los objetos culturales con los cuales interactuan,
entre los que destacan los instrumentos musicales. Y la guitarra, aclstica o
eléctrica, no solo ha sido uno de los instrumentos mas populares del altimo siglo,
sino también ha jugado un rol histdrico protagénico en la constitucion de lo que,
en el actual occidente, entendemos por musica. En efecto, la afinacién usada en
la musica actual —el temperamento igual— surgio gracias a la invencion y
popularizacién de instrumentos de cuerdas con trastes, predecesores a la guitarra.

El estudio de la relacion Musica-Matematica es basto. Existen investigaciones
que ahondan el estudio musical desde su relacién con las frecuencias mediante
el uso de series y el anéalisis fisico-matematico de la vibracion de la cuerda
mediante funciones trigonométricas (Benson, 2006; Wright, 2009). También,
existen estudios que indagan en el uso de la Matematica para la realizacion de
composiciones musicales (Pareyon, 2011; Xenakis, 1992). En esta misma linea,
en Latinoamérica se han logrado grandes avances de investigacion sobre las
conexiones entre Matematica y produccion musical, considerando especialmente
propuestas y métodos cientificos (Pareyon et al., 2022). Respecto al uso de la
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relacion Musica-Matematica en la Educacién Matematica, se ha estudiado, por
ejemplo, cémo la relacién Musica-Matematica puede potenciar la memorizacion
de informacién, de patrones numéricos o de figuras geométricas (Trinick et
al., 2016), cémo el uso de aspectos ritmicos o de intervalos musicales puede
contribuir en la ensefianza de las fracciones o de los nimeros irracionales (Nisbet,
1991; Walsh, 2010; Conde et al., 2011) y también la integracion entre discursos
matematicos y musicales en procesos de creacion musical (Venegas-Thayer,
2019). A pesar de la diversidad, la mayoria de las investigaciones se centran en
contenidos matematicos como operaciones numéricas y fracciones, sin enfatizar
en estrategias didacticas que promuevan el aprendizaje integrado de la Msica y
la Matematicas (Oliveira, 2023). Ademas, de acuerdo con la indagacion realizada,
son escasas las investigaciones ligadas al uso del temperamento igual que busquen
integrar Musica y Matematica con fines educativos (e.g. Chao-Fernandez et
al., 2019).

El temperamento igual se cred y formulé teéricamente durante el siglo
XV eny para instrumentos de cuerdas con trastes. La teorizacion geométrica
de este temperamento fue realizada por el espafiol Francisco de Salinas (1513-
1590) y el italiano Josefo Zarlino (1517-1590). Esta teorizacion ha sido estudiada
en el &mbito de la musicologia por Garcia-Pérez (2003), Garcia-Pérez (2014) y
Barbour (2004/1951). A su vez, Floris Cohen (1987) y Rasch (2008) analizaron
la formulacion aritmética del temperamento igual del matematico y cientifico
hingaro Simén Stevin (1548-1620). Ademas, Espinoza et al. (2020) analizaron el
proceso de génesis del temperamento igual, describiendo tanto su uso germinal en
los instrumentos de cuerdas con trastes como su formulacién tedrica en el siglo
XVI1. Medio siglo después de esta teorizacion, el clérigo y cientifico francés
Marin Mersenne (1588-1648) publica un libro de teoria musical en 1637, Ilamado
Armonia universal, en la que sintetiza, entre otros sistemas de afinacion usados
en la época, la construccion del temperamento igual.

Este temperamento, que divide una octava en 12 partes iguales (12 notas), ha
delineadonuestramanerade concebirlamusicaenOccidente. Entérminospracticos,
define como se afinan las cuerdas de un piano y la cantidad de teclas del mismo,
los lugares donde se hacen orificios a los instrumentos de viento o las ubicaciones
de los trastes sobre los mastiles de las guitarras y bajos. Dada la importancia que
tiene en la actualidad este sistema de afinacion, nos preguntamos ;como fue
su proceso de génesis y desarrollo histérico?, ;qué conocimientos matematicos
y significados asociados fueron usados en medio de este proceso? y ;cOmo esta
informacion puede ser Gtil para promover enfoques interdisciplinarios entre
Musica y Matematica en el aula de secundaria? Para responder estas preguntas
se plantea como objetivo explorar cémo los conocimientos puestos en uso y
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significados asociados al surgimiento histérico del temperamento igual en
instrumentos de cuerda con trastes pueden contribuir a un enfoque interdisciplinario
para el aprendizaje de la Matematica y la Musica. Para ello se asume una perspectiva
historica sociocultural, a través del estudio de los procesos de constitucion de
los saberes que dieron origen al temperamento igual, presentes en el libro
de Mersenne (1637). A continuacion, presentamos el marco teérico de
nuestra investigacion.

2. MARCO TEORICO

Desde la Teoria Socioepistemoldgica de la Matematica Educativa se considera
al saber social, cultural e histricamente situado (Cantoral, 2013). En esta linea,
se postula que “para atender la complejidad de la naturaleza del saber y su
funcionamiento [...] se debera problematizar al saber en el mas amplio sentido
del término, situandole en el entorno de la vida del aprendiz” (Cantoral, 2013,
p. 51). Siguiendo esta idea, la presente investigacion problematiza el mastil de
la guitarra, un instrumento tocado particularmente por muchos adolescentes y
jovenes en edad escolar. Nos preguntamos ¢por qué los trastes del mastil se ubican
de esa manera? Esto nos llevo a considerar todo un proceso histérico y cultural
de construccién de conocimientos, donde la Matematica juega un rol protagénico.

Para estudiar este proceso de construccién de conocimientos, usamos el
modelo tedrico para el estudio de la constitucién del saber propuesto por Espinoza
et al. (2018), que permite desarrollar comprensiones amplias acerca de los procesos
de construccién del saber matematico y su devenir historico, social y cultural. A
su vez, en esta investigacion concebimos al saber como conocimiento puesto
en uso. En este sentido, “el conocimiento es la informacion sin uso, mientras el
saber es la accién deliberada para hacer del conocimiento un objeto atil frente
a una situacién problematica” (Cantoral, 2013, p.52). Se asume que lo que hoy
existe deviene de un proceso que puede ser caracterizado mediante su génesis,
desarrollo y transversalidad (Figura 1). La génesis hace alusion a los momentos
en los que el saber surge en el contexto del ser humano resolviendo problemas.
Estos momentos germinales son de gran importancia para la epistemologia,
pues determinan significativamente la forma, cualidades intrinsecasy significados
del saber en cuestion. El analisis de estos momentos permite “explorar tanto
la produccion y naturaleza del saber, como aspectos relativos a su devenir en el
tiempo” (Espinoza et al., 2018, p. 253).
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Figura 1. Esquemadel modelo tedrico para el estudio de la constitucién
del saber (Espinoza et al., 2018, p. 252)

A su vez, el desarrollo da cuenta de como, en su devenir historico, el saber
transita hacia discursos cientificos y escolares. Los saberes pasan por un proceso
de desarrolloy toman paulatinamente su formaen el seno de disciplinas cientificas,
técnicas y/o practicas, mediante procesos de disciplinarizacion, escolarizacion y/
o circulacion de saberes. En este desarrollo, el saber “tiende a la especializacion y
su consecutiva fragmentacion” (p. 253). Por ultimo, la transversalidad expresa el
como el saber se constituye en el uso del mismo en diversos &mbitos de accion
en practicas humanas, principalmente, mediante practicas que son ancestrales,
permanecen en el tiempo y se desarrollan en distintos ambitos culturales, como
es el caso de la musica. En definitiva, siguiendo a Espinoza et al. (2018, p. 253),
se tiene lo siguiente:

- La Génesis: Explora la pregunta ¢como el saber llega a ser? Aborda
aspectos relativos a su produccion y naturaleza, situandose en contextos,
intencionalidades y practicas especificas.

- El Desarrollo: Explora la pregunta ¢;como el saber es difundido? Aborda
aspectos sobre su devenir historico y sus transitos hacia y entre discursos
disciplinares y escolares.

- LaTransversalidad: Exploralapregunta;cémoestesaberviveendiversas
practicas? Aborda el uso y desarrollo en précticas cientificas, técnicas,
artisticas y cotidianas.

Al respecto, al explorar al saber nos interesa, en parte, analizar tanto los
conocimientos puestos en uso como los procedimientos utilizados, con miras a
develar significaciones del conocimiento matematico que devienen del uso en
contextos especificos. En efecto, se concibe que “el significado deviene de este
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modo del uso situado que se dé al objeto y a sus procesos asociados a través de la
actividad practica donde el nifio, el joven o el adulto dotan de significacion relativa,
situaday contextualizada a los objetos formales” (Cantoral et al, 2015, p. 16).

3. CONSIDERACIONES METODOLOGICAS

Asumiendo un enfoque cualitativo, se analizan documentos histéricos. La
seleccidn e interpretacion de las obras se realiz6 siguiendo las recomendaciones
para el anélisis documental de Bowen (2009). Primero se analiz6 la obra
Harmonie Universelle de Mersenne (1637). Se escogio este libro dado que es
unade las descripciones mas completa de la teoria musical de mediados del
siglo XV11 en Europa y sintetiza el desarrollo de la teoria musical de su época,
incluyendo elementos de musica practica y la formulacion teérica del temperamento
igual del siglo XVI. Su seleccion también se debi¢ a las caracteristicas del autor.
En efecto, a diferencia de otros autores de tratados musicales de la época, los
cuales eran tedricos musicales, Mersenne fue principalmente un matematico y
un cientifico. Esto resulta de interés dado el propésito de estudiar la relacion entre
Mdasica y Matematicas. Realizamos un analisis interpretativo de contenido, el
cual tiene como proposito identificar e inferir los significados denotativos —que
se manifiestan de forma directa y literal— y los significados connotativos
—que se infieren, considerando de manera conjunta elementos textuales y
contextuales del corpus— (Drisko y Maschi, 2016) de la obra de Mersenne (1637).
Para identificar los significados denotativos, se consideraron tres momentos, a
saber: inmersion, focalizacion y profundizacion.

En el primer momento, realizamos una inmersion al contenido del libro, con
miras a entender el contenido de la obra y seleccionar los capitulos a analizar, los
cuales fueron los siete libros de los instrumentos. En el segundo momento, de
focalizacion, identificamos en estos capitulos todas las proposiciones que hacen
alusion al temperamento igual, y se seleccionaron aquellas que explicaban métodos
de construccion. Por ultimo, en el momento de profundizacion, se analizaron
las proposiciones seleccionadas, identificando los métodos presentes en Mersenne
(1637) para la construccion del temperamento igual. Tales proposiciones (que
abreviaremos prop.) fueron las siguientes: prop. XI1V'y XV del libro I, prop. V11 del
libro 11, prop. XVII1y XIX del libro 1V, prop. XV, XXXVIIl'y XLV del libro VI.

Posteriormente, se analizo el proceso de constitucién del saber matematico
presente en dichas proposiciones. Para esto, primero indagamos la existencia
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de los tres métodos en obras del siglo XVI mediante el estudio de fuentes
secundarias de musicologia que han estudiado el proceso de formulacion teérica
germinal del temperamento igual (Floris Cohen, 1987; Garcia-Pérez, 2003, 2014;
Barbour, 2004/1951; Rasch, 2008; Van Wymeersch, 2008). Después, realizamos
una revision en las proposiciones de las fuentes originales en las que se formula
tedricamente el temperamento igual (Salinas, 1577; Zarlino 1558, 1571, 1588;
Stevin, 1585). Ademas, revisamos las obras de los tedricos de la musica Faber
Stapulensis (1496), Fogliani (1529), Bermudo (1555) y de los matemaéticos Frisius
(1585) y Bobillier (1827). En esta investigacion presentamos de manera sintética
el analisis de esta génesis, profundizando en elementos que aportan a nuestro
objetivo de investigacion. Un analisis filoséfico mas detallado de este analisis
puede consultarse en Espinoza et al. (2020).

( TRANSVERSALIDAD: relacion misica-matematica )
DESARROLLO
Andlisis de contenido interpretativo
de Mersenne (1637)
Inmersidn - focalizacion - profundizacion
T Identificacion de tres métodos para la
GENESIS / construccién del temperamento igual
Analisis del proceso de constitucién
del saber en el siglo XVI
\‘- Analisis de los tres métodos para la
_ construccion del temperamento igual
Identificacion de conocimientos /
puestos en uso y procedimientos \
Inferencia de significaciones en
) el uso del conocimiento
Contexto sociocultural

\ /
Figura 2. Esquema del proceso metodolégico seguido en esta investigacion

La revision sefialada en el parrafo anterior permitié ademas situary
contextualizar el trabajo desarrollado por Mersenne (1637). Considerando esta base
contextual, como evidencia del proceso de constitucién del saber del siglo X V1,
se analizaron los tres métodos para la construccion del temperamento igual en las
proposiciones seleccionadas en Mersenne (1637). Finalmente, en esta etapa del
analisis de contenido, se identifican los procedimientos y conocimientos puestos en
uso en cada uno de los métodos, con el propoésito de inferir los significados
connotativos propios del uso del conocimiento matematico en la formulacién del
temperamento igual (Figura 2).

(o EXETEE| Relime 26 (1), Marzo 2023


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/

ENSENANZA INTERDISCIPLINARIA MUSICA-MATEMATICA 21
4. RESULTADOS

4.1. Génesis: Surgimiento y formulacion matematica del temperamento igual en
el siglo XVI

El sistema de afinacidn usado actualmente en Occidente es el temperamento
igual. Para entender este temperamento y explorar sus procesos de genesisy
desarrollo, hay que partir considerando el sistema de afinacion usado en la Edad
Media: el sistema pitagorico. Este sistema, ya en desuso en los instrumentos
actuales, divide la cuerda mediante razones. Estas razones, a su vez, definian
los intervalos musicales (1 defin2a la octava, I la quinta, 1J la cuarta, etc.). Esto
se explica visualmente en la figura 3, considerando la posicion actual de los
trastes de la guitarra, para una mejor comparacion. Para el siglo XV este sistema
de afinacion ya cumplia dos mil afios de uso y desarrollo en Occidente.

giesisin o)

Tdnica (Do)

cuerda

=

Octava (Do)

Quinta (Sol)

Cuarta (Fa)

Tercera (Mi)

nls aw wWe N

Figura 3. Divisién pitagorica de la cuerda y su ejemplo para la tonalidad de Do

Ahora bien, durante el siglo XV ocurre un hecho que revolucioné por
completo lateoriay practica musical de la Edad Media: la introduccion de trastes a
los instrumentos de cuerda con mastil. Estos instrumentos fueron el ladd, la viola
y lavihuela, instrumentos predecesores de la guitarra, el bajo y el ukelele, entre
otros (Figura 3). Al introducir los trastes sobre los mastiles, se cred una manera
de dividir el traste que en términos geométricos es continuamente proporcional
(Figura4). Esasi como nace el temperamento igual, el cual es el sistema musical que
usamos en la actualidad.
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cuerda

Figura 4. Divisién proporcional del mastil (temperamento igual)

Espinoza et al. (2020) sostienen que existe evidencia del uso de instrumentos
de cuerda con mastil en el mundo arabe desde el siglo V1I. Sin embargo, fue en el
siglo XV que se le incluyeron trastes. Y esto ocurrid, dado que, en este siglo y
en el contexto del renacimiento europeo, hubo cambios en la estética y el gusto
musical en relacion a los siglos anteriores. En efecto, en la Edad Media se valord y
desarroll6 la musica coral. Sin embargo, en el siglo XVI se dio una mayor
preponderanciaalusodeinstrumentosmusicales. Laexistenciadelostrastespermite
gue personas con poco conocimiento musical puedan tocar estos instrumentos.
Sin embargo, bajo el sistema de afinacion pitagorico los trastes no quedan
rectos (como se puede apreciar en la figura 5). En efecto, y a diferencia de otros
instrumentos en los que cada cuerda se afina por separado, en los instrumentos de
cuerdas con mastil los trastes rectos afectan simultaneamente a todas las cuerdas.

Figura 5. Muestra de division del mastil para tocar afinaciones pitagoéricas del siglo XVI1
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