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NIVEL DE CONHECIMENTO EM PROBABILIDADE CONDICIONADA
E INDEPENDENCIA: UM CASO DE ESTUDO NO
ENSINO SECUNDARIO PORTUGUES

KNOWLEDGE LEVEL IN CONDITIONAL PROBABILITY AND INDEPENDENCE OF EVENTS:
A STUDY CASE IN THE PORTUGUESE HIGH SCHOOL

RESUMEN

Partiendo de dos situaciones problemas que refieren a
la probabilidad condicional, la independencia y eventos
mutuamente excluyentes, se cuantifica, en paralelo, el grado
de desempeifio y el grado de rigor cientifico de una respuesta
usando dos medidas ordinales en la escala de Likert. Un
analisis descriptivo de las medidas, en 43 estudiantes del afio
terminal del liceo, determind el grado de conocimiento de los
alumnos en los referidos conceptos y apuntd que no siempre
una respuesta correcta esta descrita con rigor. Del andlisis
interpretativo de las respuestas se concluye que persisten, en
la ensefianza en Portugal, conflictos en la interpretacion y
en el calculo de la probabilidad condicionada y en los conceptos
de independencia y de eventos mutuamente excluyentes. El
estudio recomienda mas practicas involucrando la formulacion
matematica de problemas de probabilidad condicional y mas
énfasis en el caracter probabilistico que esta asociado al
concepto de independencia.

ABSTRACT

Taking two problem-situations involving conditional probability,
independence and incompatibility, we suggest the measurements
of the performance and the scientific rigor of a response using,
in parallel, two ordinal Likert scale measures. Based on the
responses given by 43 students in 12th grade (age 17), a
descriptive analysis of these measurements was executed in
order to evaluate the levels of knowledge of the students in those
concepts. The results showed that not always a correct written
response comes with rigor. Besides, an interpretative analysis
of the same responses confirmed the existence of conflicts in
the teaching of those concepts in Portugal. The conflicts are
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concerning with the interpretation and the calculation of
conditional probabilities and the notions of independence and
incompatibility. The present study recommends more practice
on the mathematical formulation of statements involving
conditional probability and more emphasis on the probabilistic
feature of the notion of independence.

RESUMO

Partindo de duas situagdes-problema envolvendo probabilidades
condicionadas, independéncia e incompatibilidade, sugere-
se quantificar, em paralelo, o grau de desempenho e o grau de
rigor de uma resposta usando duas medidas ordinais, ambas
em escala de Likert. Uma analise descritiva dessas medidas, num
grupo de 43 alunos do 12.° ano, permitiu estabelecer o nivel
de conhecimento desses alunos naqueles conceitos e constatar que
nem sempre uma resposta correta ¢ acompanhada de rigor na
sua elaboragdo. Uma analise interpretativa das mesmas respostas
permitiu ainda constatar que, no ensino portugués, persistem
conflitos na interpretacdo e calculo da probabilidade condicionada
e conflitos nas no¢des de independéncia e incompatibilidade.
O estudo recomenda mais pratica na formulagdo matematica
de enunciados envolvendo probabilidade condicionada e mais
énfase no caracter probabilistico da nog@o de independéncia.

RESUME

Partant de deux situations-probléme impliquant des probabilités
conditionnelles, indépendance et incompatibilité, on suggere de
quantifier, en paralléle, le degré de performance et le degré
de rigueur d’une réponse utilisant deux mesures ordinales,
toutes deux sur I’échelle de Likert. Une analyse descriptive de
ces mesures dans un groupe de 43 ¢éléves de Terminal a permis
d’¢établir le niveau de connaissance des ¢€léves, en relation a
ces concepts, et de constater qu’une réponse correcte n’est pas
toujours accompagnée de rigueur dans son élaboration. Une
analyse interprétative de ces réponses a encore permis de voir
que, dans I’enseignement portugais, les conflits persistent
dans Iinterprétation et le calcul des probabilités conditionnelles
ainsi que dans les notions d’indépendance et d’incompatibilité.
L’¢tude recommande plus de pratique dans la formulation
mathématique des énoncés de probabilités conditionnelles et
de mettre davantage 1’accent sur le caractére probabiliste
associé a la notion d’indépendance.

Relime, Vol. 19 (1), Marzo de 2016

PALAVRAS CHAVE:

- Conceito de probabilidade
condicionada

Conceito de acontecimentos
independentes

Conceito de acontecimentos
incompativeis

- Grau de desempenho

- Grau de rigor

MOTS CLES:

Concept de probabilité

conditionnelle

Concept d’évenements

indépendants

- Concept d’évenements
incompatibles

- Degré de performance

- Degré de rigueur



NIVEL DE CONHECIMENTO EM PROBABILIDADE CONDICIONADA 43

1. INTRODUCAO

Estudos realizados na area da Educagao Matematica revelam a existéncia de
raciocinios enviesados, erros de compreensao e aplicagdes intuitivas erradas
nos conceitos de probabilidade, probabilidade condicionada e independéncia
de acontecimentos (D’Amelio, 2009; Diaz, Batanero & Contreras, 2010;
Diaz y de la Fuente, 2006; Fernandes, Nascimento, Cunha e Contreras, 2011;
Kataoka, Trevethan & Borim da Silva, 2010; Lonjedo-Vicent, Huerta-Palau &
Carles-Farina, 2012; Sanchez, 1996; Sobreiro, 2011; entre outros). Muitas das
falhas podem ser explicadas em termos semioticos (Batanero, 2005). E, embora
tais falhas possam estar enraizadas pois, como Fischbein e Schnarch (1997)
alerta, equivocos envolvendo raciocinio probabilistico podem permanecer com a
idade do aluno, ¢ essencial a identificacdo dos tipos de conflitos existentes
para as superar (ex., Diaz et al., 2010).

A realizagdo de atividades matematica envolvendo o calculo de probabilidades
representa um instrumento importante no processo de aprendizagem para
promover o desenvolvimento do pensamento probabilistico (Way, 2003;
Kataoka et al., 2008), proporcionar diversos tipos de conexdes entre conceitos
da Teoria da Probabilidade e, consequentemente, agilizar a capacidade de raciocinar
e de compreender, em particular, os conceitos de probabilidade condicionada e de
acontecimentos independentes. No modelo ontosemiotico do conhecimento e do
Ensino da Matematica, desenvolvido por Godino e seus colaboradores nas duas
ultimas décadas (Godino y Batanero, 1994; Godino, 2002; Godino, Batanero
& Font, 2007; Godino, Font y Wilhelmi, 2008; Godino, 2012; entre outros)
visando analisar, conjuntamente, o pensamento matematico, os manifestos que
o acompanham e os fatores que condicionam o seu desenvolvimento, ¢ destacada
a necessidade de uma analise detalhada da atividade matematica considerando
seis tipos de entidades primarias: a linguagem (termos, expressdes, notagoes,
graficos,...) nos seus diversos registos (escrito, oral, gestual,...); a situagao-
problema (aplicacdes extra matematicas, exercicios, ...); os conceitos-definigdes
(abordados através de defini¢des ou descri¢des); as proposigdes (enunciados sobre
conceitos); os procedimentos (algoritmos, operagoes, técnicas de calculo,...);
e os argumentos (enunciados utilizados para validar ou explicar as proposicoes e
procedimentos, de natureza dedutiva ou outra) (Neto, 2009). Na abordagem
ontosemiotica, a compreensdo de qualquer conceito matematico esta associado a
competéncia do saber fazer, no sentido que cada sujeito compreende determinado
objeto matematico quando o usa de maneira capaz em diferentes praticas
(Godino et al., 2007). A presente investigacdo baseou-se nas ideias teoricas do
modelo ontosemidtico como marco de referéncia, sendo a probabilidade
condicionada e a noc¢ao de acontecimentos independentes os objectos matematicos
de interesse no modelo e de analise na perspectiva de pratica matematica.
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Face a situagdes-problema, a aplicacao de diferentes processos de resolugdo
propicia a revelagdo de diferentes vertentes de um mesmo conceito (Diaz y de la
Fuente, 20006) e, consequentemente, de novas estratégias para fazer juizos validos
(Cunha, 2010). Do ponto de vista matematico, probabilidade condicionada e
independéncia sdo defini¢cdes que dependem de expressdes algébricas simples,
de facil calculo. Torna-se entdo fundamental conhecer as estratégias que os alunos
elaboram na resolugdo de situagdes-problema (D’Amore, 2006) ¢ as dificuldades
que revelam na aplicagdo de defini¢des e no estabelecimento de ligagdes entre
elas, face a um enunciado. Recentemente, Diaz et al. (2010) sintetizou varios dos
conflitos semioticos referenciados na literatura especializada dando exemplos de
enunciados de problemas que poderdo ajudar, alunos e professores, a tomada
de consciéncia de raciocinios enviesados associados aqueles dois conceitos.
Resumidamente, relativamente a probabilidade condicionada, podem mencionar-se:

— convic¢ao que ¢ mais provavel a conjuncao de dois acontecimentos do
que cada um dos acontecimentos em separado (Tversky & Kahneman,
1983), conhecido por faldcia da conjuncdo;

— dificuldade em distinguir os dois sentidos da probabilidade
condicionada, P(A[B) e P(BJ|A), conhecida por faldcia da condicional
transposta (Falk,1986);

— dificuldade em compreender que se tome um acontecimento condicionante
que ocorre depois do acontecimento condicionado, conhecida por

falacia do eixo temporal (Falk,1979; Falk, 1986);

— confusao entre probabilidade condicionada, P(A|B), e probabilidade
conjunta, P(ANB), (Watson & Moritz, 2002) devida, entre outros, a
ndo clareza da linguagem corrente utilizada no enunciado dos problemas,
levantando dificuldades na sua interpretagdo (Falk, 1986). Por exemplo,
a utilizacdo da virgula “,” num texto verbal para descrever uma
conjuncao (“e”) (Sobreiro, 2011);

— dificuldade em identificar o espago amostral reduzido no calculo de
probabilidades de acontecimentos definidos por experiéncias compostas
dadas por uma sequéncia temporal de experiéncias simples sucessivas,
conhecida por situagdo sincronica (Falk, 1986);

— célculo do denominador na férmula de Bayes (Diaz & Batanero, 2009).

Relativamente a conflitos semidticos associados a nogao de independéncia
de acontecimentos, podem mencionar-se os seguintes:

— confusdo intuitiva entre as palavras “independéncia” e “incompatibilidade”
(Cordani & Wechsler, 2006);

— dificuldade em atender o significado somente probabilistico da nogao de
independéncia (D’Amelio, 2009);
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— associacdo da noc¢do de independéncia apenas a acontecimentos
independentes no tempo (Karaota et al., 2010).

Este artigo apresenta uma analise interpretativa de um estudo de caso (Ponte,
1994) centrada na compreensdo dos conceitos de probabilidade condicionada,
acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis por alunos do 12° ano
de escolaridade do ensino portugués. Uma analise interpretativa de dados na
metodologia de um estudo de caso visa uma investigagdo pormenorizada de todos
os dados recolhidos com vista a organiza-los e classifica-los em categorias, de
modo a explorar e a explicar o fendomeno em estudo (Tesch, 1990). Neste estudo,
os participantes sdo os alunos e os dados sdo os documentos escritos produzidos
pelos alunos, em contexto escolar, juntos dos seus docentes titulares de turma e
em momento avaliativo.

Numa primeira instancia, esta investigagao, inserida no paradigma descritivo,
procurou quantificar os processos desenvolvidos pelos alunos na resolugao de
questdes, exploratdrias e investigativas, e em situagdo de avaliacdo escrita.
Definiram-se duas escalas ordinais para medir a qualidade de cada resposta. Tomando
essas medidas, avaliou-se o nivel de conhecimento que os alunos demonstraram
nos conceitos de probabilidade condicionada e de independéncia de acontecimentos
e nas suas interligagdes com outros conceitos. Analisou-se a conexao entre o nivel
de desempenho e o nivel de rigor, sendo este tltimo baseado na qualidade dos
procedimentos e argumentos descritos e a linguagem usada. Estudou-se ainda a
importancia da capacidade de interpretar e de traduzir, em termos matematicos, o
enunciado de um problema no desenvolvimento da aprendizagem dos conceitos.

Numa segunda instancia, a partir de uma analise interpretativa dos contetidos
das respostas expressas pelos alunos, procurou-se tipificar as fontes de
conflitos semioticos detetados nas respostas dadas pelos alunos.

2. CONTEXTUALIZACAO NO ENSINO PORTUGUES

Em Portugal, o tema Probabilidades e Combinatoria consta do curriculo atual do
12.° ano de escolaridade. Entre os topicos inseridos nesse tema estdo probabilidade
condicionada e acontecimentos independentes. Nestes conceitos, os alunos
“apresentam muitas duvidas e dificuldades, apesar da grande importancia que
lhes ¢ atribuida nos Exames Nacionais e nos Testes Intermédios, uma vez que sao
temas constantes em todas essas provas de avaliacdo externa, da responsabilidade
do Ministério da Educag@o” (Cunha, 2010, p. 28).
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Watson (1995) sugere que o estudo da probabilidade condicionada deve ser
introduzido desde cedo, no Ensino Basico, e trabalhado de forma intuitiva, tal
como ¢ recomendado para o ensino da Matematica em Portugal, pelo Ministério
da Educacao, no documento Programa de Matematica do Ensino Basico (Ponte
et al., 2001).

Nos manuais escolares de Matematica para o Ensino Secundario, o
conceito de probabilidade condicionada é abordado, em geral, seguindo uma
definicao formal mais ou menos extensivel em termos de complementaridade de
informacgao. No caso da independéncia de acontecimentos, o conceito é menos
trabalhado, sendo que a generalidade dos manuais nao real¢a a importancia do
sentido probabilistico desse conceito.

3. ABORDAGEM METODOLOGICA

A investigacdo em causa insere-se numa perspetiva qualitativa, com uma abordagem
interpretativa (Tesch, 1990) das respostas dadas por alunos em ambiente natural,
a sala de aula, com vista a obter uma descricao e explicagao de padrdes cognitivos
subjacentes a cada resposta dada. Baseia-se num estudo de caso, com a selegdo de
uma amostra intencional, com vista a captar caracteristicas, tdo pormenorizadas
quanto possivel, da ocorréncia de dificuldades por parte dos participantes (Ponte,
1994). Uma analise dos documentos produzidos pelos alunos contribui para
detetar diferentes processos de resolucido usados, reconhecer tipos de erros,
observar estratégias e avaliar o nivel de conhecimento na matéria.

Colaboraram neste estudo um total de 43 alunos pertencentes a duas turmas
do Ensino Regular do Curso de Ciéncias e Tecnologias do 12.° ano (a frente
designadas por turma A e turma C) e a uma turma do Ensino Profissional do
12.° ano (a frente designa por turma B) de duas escolas secundarias diferentes
do distrito do Porto (a frente designadas por E1 ¢ E2). Para a implementagdo do
estudo realizaram-se reunides individuais prévias com cada um dos docentes
titulares das turmas A, B e C. Foi obtida uma caracterizagao das suas turmas,
discutido o tipo de linguagem a ser utilizada no enunciado dos problemas
a propor, o tempo ¢ o periodo adequado a realizagdo da prova escrita, ¢ a
forma de recolha das respostas elaboradas pelos alunos. Foi ainda abordado o
desempenho expectavel de cada turma, bem como a énfase dada nas aulas aos
topicos probabilidade condicionada e acontecimentos independentes. Foi referido
que a linguagem, procedimentos e argumentos considerados no processo de
ensino daqueles conceitos esta conforme o previsto no documento Programa
de Matematica do Ensino Basico, Ponte e outros (2001).
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Da turma A, constituida por 24 alunos, participaram nesta investigacao
20 (os restantes ndo deram autorizagdo para divulgar os seus resultados). Estes
eram 9 do sexo feminino e 11 do sexo masculino, todos dentro da escolaridade
obrigatoria e com média de idade igual a 16,5 anos. Nenhum aluno desta turma
usufruiu de apoio educativo no ano anterior. Todos os alunos revelaram gostar
da escola. A docente de Matematica da turma A ¢ efetiva na escola El, com larga
experiéncia na leciona¢ao do 12.° ano, tendo acompanhado os seus alunos desde o
Ensino Basico (7.° ano), pelo que conhece muito bem o trabalho individual destes.
A turma B ¢ constituida por 14 alunos, 6 do sexo feminino e 8 do sexo masculino.
Todos os alunos estdo dentro da escolaridade obrigatoria a excegdo de um aluno.
A média de idades ¢ de 16,8 anos. A turma C ¢é constituida por 9 alunos, todos
do sexo masculino. Apenas 5 alunos estao dentro da escolaridade obrigatdria.
A média de idades € de 17,6 anos. As docentes de Matematica das turmas B e C
sdo efetivas na Escola E2 e com uma larga experiéncia de lecionagao do 12.° ano.
Estas docentes também tém acompanhado ha muito tempo os seus alunos, ndo
tendo sido referido na entrevista desde quando o fazem.

A turma A pode ser considerada como uma turma de “elite”, com alunos
maioritariamente com interesse em prosseguir estudos a nivel universitario,
e distinta da turma C, com alguns alunos nio interessados em seguir estudos
a nivel superior (politécnico ou universitario), e da turma B, com alunos que,
ndo colocando de lado a prossecucdo de estudos superiores, optaram por um
ensino secundario menos académico.

Foi elaborado o enunciado de dois problemas (designados a frente por P1 e
P2), a implementar numa prova de avaliagdo, para os alunos das turmas A, B e C.
Os problemas foram inspirados nos manuais escolares adotados nas escolas El ¢
E2. Para a construgao final do enunciado de P1 e P2 (em Apéndices 1 e 2) foram
tidas em conta as ferramentas conceptuais do enfoque ontosemiotico, propostas
por Godino et al. (2007) como sejam a linguagem, os conceitos, as propriedades,
os procedimentos, as conjeturas ¢ os argumentos ligados aos conceitos base
de probabilidade condicionada e de independéncia, tendo como suporte uma
analise sistematica de possiveis resolugdes as situagao-problemas propostas.
Leitores interessados em detalhes dos objetos e relagdes primarias que intervém
na solucdo de cada uma das situagao-problemas podem consultar Carvalho (2013).

Os professores de Matematica das turmas A, B e C analisaram os problemas
e, apos ligeiras adaptagdes, declararam que o enunciado, na sua versao final
(ver Apéndices 1 e 2), estava adequado em termos de conteudo programatico,
linguagem usada e nivel de dificuldade. Porém, a docente da turma B solicitou
a substitui¢do da designagdo do acontecimento P por B no problema P2, ja
que os alunos estavam menos familiarizados com a letra P para designar um
acontecimento. Esta alteracdo foi apenas considerada para a turma B.
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Previamente foi ainda solicitado a um estudante do 12.° ano, que nao
pertencia a nenhuma das escolas envolvidas, que realizasse a prova em regime
experimental. Este estudante afirmou tratar-se de uma prova acessivel e com
linguagem clara e objetiva.

Ambos os problemas, P1 e P2, abordam os conceitos de probabilidade
condicionada e de acontecimentos independentes, usando a linguagem
verbal e simbolica. Em P1 ha 7 alineas e em P2 ha 5 alineas, de acordo com a
distribuicdo sumaria descrita na Tabela 1. A noc¢do de independéncia ¢
abordada sequencialmente e relacionada com a noc¢do de incompatibilidade, para
diferentes situagdes conforme ¢ indicado na Tabela 2. Em P1, os dados do
enunciado encontram-se previamente estruturados numa linguagem mais
proxima da linguagem simbolica, sendo estes fornecidos na forma de uma tabela
de dupla entrada. Em P2, os dados sdo descritos em linguagem apenas verbal.

TABELA 1
Distribuicao das 12 questdes da prova (constituida pelos problemas P1 e P2)
por contetido primario e linguagem usada no enunciado.

Conteudo primario Linguagem verbal Linguagem simbolica
Lei da Probabilidade Total 1.1 -
Probabilidade da interseccao 1.4.a) 2.1.1)
Probabilidade da reunido 1.4.2) -—--
Probabilidade condicionada 1.2, 1.3, 2.4 2.1.11)
Independéncia l.4.a), 1.4b), 1.4.d), 2.3 -——-
Incompatibilidade l.4.c), 1.4.d), 2.2 -
TABELA II

Distribuicdo das questdes de independéncia e de incompatibilidade
tendo em conta a validade, ou ndo, da independéncia e da incompatibilidade.
Na 1.4.d) é pedido para relacionar os dois conceitos.

Conteudo primario Condi¢do valida Condi¢do ndo valida Relacionar
Independéncia 1.4.a) 1.4.b),2.3 1.4.d)
Incompatibilidade 1.4c¢) 2.2 1.4.d)

Os dados para analise corresponderam as respostas escritas dos 43 alunos
das turmas A, B e C, em momento avaliativo, as 12 questdes da prova. A recolha
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dos dados foi realizada em dezembro de 2012, data em que os alunos concluiram
o estudo do tema Probabilidades e Combinatoria. O acesso a prova elaborada
por cada aluno, autorizado pelos professores de Matematica das turmas A, B e C,
foi antes destas terem sido cotadas pelos respetivos professores. A identificagdo
do aluno foi eliminada e atribuido um numeral a cada prova. As cdpias das provas
foram guardadas em suporte digital, para posterior analise. Por questdes legais e
éticas, foi previamente solicitada autorizacdo para a realizacdo da experiéncia,
a recolha dos dados e a publicitagao dos resultados as direcdes das escolas
participantes ¢ aos encarregados de educacdo dos alunos envolvidos no estudo.

Numa primeira parte, a investiga¢cdo teve um caracter essencialmente
qualitativo com a analise das respostas recolhidas, de modo a caracterizar,
em termos descritivos, o seu contetdo. Para uma descri¢do de cada resposta,
procedeu-se de seguida, a uma analise de contetido e de interpretagdo de
raciocinios subjacente a resposta, tendo por base comparativa a resposta correta
expectavel. Essa analise comparativa permitiu a categorizacdo de cada resposta e,
consequentemente, o agrupamento de respostas por classes de respostas similares
em termos de qualidade.

Diaz e Batanero (2009) propuseram estabelecer uma correspondéncia entre
a qualidade das respostas dos alunos e um numeral entre 0 a 2 do seguinte modo:
ndo resposta ou resposta errada ¢ representada por 0; resposta parcialmente correta
¢ representada por 1; solugdo correta é representada por 2. No presente estudo
propde-se estender aquela categorizagdo e dividir a apreciagdao da qualidade das
respostas segundo duas perspetivas qualitativas ordinais distintas: o grau de
desempenho da resposta (GD) e grau de rigor (GR). O desempenho diz respeito
a capacidade da resposta conter a solugdo e referéncia dos pontos chaves para
chegar ao resultado pretendido na pergunta. O rigor diz respeito a capacidade
argumentativa e a linguagem apresentada na resposta escrita.

Para incorporar a auséncia de resposta e dar maior detalhe a qualidade
da resposta dada, caso exista, o pardmetro GD foi distribuido segundo a
seguinte escala ordinal: auséncia de resposta é representada pelo numeral 0;
resposta totalmente errada ¢ representada por 1; resposta parcialmente errada
¢ representada por 2; resposta com inicio de uma estratégia que ¢ abandonada ou
concluida de forma errada ¢ representada por 3; resposta parcialmente certa
ou certa mas com passos omissos € representada por 4; por fim, resposta totalmente
certa com indicagao dos passos chaves correto ¢ representada pelo numeral 5.

No que concerne ao grau de rigor (GR), foi escolhida uma escala de Likert,
variando de 0 a 3 e parametros de uniformizagdo de critérios descritos na Tabela
3. Para cada resposta, o valor atribuido para GR corresponde aquele que cumpre
o maior conjunto de indicadores. A opgao de um niimero par de correspondéncias
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alternativas obriga a atribuir uma opg¢ao definitivamente positiva ou negativa,
j& que ndo ¢ possivel optar por uma atitude neutra por esta ndo existir.

A necessidade de proceder a extensdes das trés categorias propostas em
Diaz e Batanero (2009) para as escalas definidas pelo GD e GR esta intimamente
relacionada com a natureza diversa das turmas A, B e C (Ensino Regular e Ensino
Profissional) consideradas neste estudo. Efectivamente, do conhecimento empirico da
primeira autora, ¢ previsivel a existéncia de tendéncia dos alunos do Ensino
Profissional ndo explicitarem / argumentarem o seu raciocinio nas respostas.
Com esta divisdo proposta de GD e GR, prevé-se que tragos diferenciadores, ao
nivel do desempenho e do rigor, poderdo ser detetadas.

TABELA 1II

Critérios de classificagdo das classes possiveis do grau de rigor (GR) de uma resposta.

GR Critérios de qualificagcdo

Resposta sem evidenciar a origem dos dados;

0 Justificag@o sem corregdo cientifica e sem coeréncia;

(ausénciade  Auséncia de qualquer referéncia aos acontecimentos tratados;
rigor) Existéncia de muitos erros grosseiros de calculo;

Aplicacao de conceitos erradamente.
Resposta onde evidéncia a origem de alguns dos dados;
Justificagdo com pouca correcdo cientifica e com alguma coeréncia;

1 Acontecimentos tratados de forma pouco explicita;

(pouco rigor)

Existéncia de erros de leitura de dados que condicionam a resolugdo,
mas sem erros grosseiros de calculo;

Conceitos aplicados com algum conflito entre estes, mas aplica as
formulas de forma correta, sem as explicitar.

2
(algum rigor)

Resposta onde evidéncia a origem de todos os dados;

Justificagdo com alguma corregao cientifica e com alguma coeréncia;
Acontecimentos tratados de forma explicita;

Arredondamentos de calculo que condicionam a resposta;

Conceitos aplicados com pouca clareza, mas sem conflito entre

eles. Embora as justificacdes escritas sejam pouco claras, aplica as
formulas de forma correta, podendo ou ndo explicita-las.

3
(com rigor)

Resposta onde evidéncia a origem de todos os dados;

Justificagdo com corregdo cientifica e com muita coeréncia;
Acontecimentos tratados de forma explicita e bem estruturados;
Sem erros em calculos intermédios nem de leitura de dados;
Conceitos aplicados com clareza e corre¢do na sua utilizagdo, sem
qualquer conflito entre eles, acompanhados de justificagdo correta,
com utilizagdo e aplicag@o de formulas com exatidao, explicitagdo
e corregao.
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4. ANALISE DAS RESPOSTAS DADAS

Em termos de procedimento, observa-se que cerca de 50% dos alunos traduzem,
em termos explicitos e antes de responder as questdes, os dados do enunciado
de um problema em linguagem simbolica, quer com recurso a um diagrama de
arvore, tabela de dupla entrada ou outro esquema. Esta tendéncia de ndo estruturar
ou formular, em termos matematicos, a linguagem textual de um enunciado,
¢ particularmente notoria na turma B. Esta caracteristica é relevante ja que pode
reflectir a incapacidade de interpretar e obter corretamente os dados do enunciado.

Em termos de justificacdes, os argumentos redigidos foram de natureza
dedutiva baseados em sintese de calculos realizados e propriedades dos conceitos.
Vérias vezes o rigor demonstrado nos calculos nem sempre foi coerente com a
explanagdo escrita e, outras vezes, foi traduzido nao rigorosamente por palavras
o0 que representavam os calculos realizados. Em particular, os alunos do Ensino
Profissional (turma B) apresentaram maior dificuldade em expressar um
raciocinio argumentativo coeso e coerente com os resultados obtidos.

4.1. Nivel de desempenho e Nivel de rigor

Analisadas as respostas e raciocinios apresentados pelos 43 alunos a cada uma
das perguntas dos problemas P1 ¢ P2, avaliou-se a qualidade de cada resposta em
termos do grau de desempenho (GD) e do grau de rigor (GR). Considerando as
3 turmas em conjunto, 70% dos alunos envolvidos (todos os alunos da turma A,
1 na turma B e 9 na turma C) obtiveram desempenho positivo com soma dos GD,
das 12 alineas contidas nos dois problemas, igual ou superior a metade do valor
maximo possivel (60). No que concerne ao rigor das respostas corretas, constata-
se que uma resposta certa ndo ¢ geralmente acompanhada de uma linguagem e
argumentagao de nivel elevado. A percentagem de alunos com soma dos GR, das
12 alineas respondidas corretamente, igual ou superior a metade do valor maximo
possivel (36), baixa para 42% (14 da turma A, 0 na turma B e 4 na turma C).

Na Figura 1 encontram-se a distribui¢ao dos valores correspondentes aos
atributos (ordinais) das escalas GD e GR obtidos. Da Figura 1 conclui-se que as 3
turmas apresentam comportamentos diferentes em termos de desempenho e rigor
nas respostas dadas pelos alunos. Tomando os valores medianos do GD, para cada
uma das questdes e por turma, observa-se que a turma A apresenta o melhor grau
de desempenho, na maioria das questdes, ¢ a turma B os piores. Relativamente ao
GR, em termos medianos, a turma A apresenta respostas com maior nivel de
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rigor e a turma B os mais baixos. Estes resultados vdo de acordo com o sentir
dos docentes, no terreno, ao afirmarem que os alunos do Ensino Profissional
ndo apresentam os melhores resultados. Mas tal ndo significa a ndo existéncia
de casos pontuais.

Turma: A Turma: B Turma: ¢

T ]
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Figura I: Caixas de bigodes dos valores obtidos para o GD (em cima)
e para o GR (em baixo), para cada uma das 12 questdes da
prova, por turma. Todos os graficos, a excec¢do do grafico
do GD para a turma C, apresentam observagdes atipicas
( * severas e ° moderadas).

Os valores atipicos assinalados na Figura 1, em maior quantidade no
conjunto dos valores de GD, mostram a existéncia de alunos da turma B com
niveis de desempenho superiores ao padrdo da turma (definido, na Figura 1,
pela caixa com os bigodes) em oposicao a existéncia de alunos da turma A com
niveis de desempenho abaixo do padrdo distribucional da turma A. Analisando
os valores mais centrais (amplitudes interquartis, Figura 1), observam-se,
em geral, maiores amplitudes das caixas de bigodes para o GD na turma C
comparativamente com a turma A (menos evidente no GR). Tal evidencia maior
heterogeneidade de desempenho nas respostas dadas pelos alunos da turma C.
Este facto leva a especular se esta constatagdo estara relacionada com a menor
e maior diversidade de interesse académico futuro conhecido dos alunos
das turmas A e C, respectivamente.

Centrando a aten¢do na linguagem, constata-se que nas resolugdes
apresentadas, os alunos privilegiaram o uso da linguagem verbal para
representar os acontecimentos e a linguagem simbolica para identificar do tipo
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de probabilidade pedida ou averiguar da independéncia e incompatibilidade de
acontecimentos. Enfatizando ainda a diferenca na linguagem dos enunciados dos
dois problemas, linguagem simbdlica (P1) versus linguagem verbal (P2), refira-se
que cerca de metade dos alunos envolvidos traduzem em linguagem simbdlica
os dados do enunciado do problema P2 antes de resolvé-la.

Confrontado o nimero de questdes nao respondidas entre os problemas
P1 e P2 (Figura 2), observa-se tendéncia para se registar pior comportamento
(i.e., ndo apresentar qualquer resposta) em questdes do problema P2, em particular,
nas turmas B e C, e menor tendéncia em deixar questdes em branco por parte dos
alunos da turma A.

2 8
=
2
S 6
w
2 4
8
g 2
3
© 0
Z

11 1.2 13 14a) 14b) 14c) 1.4d) 2.1a) 2.1b) 22 23 24

Turma A Turma B B Turma C

Figura 2. Frequéncia absoluta de ndo respostas a cada uma das 12
questdes e para as turmas A, B e C.

Comparando as medianas dos valores observados para o GD e o GR entre
as questdes do problema P1 e P2 (Figura 1), observa-se valores medianos do GD
maximos para as turmas do Ensino Regular (turmas A e C) e mais elevados para
as respostas ao problema P1. Calculando a mediana dos valores de GD das
respostas as questdes do problema P1 e do P2 (Tabela 4), constata-se desempenho
mediano melhor nas respostas dadas ao problema P1 do que ao problema P2, nas
turmas B e C. Igual desempenho mediano nos problemas P1 e P2 foi observado
na turma A. Estes factos sugerem que a turma A demonstra menor dificuldade em
formular matematicamente o enunciado do problema P2, contrariamente
as outras duas turmas. Avaliando globalmente o nivel de desempenho dos alunos
das trés turmas em conjunto (Tabela 4, Gltima linha), claramente no problema
P2 o GD mediano é menor: pelo menos metade dos alunos apresentam em P2
um GD nao superior a 2, em oposi¢ao ao problema P1 onde o nivel maximo 5 ¢
atingido em pelo menos 50% dos 43 alunos. Relativamente ao GR (Figural, em
baixo, ¢ Tabela 4), constata-se uma distribuicao do nivel de rigor mediano similar
em ambos os problemas nas turmas A ¢ B. Contudo, ¢ a turma A que apresenta
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maior grau de rigor, em termos medianos, o que significa uma melhor qualidade
de argumentacdo e de linguagem na resposta correta dadas pelos alunos daquela
turma nos dois problemas. Globalmente (Tabela 4, ultima linha), ¢ em P2 onde
se observa menor rigor mediano com pelo menos metade dos alunos a responder
com um GR nao superior a 1. Esta sumarizagdo de comportamento denuncia que
a utilizacdo da linguagem verbal no enunciado dos dados de um problema
pode influenciar negativamente a prestacdo global e, por ineréncia, a qualidade
de respostas de alunos menos bem preparados. O facto da turma A demonstrar
similar desempenho nos problemas P1 e P2 esta em concordancia com a indicagdo
dada pela docente titular da turma A de estar ser uma turma com alunos, em
geral, bastante empenhados.

TABELA 1V
Valores medianos de GD / GR das respostas dadas nos problemas P1 e P2, por turma
e no conjunto das 3 turmas. Por exemplo, 2 / 0 na tabela significa que, relativamente
as respostas observadas as questoes do problema P1 na turma B,
pelo menos 50% delas apresentam GD inferior ou igual a 2 e pelo menos 50%
(ndo necessariamente as mesmas) apresentam GR igual a 0.

Turma PI1: Questoes 1.1 -1.4d) P2: Questoes 2.1 - 2.4
A 5/2 5/2
B 2/0 0/0
C 5/2 1/1
A, B e C, em conjunto 5/2 2/1

Para avaliar o nivel de conhecimento nos conceitos de probabilidade
condicionada e de independéncia (e incompatibilidade), calcularam-se os valores
medianos do GD e do GR das respostas ao grupo das questdes mais subjacentes ao
conceito de probabilidade condicionada, questdes 1.1, 1.2., 1.3, 2.1 ¢ 2.4,
e ao grupo das questdes mais subjacentes ao conceito de independéncia e
incompatibilidade, questdes 1.4, 2.2 ¢ 2.3 (Tabela 5). Relativamente ao GD, as
3 turmas apresentam, em termos medianos, a mesma qualidade de desempenho,
nas respostas para as questdes sobre probabilidade condicionada e para as questdes
sobre acontecimentos independentes e incompativeis. Relativamente ao GR avaliado
nas respostas corretas, nota-se, quer nas turmas A e C quer nas trés turmas em
conjunto e em termos medianos, um menor rigor nas respostas dadas as questdes
propostas sobre acontecimentos independentes e incompativeis. Tal facto pode
indiciar um menor a vontade dos alunos em explicar os resultados que envolvem
daqueles dois conceitos.
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TABELA V

Valores medianos de GD/GR das respostas dadas no grupo de questdes envolvendo a
nogdo de probabilidade condicionada e no grupo de questdes envolvendo a nogao de

acontecimentos independentes por turma e no conjunto das 3 turmas.

Por exemplo, 3/1 na tabela significa que, relativamente as respostas dadas
na turma C as questdes sobre independéncia e incompatibilidade, pelo menos 50%
delas apresentam GD inferior ou igual a 3 e pelo menos 50%
(ndo necessariamente as mesmas) apresentam GR inferior ou igual a 1.

Nogdo de probabilidade condicionada  Nogdo de indep. e incomp.

Turma Questdes: 1.1,1.2,1.3,2.1,2.4 Questdes:1.4,2.2,2.3
A 5/3 5/2
B 1/0 1/0
C 3/3 3/1
ABeC 45/1,5 5/1

em conjunto

Para averiguar o nivel de associacdo entre as pontuagdes correspondentes
aos atributos (ordinais) das escalas GD e GR obtidos em cada questao,
considerou-se o coeficiente de correlagdo de Spearman (valores sumariados
na Figura 3). A escolha deste coeficiente justifica-se por GD e GR serem
medidas ordinais. O nivel de correlagdo observado para cada questdo ¢ superior
a 0,5, sendo o nivel médio de correlagao para o grupo de questdes envolvendo
probabilidade condicional e o grupo de questdes envolvendo acontecimentos
independentes igual a 0,77, para ambos os grupos. Tal significa que uma melhor
qualidade de desempenho de uma resposta de ambos os topicos, em média, vem
acompanhada de um maior nivel de rigor.

g 1

g 0.8

$—

S 0.6

> 0.4

_g 0.2

o 0

g 11 12 13 14a) 1.4b) 14c) 1.4d) 2.1a) 2.1b) 22 23 24
O Turma A Turma B m Turma C

Figura 3. Valores do coeficiente de correlagdo de Spearman para cada
questdo e por turma.
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4.2. Tipos de conflitos

Por observacdo de todas as resolu¢cdes com 0<GD<5 e 0<GR<3 entre os 43
alunos, conseguiu-se tipificar as fontes principais de erros que emergem das
respostas incorretas em 3 grandes classes:

C1 — conflitos na interpretagdo e calculo da probabilidade condicionada;
C2 — Propriedades incorrectas associadas a no¢do de independéncia;

C3 — Propriedades incorrectas associadas a no¢do de incompatibilidade.

De seguida apresenta-se uma analise mais detalhada dos conflitos semioticos
observados em cada classe.

4.2.1. Conflitos na interpreta¢do e calculo da probabilidade condicionada

Os conflitos inseridos na classe C1 correspondem a confusdes de interpretagao,
num texto verbal, entre probabilidade condicionada e probabilidade conjunta
e a dificuldades em delinear os passos essenciais corretos para o calculo
do denominador na férmula da probabilidade condicionada (i.e., aplicar
correctamente a lei da probabilidade total). Das respostas observadas evidencia-
se ser a classe Cl a que origina mais respostas ndo corretas: 65% dos alunos
apresentam pelo menos uma resposta com interpretacao nao correta dos dados do
enunciado; 53% revela conflito no processo de calculo de probabilidades
condicionadas. O conflito atribuido a interpretagdo torna-se particularmente
prejudicial pois origina a propagacao de mais dificuldades como seja a
incapacidade de estruturar, corretamente, em linguagem simbolica ou por tabela,
os dados descritos em linguagem natural conduzindo assim a uma formulagao
matematica errada do enunciado.

Na Figura 4 sdo ilustrados alguns casos observados de conflitos de
interpretagdo da probabilidade condicionada inseridos na classe Cl1. A Figura 4.a.
contém um excerto da resposta do aluno 19 da turma A, a questao 1.3, que interpreta
erradamente os textos “Probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que
0 bebé da Sra. Ana é do sexo feminino” e “Probabilidade de ser confirmado, no
nascimento, que o bebé da Sra. Berta é do sexo masculino” para uma probabilidade
conjunta. As Figuras 4.b. e 4.c. mostram as respostas erradas do aluno 8 da turma
B, a questao 1.2, e do aluno 1 da turma C, a questdo 2.1, respetivamente, ao terem
traduzido para probabilidade da intersec¢ao um texto com enunciado tipicamente
de probabilidade condicionada, no primeiro caso, da forma “probabilidade de...
[A]... se ...[B]” e, no segundo caso, da forma “probabilidade de...[A]... sabendo
que ...[B]”. Em ambos os textos esta claramente explicito ser /B/ o acontecimento
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condicionante. Estes casos denunciam a inoperancia do aluno de, face a um
enunciado, averiguar se existe algum fendmeno ou acontecimento que restrinja o
espaco amostral. Esta incapacidade sugere alguma imaturidade cientifica
resultante da falta de informagao ou de treino sobre enunciados tipicamente
associados a probabilidades condicionadas, como os mencionados acima.

a g . , .
3P0 fbﬁl‘"ﬂuﬁsw poaun fd & i ¢ 90 Al AD) rsohn «P(a ecografia fazer prever que é menino
o e ;m f T e e, ao nascer, ser mesmo menino)

~ aga [ =127/300= 0,42
I"mﬁ\\‘::\.gr.ﬂwjg._ s fen o o eontriane e o ToAedn, A Arahecncs P(a ecografia fazer prever que é menino
306 | e, ao nascer, ser mesmo menino)
= (o, 0 [ =68/300= 0,23»
b: g gHOEEL: % =°©32 = 34y «P(MNEF) = 96/300 = 0,32=3,2%»
“ he?(poB) = agq,. 5L «P(ANB) = 99,8%

Figura 4. Respostas evidenciando a interpretagdo errada por probabilidade
conjunta de textos relativos a probabilidades condicionadas.

Na Figura 5 estdo transpostos alguns casos observados de conflitos de calculo
da probabilidade condicionada inseridos na classe C1. A Figura 5.a. ilustra uma
resposta sem erros, do aluno 19 da turma A a questdo 2.1, mas inacabada por
falta do calculo da probabilidade do acontecimento condicionante na formula da
probabilidade condicionada. A Figura 5.b. mostra a estratégia da resposta do
aluno 5 da turma C, na questao 2.1, de impor erradamente a independéncia de
dois acontecimentos para obter um valor para o denominador na férmula da
probabilidade condicionada.

4.2.2. Propriedades incorrectas associadas a nogdo de independéncia

Dentro da classe C2 incluem-se essencialmente dois tipos de conflitos, ambos
derivados do estabelecimento de conexdes erroneas, um com a nog¢ao de
incompatibilidade e outro com a designagao de acontecimentos incompativeis.
Enquanto o primeiro, mais grave, ¢ fruto do aluno ainda néo ter compreendido
a nog¢do probabilistica associada ao conceito de independéncia confundindo-a
com a nog¢do de incompatibilidade, o segundo tipo realg¢a a existéncia de
similaridade nos termos incompatibilidade e independéncia, conduzindo a
troca das designacdes em situacdo de stress, natural em momentos avaliativos.
Para ambos os tipos registaram-se cerca de 30% dos alunos com pelo menos uma
resposta nessas condi¢des. Na Figura 6 apresentam-se dois exemplos do primeiro
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tipo, com as respostas dadas pelo aluno 11, da turma C, e aluno 10, da turma A, a
quest@o 1.4.b. Na Figura 7 apresentam-se dois exemplos do segundo tipo de erro
com as respostas do aluno 17, da turma A, a questao 2.3 e do aluno 15, da turma
A, a questdo 1.4.b.

al P LTad foh el [ del Yertdua | ] « 2. A: “Rato ser portador de bactérias”
Ee Ay = T = [8ax ! P(P|4) = 99,8% = 0,998

! P(P¢|A°) = 99,6% = 0,996

P(4) = 6% = 0,06

PIEIR = 986% = L
ey = % - ¢ dé

ol e i | ] 2.1. P(ANP) = ?
i VICFTRT = PPaa) | P(P|A) = P(ANP) / P(4)
0 0 B ! 0,998 = P(ANP) /0,06
Il AR - Elendy | P(ANP) = 0,05988
] T i L AT P P A P(A|P) =?
- - 2 . S P(A|P) = P(ANP) / P(P) »
IR N1 W EERRERE -~ == o
Il AT = Plaaw) | || ek
LT ] {
la e — = = _ : « P(4) = 0,06
[_'-__-.’I"'{:"r."t-: o—»\b’.‘.\-":. = p-i'ﬁ:jf“-"é‘wa-: ..jkf.-’!_'.‘- l';:.i'. P(B|A) = 0998 = 0,998 P(B|4°) = 0,996
|_ PURIAS * oytng WSS WA E pATL a8, P(A‘) =0,94
-v—i-——f—t—v P(B|A) = P(BNA) / P(4)
T 2l g: ] 0,998=P(BNA)/0,06 < P(BNA)=0,05988
= — m P(BNA) = P(ANB) = 0,05988
s} = '.:'—’:‘ _QI_(/‘-JQI' .'é‘[?;'.,ﬁ" DIBndhz 0,6 FES P(A)XP(B) :P(AQB)
e — 0,06XP(B) = 0,5988 < P(B) = 0,998

PAL L B b [erro de calculos)
Jnple)e pldenfag —

dph kIRl oy oselF S WIRI™ D, b g
. P(A|B) = P(ANB) / P(B)
Loae e P(A|B) = 0,05988 / 0,0998 = 0,6 »

NME®Y = Ty neEmy = geaez 0 0,6

Figura 5. Respostasevidenciandoincapacidade em determinar corretamente
o denominador na férmula da probabilidade condicionada.
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Figura 6. Respostas erradas evidenciando confusdo entre a nogdo de
independéncia e incompatibilidade.
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Figura 7. Respostas erradas evidenciando trocas nas designagdes entre
acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis.

4.2.3. Propriedades incorrectas associadas a nog¢do de incompatibilidade

As resolugdes das questdes envolvendo o conceito de incompatibilidade (alineas
l.4.c e 2.2) revelam que, em geral, os alunos compreendem o conceito de
acontecimentos incompativeis e justificam a incompatibilidade recorrendo, ndo a
defini¢do, mas somente a condi¢ao necessaria da probabilidade da intersec¢ao de
acontecimentos incompativeis ser nula. A verificagao, apenas, desta condicao
necessaria ndo ¢ garantia dos acontecimentos serem incompativeis. Ja a
sua nao verificacdo ¢ garantia dos acontecimentos ndo serem incompativeis. Este
jogo de raciocinio logico envolvendo a condi¢do necessaria, mas nao suficiente,
de incompatibilidade leva a existéncia de conflitos na nog@o de incompatibilidade
que definem a classe C3. Contabilizaram-se cerca de 20% dos alunos com pelo
menos uma resposta com este tipo de conflito. Na Figura 8 estdao dois exemplos de
respostas observadas com argumentos errados inseridos na classe C3. A Figura
8.a. ilustra a resposta do aluno 1, da turma A, a questdo 1.4.c., que recorre ao
calculo da probabilidade da intersec¢do para concluir a incompatibilidade. A
Figura 8.b. revela a resposta do aluno 14, da turma C, a questao 2.2, onde confunde
o numeral zero com o conjunto vazio (acontecimento impossivel).
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Figura 8. Respostas dadas com conflitos na nogdo de incompatibilidade.

5. CONCLUSOES

A realizacdo de uma situagao-problema motiva a abordagem de conceitos,
propriedades e procedimentos, quer o aluno tenha ja trabalhado nessa tematica
ou nao, propiciando um amaduramento cientifico dos conceitos e propriedades.
O dominio cognitivo dos conceitos e propriedades ¢ aperfeicoado nos
procedimentos aplicados facilitando a fundamentacdo e a argumentacao. Por seu
turno, os argumentos a usar numa resposta determinam o procedimento a adoptar.
Esta espiral de crescimento cognitivo expectavel entre dominio, procedimento
e argumentacgdo, incentiva a realizagcdo de atividades matematica baseadas
em situacdes-problema.

Na presente investigagcao sdo analisadas em paralelo duas escalas ordinais,
GD e GR, arespostas dadas a duas situacoes problemas, P1 e P2, para avaliar
o nivel de conhecimento sobre topicos concretos da Teoria da Probabilidade
leccionado actualmente no 12° ano de escolaridade em Portugal. Ambas as
situagdes-problema propostas, P1 e P2, envolviam os topicos de probabilidade
condicionada, acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis.
Contudo, em P1 os dados encontravam-se esquematizados numa tabela de
dupla entrada, enquanto em P2 os dados estavam descritos na forma de texto,
0 que exigia a sua formulagdo matematica por parte do aluno.

Para um grupo investigado de 43 alunos do 12.° ano, verifica-se que o
nivel de conhecimento em probabilidade condicionada e independéncia de
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acontecimentos, medido em termos de GD e GR est4 intrinsecamente associado a
qualidade (alta, média ou baixa) de estudo do estudante. As respostas com
melhor qualidade foram de alunos da turma A (turma de “elite”) e as piores
foram de alunos da turma B (do Ensino Profissional). Na realidade, é na turma
com os melhores alunos que se encontram respostas com melhor desempenho
e, simultaneamente, mais rigorosas. Estes resultados levam a crer que o nivel de
conhecimento nos conceitos de probabilidade condicionada e de acontecimentos
independentes esta dependente da motivacdo e facilidade de aprendizagem
do aluno, entendendo-se que, como atualmente se cré, os alunos do Ensino
Profissional estdo menos motivados para continuag@o de estudos a nivel superior
e apresentam mais dificuldade para o estudo.

Em termos medianos, constata-se que o nivel de conhecimento entre os dois
conceitos ndo difere quando avaliado em funcdo da capacidade do aluno de obter
o resultado certo (GD) para questdes envolvendo probabilidade condicionada e
acontecimentos independentes. Porém, as respostas sdo mais rigorosas (i.e., GR
maior) quando aborda a probabilidade condicionada. Assim, os resultados obtidos
levam a conjeturar que existe um menor a vontade por parte do aluno no conceito
de acontecimentos independentes e incompatibilidade.

Da analise dos graus de desempenho e de rigor por tipo de problema (com
e sem esquematizacdo dos dados do enunciado), é evidente que a facilidade
de interpretacdo do problema condiciona a qualidade da resposta. Os alunos
com maior nivel de conhecimento (turma A) ndo demonstraram dificuldade de
interpretacdo do problema sendo capazes de formular matematicamente um
enunciado, contrariamente aos outros alunos.

Relacionando o grau de desempenho e o grau de rigor de uma resposta,
constatou-se que nem sempre uma resposta correta ¢ acompanhada pelo rigor na
sua elaboragdo; porém, uma resposta com maior qualidade de desempenho, em
média, vem acompanhada de maior rigor em termos de procedimento,
argumento e¢/ou linguagem usada. Tal caracteristica ¢ comum para questoes
sobre probabilidade condicionada e sobre independéncia.

A anélise do grupo das respostas dadas pelos 43 alunos sugere a existéncia
de 3 classes, C1 (conflitos na interpretacdo e calculo da probabilidade
condicionada), C2 (conflitos na no¢ao de independéncia) e C3 (conflitos na
noc¢do de incompatibilidade), como fonte primaria de conflitos semidticos em
situagdes-problema envolvendo os conceitos de probabilidade condicionada e
independéncia de acontecimentos. A existéncia destas classes de conflitos revela a
necessidade de se aprofundar tais conceitos em contexto escolar. Em resumo,
as recomendacdes emergentes do estudo apontam para uma maior pratica na
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formulacdo matematica de enunciados envolvendo probabilidade condicionada e
um maior énfase no caracter probabilistico associado a nogao de independéncia
em oposi¢do a nocdo de incompatibilidade. Concretamente, o presente caso
de estudo mostra a necessidade de se exercitar na tradugdo de problemas com
linguagem verbal para linguagem simbdlica, em particular, de textos tipicamente
sobre probabilidade condicionada como sejam, por exemplo, “probabilidade de...
[A]... se ...[B]”, “probabilidade de...[A]... sabendo que ...[B]” e “probabilidade
de em [B] ocorrer [A]”. O objectivo € instruir os estudantes a captarem, num
enunciado, se existe fenomeno que restrinja o espago amostral e assim identificar o
acontecimento condicionante. Mais ainda, esta investigagao salienta a necessidade
de se reforgar que o calculo ou referéncia as probabilidades sao fundamentais para
justificar a independéncia de acontecimentos, podendo ser usados para justificar
a ndo incompatibilidade mas nao para justificar a incompatibilidade.

6. CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho, que resulta da investigagdo realizada para a dissertacdo de Carvalho
(2013), confirma resultados de outros estudos e fornece novos elementos para a
investigacdo do Ensino da Matematica. O caracter inovador prende-se com
a proposta de usar, em paralelo, duas medidas ordinais, em escala de Likert, GD e
GR, para quantificar a qualidade de uma resposta em termos do seu desempenho
e rigor.

Nas tematicas probabilidade condicionada e independéncia, os tipos de
conflitos semioticos listados nas classes Cl1, C2 ¢ C3 encontram-se bem
documentados, com maior ou menos énfase, em literatura especializada.
Contudo, o presente caso de estudo permitiu confirmar que em Portugal esses
tipos de conflitos persistem, demonstrando a necessidade de se criarem acgdes de
formacdo que visem consciencializar atempadamente o professor da existéncia
daqueles conflitos.
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APENDICE |

Situagdo-problema P1: enunciado e resolugdo

1. Um certo estudo numa maternidade revelou, acerca do sexo de 300
bebés nascidos naquela maternidade e das correspondentes previsdes de
sexo a partir da ecografia na 13* semana de gestacdo, os seguintes resultados:

Sexo verdadeiro (ao nascer)

Feminino Masculino
Sexo previsto Feminino 127 96
na ecografia Masculino 9 68

Com base nestes resultados, e usando 3 casas decimais nos arredondamentos,
responda as seguintes questoes.

1.1 Calcule a probabilidade de um bebé, ao nascer, ser do sexo masculino

Resolugdo: Considere os seguintes acontecimentos:

M: “Ser menino”
R: “previsto ser menino” M€ “Ser menina”
RE: “previsto ser menina”

Com estas designagaes, a tabela dada e completa ficaria:

Ser
Total
Mc€ M
R€ 127 96 223
Previsto ser
R 9 68 77
Total 136 164 300

Probabilidade pedida: P(M) = 164/300 = 0,547

1.2 Determine a probabilidade de ser menino se a ecografia faz prever ser uma
menina.

Resolu¢ao: Probabilidade pedida: P(M|R€) = P(MNRC)/P(R°) = 96/223=0,430

1.3 A Sra. Ana e a Sra. Berta estdo a ser seguidas naquela maternidade. Ambas
realizaram uma ecografia na 13* gestagcdo. A Sra. Ana a ecografia previu
uma menina e a Sra. Berta um menino. Em que caso ¢ mais provavel ser
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confirmado, no nascimento, a previsao do sexo indicada pela ecografia? Numa
pequena composig@o fundamente a sua resposta.

Topicos a referenciar:

1.4

Probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da Sra. Ana ¢ do
sexo feminino.

Probabilidade de ser confirmado, no nascimento, que o bebé da Sra. Berta ¢
do sexo masculino.

Topicos da Resolug¢do: Na composi¢ao deve estar o calculo das probabilidades
condicionadas em causa, P(M€|R€) e P(M|R), e indicado qual das duas
probabilidades tem maior valor.

Sra Ana: P(MC|RS) = 1 — P(M|RS) = 1 — 0,430 = 0,570
Sra Berta: P(M|R) = P(M~R)/P(R) = 68/77 = 0,883

Para a Sra Berta é mais provavel ser confirmado, no nascimento, o sexo
masculino do bebé previsto na ecografia da 13°semana de gesta¢ao.

Um casal com trés filhos, todos nascidos naquela maternidade, ¢ selecionado
ao acaso. Considere que o sexo de uma crianga ¢ independente do sexo dos
irmaos e que a probabilidade de qualquer filho do casal ser do sexo masculino
¢ igual a probabilidade calculada na alinea 1.1.

Considere os acontecimentos:

T3 ro. . »
A: “O casal ter no maximo uma rapariga
B: “O casal ter filhos de ambos os sexos”
C: “O casal 56 ter rapazes”

Calcule a probabilidade de cada um dos acontecimentos.

Resolugdo: Do enunciado, resulta:

P(“Um filho do casal ser do sexo masculino”) = P(M) = 0,547

Dado um casal com 3 filhos, o espago de resultados possiveis é:

Q={MMM, MMM, MMM, MMM, MMM, MMM, M MM, M MM}

Umavez que P(M) = 0,547 e, consequentemente, P(M€) = 0,453, os acontecimentos
M e M€ nao séo equiprovaveis. Logo, os 8 acontecimentos elementares em Q
ndo sdo equiprovaveis. As probabilidades pedidas, porque existe independéncia
do sexo entre irmado, sdo entdo calculadas do seguinte modo:
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* P(4) = P( MMM U MMMS O MMM O MCMM) =

= P(MMM) + P(MMMC€) + P(MMM) + P(MCMM) =

= P(M) P(M) P(M) +P(M) P(M) P(MS) + P(M) P(M) P(M) + P(MS)P(M)P(M) =
= 0,547 + 3 x 0,547°x 0,453 = 0,570

* P(B) = P(MMMC U MMM O MMM O MMCME U MCMMC O MCMCM) =
= [—(P(MMM) +P(MMMC)) = 1 —(P(M) P(M) P(M) +P(M) P(M) P(MS) =
— 1= (0,547 + 0,45%) = 0,743

* P(C) = P(MMM) = 0,547° = 0,164

Os acontecimentos A ¢ B sdo independentes? Justifique.

Resolugdo:

P(ANB) =P(MMM UMM MM MM)=P(MMMC) +P(MM M) +P(MMM)=
=3 x(0,547°x 0,453) = 0,407

P(4)P(B) = 0,570 x 0,743 = 0,424

Como, P(ANB) # P(A)P(B), A e B ndo sdo independentes.

Mostre que os acontecimentos AnB e C sdo incompativeis.

Resolugdo: Uma vez que (ANB)NC = MMM, MMM, M MM}\{MMM} =
{ }, entdo os acontecimentos ANB ¢ C sdo incompativeis

Outra resolugdo: (ANB) e C sdo incompativeis, uma vez que é impossivel um
casal de 3 filhos ter filhos de ambos os sexos, com apenas uma menina, e
simultaneamente serem todos rapazes.

Tendo em conta as alineas anteriores, justifique que os acontecimentos ANB
e C ndo podem ser independentes e apresente uma situacdo (com outras
condi¢des de enunciado) em que o poderiam ser.

Resolugdao: Como ANB e C sdao incompativeis entdo, P((ANB)N C) = 0.

Mas, P(ANB)P(C) = 0,407x0,164 + P(ANBNC). Logo, ANB e C ndo sdo
independentes.

Uma situagdo hipotética em que poderiam ser independentes era admitir que
um dos acontecimentos, ANB ou C, tivesse probabilidade nula de ocorréncia.
Por exemplo, admitir que 5o se consideram casais com 3 filhos tendo pelo
menos 1 menina. Assim, P(C) = 0.
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APENDICE [1
Situagao-problema Pl: enunciado e resolu¢do

2. A leptospirose ¢ também conhecida como doenga de Weil. Esta doenga ¢
causada por duas espécies de bactérias. Numa populagdo de ratos, a
probabilidade de encontrar um rato portador destas bactérias ¢ 6%. Um novo
teste de diagnostico da doenca foi proposto. Para avaliar a qualidade deste
novo teste, foram efetuados varios testes aquela populagado de ratos, no sentido
de detetar a existéncia destas bactérias. Do estudo efetuado resultaram as
seguintes conclusdes:

— A probabilidade de um rato ter teste positivo (P), sabendo que é portador das
bactérias, é 99,8%;

— A probabilidade de um rato ter um teste negativo, sabendo que nio ¢é portador
destas bactérias, é de 99,6%

Seja A o acontecimento “Rato ser portador das bactérias™.

2.1 Calcule o valor das seguintes probabilidades:
i) P(ANP)
ii) P(A[P)

Resolugdo: Do enunciado dado, resulta:

P(A) = 0,06
P(P|A) = 0,998
P(PYIAC) = 0,996

onde P€ e A€ representam o acontecimento complementar de Pe A,
respetivamente.

Probabilidades pedidas:

i) P(AnP) = P(4) P(P|4) = 0,06 x 0,998 = 0,05988
ii) P(A|P) = P(AnP) / P(P) = 0,05988 / 0,06364 = 0,940918

uma vez que

P(P) = P(ANP U ACAP) = P(ANP) + P(A°A\P) = 0,05988 + P(A€) P(P|A°) =
=0,05988 + (1 — 0,06)(1 — 0,996) = 0,06364
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Os acontecimentos A e P sdo incompativeis? Justifique convenientemente
a sua resposta.

Resolugdo: Nao, porque P(ANP) # 0. Consequentemente, ANP nunca pode ser
o0 acontecimento impossivel (i.e., o acontecimento { })

Os acontecimentos A e P sdo independentes? Justifique convenientemente a
sua resposta.

Resolugdo: Nao, porque a probabilidade de ocorréncia do acontecimento A
toma valores diferentes consoante se conhega a ocorréncia de P ou nao:

P(4) = 0,06 e P(AIP) = 0,940918

Outra resolug¢do: Nao, porque P(A)P(P) = 0,06x0,06364 = 0,003818, que ¢é
diferente de P(ANP) = 0,05988.

Escolhendo ao acaso um rato dessa populacao, qual ¢ a probabilidade de ele ser
portador das bactérias, sabendo que o teste efetuado deu negativo?

Resolugdo: Probabilidade pedida:

P(A|P€) = P(ANP€) / P(P€) = 0,00012/0,93636 = 0,000128

pois

P(ANP€) = P(A)P(PC|A) = P(A)(1 — P(P|A)) = 0,06x(1 — 0,998) = 0,00012
P(PC)=1-P(P)=1-0,06364 = 0,93636.
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