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RESUMEN

Con el fin de caracterizar el objeto de estudio de la Didactica
de las Matematicas, proponemos un patron heuristico del
desarrollo de los problemas didacticos y lo ejemplificamos
con el algebra elemental. El patréon esta estructurado en
torno a las tres dimensiones basicas o fundamentales de
dichos problemas cuando son construidos en el ambito de la
Teoria Antropologica de lo Didéctico: la epistemoldgica, que
situa a lo matematico en el corazon del problema; la economico-
institucional, que despersonaliza la problematica didactica
y delimita la unidad minima de analisis de los procesos de
estudio, y la ecoldgica, que enfatiza las condiciones
necesarias para que sea posible el estudio institucionalizado
de las matematicas y pone de manifiesto las restricciones de
todo tipo que inciden sobre dicho estudio.

ABSTRACT

In order to illustrate the purpose of the Didactics of
Mathematics study, we suggest a heuristic pattern for
the development of didactic problems demonstrated with
elemental algebra. The pattern is structured around three
basic or fundamental dimensions of said problems when they
are constructed in the field of the Anthropological Theory of
Didactics: epistemological, which puts mathematics at the heart
of the problem; economic-institutional, which depersonalizes
the didactic set of problems and delimits the minimum unit
of analysis of the processes of study, and ecological, which
emphasizes the conditions required so that the institutionalized
study of mathematics is possible and reveals obvious restrictions
of any kind that have an effect on said study.
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RESUMO

Com a finalidade de caracterizar o objeto de estudo da
Didatica da Matematica, sugerimos um paddo heuristico do
desenvolvimento dos problemas didaticos e o exemplificamos
com a algebra elementar. O padrdo estd estruturado ao
redor das trés dimensdes basicas ou fundamentais de tais
problemas quando sdo construidos no horizonte da Teoria
Antropologica do Didatico: a epistemoldgica, que situa aquilo
que ¢ matemdtico no coragdo do problema; a econdémico-
institucional, que despersonaliza a problematica didatica e
delimita a unidade minima de analise dos processos de estudo,
e a ecoldgica, que da énfase as condi¢des necessarias para
que o estudo institucionalizado da matematica seja possivel
e coloca de maneira manifesta as restri¢gdes de todos os tipos
que incidem sobre tal estudo.

RESUME

Afin de caractériser 1’objet d’étude qui est celui de la
Didactique des Mathématiques, nous proposons dans cet
article un patron heuristique du développement des
problémes didactiques et nous I’illustrons en prenant comme
exemple 1’algébre élémentaire. La structure de ce patron est
axée sur les trois dimensions basiques et fondamentales desdits
problémes lorsqu’ils sont abordés dans le cadre de la Théorie
anthropologique du didactique: la dimension épistémologique,
qui place 1’aspect mathématique au cceur du probléme, la
dimension économico-institutionnelle, qui dépersonnalise
la problématique didactique et circonscrit 1’unité minimale
de I’analyse des processus d’étude et la dimension écologique
qui met en relief les conditions nécessaires pour qu’une telle
étude institutionnalisée des mathématiques soit possible et qui
fait ressortir les contraintes en tout genre ayant une incidence
sur 1’étude en question.
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1. EL OBJETO DE ESTUDIO DE LA DIDACTICA DE LAS MATEMATICAS

En este trabajo describiremos las tres dimensiones basicas o fundamentales que
distinguen a los problemas de investigacion en Didactica de las Matematicas
cuando son enunciados y propuestos —construidos— en el ambito de la Teoria
Antropologica de lo Didactico (en adelante, TAD). De este modo, postulamos una
primera caracterizacion del objeto de estudio de la Didactica de las Matematicas
y, en consecuencia, de esta disciplina, bajo el enfoque de la TAD'.
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Sin embargo, no pretendemos caracterizar de manera absoluta el objeto de
estudio de la Didactica de las Matematicas, ya que esta disciplina se encuentra
todavia en una etapa historica fundacional y, en cierta manera, pre-paradigmdtica
(Kuhn, 1962).

Unicamente trataremos de analizar y relacionar entre si a las tres caracteristicas
fundamentales de los que consideramos como problemas diddacticos®.

Esas tres dimensiones, que describiremos con cierto detalle y
posteriormente ejemplificaremos con el caso del problema del dlgebra elemental,
no deben tomarse como propiedades obtenidas de un anélisis a posteriori sobre
los problemas didacticos previamente definidos o establecidos, sino como
caracteristicas definitorias y constitutivas de la nocion de problema didactico,
segun el punto de vista de la TAD.

Lo anterior significa que, en lugar de empezar suponiendo que ya sabemos
lo que son los problemas diddcticos (a los que se identifica, por ejemplo,
con los problemas relativos a la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas) y
proponer luego una lista de caracteristicas de los mismos, nosotros actuaremos
al revés. Asumimos el principio epistemoldégico general que sefiala que
los problemas cientificos no estan dados de antemano, sino que se generan
y evolucionan conjuntamente con la disciplina que los construye (Gascon, 1993);
en nuestro caso, construiremos y enunciaremos los problemas didacticos con las
herramientas que nos proporciona la TAD en su estado actual de desarrollo.

2. PATRON HEURISTICO DEL DESARROLLO DE LOS PROBLEMAS DIDACTICOS

En forma esquematica, el desarrollo virtual de un problema didactico (que no es
necesariamente histérico) puede representarse como sigue:

{[(PO ® pl) C' Pz] C’ P3} C pﬁ

' En adelante daremos por sentado que este articulo se inscribe en el ambito de la Teoria

Antropologica de lo Didéactico (TAD) para no tener que repetir constantemente aunque a veces
serd inevitable expresiones del tipo —”en el ambito de la TAD”, —”de acuerdo con la interpretacion
de la TAD” y otras similares.

2 En este texto utilizaremos problema diddactico como sindnimo de problema de investigacion en
Didactica de las Matematicas.
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Donde P, P, y P, representan las dimensiones fundamentales del problema,
mientras que P juega un papel especial porque, como veremos, es una formulacion
inicial, en cierta forma precientifica, de algunos tipos de problemas didacticos, a
la que hemos denominado problema docente (Gascon 1999b). Veremos que,
aunque P es especialmente visible en las primeras etapas del desarrollo de la
Didactica de las Matematicas —en las que nos encontramos actualmente—, no
consideramos que constituya una dimensién que esté necesariamente presente
en fodos los problemas didacticos. El simbolo ® alude a que P, es un problema
didactico incompleto y que es necesario afadirle, al menos, la dimension
epistemoldgica P, para que pueda ser considerado como problema.

El simbolo G no debe interpretarse como una inclusion; mas bien, indica
que cada una de las dimensiones P, es l6gicamente anterior a la dimension P o, al
menos, que “P, va antes que P,,” en un hipotético desarrollo virtual del problema.
También podria decirse que una formulacion completa de P requiere de cierta

i+1
formulacién previa —aunque sea implicita— de P..

En cuanto a P, se le puede llamar simplemente problema diddactico
y considerarlo como una formulacion (que puede ser virtual) donde estan
contenidas las tres dimensiones fundamentales del problema, las relaciones entre
ellas y algunas cuestiones nuevas que no aparecian explicitamente en ninguna
de aquellas.

Aqui es importante subrayar dos caracteristicas del desarrollo historico
efectivo, esto es, de la historia real de la investigacion didactica:

a) En la practica cientifica normal —independientemente del enfoque
teorico que se adopte— no se suelen explicitar todas las dimensiones
de los problemas didacticos; normalmente se estudia un aspecto de
alguna de las dimensiones del problema. El desarrollo posterior de la
investigacion puede dar origen a la formulacién y al estudio de otros
aspectos de alguna de las restantes dimensiones, asi como a su conexion
con otros problemas didacticos.

b) El desarrollo histérico de la investigacion didactica no siempre se
atiene ni respeta de manera estricta el patron heuristico, ya que en la
historia real puede cambiar el orden en que se estudian algunas de
las dimensiones basicas de un problema didactico. Ademas, pueden
valorarse como principales o prioritarias a las dimensiones que aqui
consideramos secundarias —por ejemplo, las dimensiones cognitiva,
personal, ostensiva, instrumental, etc.— y, desde luego, puede quedar
implicita y no ser ni siquiera planteada alguna dimensiéon que desde la
TAD se juzgue como bdsica o fundamental, como la epistemologica.

Relime, Vol. 14 (2), Julio de 2011



LAS TRES DIMENSIONES FUNDAMENTALES DE UN PROBLEMA DIDACTICO 207

Se confirma asi la afirmacion de Lakatos (1971): la historia real es una
caricatura de sus reconstrucciones racionales.

A fin de dar una formulacion general sobre las dimensiones basicas de un
problema didactico y empezar a clarificar el objeto de estudio de la Didactica
de las Matematicas, asignaremos una denominaciéon a cada una de ellas y
la acompafiaremos de una breve descripcion.

2.1. Los problemas docentes como posible punto de partida

Llamamos problemas docentes a los que se plantea el profesor como tal profesor
cuando tiene que ensefiar un tema matematico a sus alumnos. Los problemas
docentes se formulan con las nociones disponibles en la cultura escolar, que en
muchas ocasiones son importadas de los documentos curriculares (por ejemplo,
las nociones de motivacidn, aprendizaje significativo, individualizacion de la
enseflanza, adquisicion de un concepto, abstraccion o competencia). Tanto las
nociones como las ideas dominantes de la cultura escolar no se cuestionan.
Un prototipo de problema docente genérico puede expresarse en los siguientes
términos:

P (Qué tengo que ensefiar a mis alumnos y cémo tengo que ensefiarlo a propdsito de
la geometria, de la estadistica, del calculo diferencial o de la proporcionalidad?

Los problemas docentes admiten formulaciones mas especificas, que suelen
aludir a algtin aspecto particular del problema. Por ejemplo:

P’ (Cémo puedo motivar a mis alumnos, aumentar su interés por el estudio y mejorar
su actitud en relacion con cierto ambito de las matematicas? O también, ;como
puedo utilizar las TIC a fin de mejorar el proceso de ensefianza de dicho ambito?
(Como individualizar 1a ensefianza de tal o cual concepto?

Hay que sefialar, de nuevo, que no todo problema diddctico parte necesariamente
de un problema docente, aunque historicamente la problematica docente ha
constituido la problematica didactica inicial. Pero a medida que una disciplina se
desarrolla, su objeto de estudio evoluciona de modo paralelo.

[...] no deberia sorprendernos que, a medida que evoluciona la Didactica
de las Matematicas, los diferentes tipos de problemas que van apareciendo
queden, aparentemente, cada vez mas alejados de la problematica inicial. De
hecho, esto es lo que ha sucedido y sigue sucediendo en todas las disciplinas
cientificas desde la fisica, la quimica, la biologia, 1a psicologia y la economia,
hasta las propias matemdticas.
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[...] El alejamiento que sufren los problemas didacticos respecto de la
problematica docente inicial no deberia interpretarse como un olvido de ésta,
sino como una reformulacion que puede ser muy profunda e inesperada y que
esta propiciada por la elaboracion de nuevos instrumentos tedricos y técnicos.
(Gascon 19990, p. 135)

Sin embargo, actualmente muchos de los problemas didacticos que aparecen
en la bibliografia se siguen formulando de un modo relativamente préoximo a
los problemas docentes. Esto se pone de manifiesto en que algunas investigaciones
didacticas no cuestionan el ambito de la actividad matematica que esta involucrado
en el problema didactico; en consecuencia tampoco consideran la relatividad
institucional del saber matematico. Por ejemplo, si el problema didactico atafie
a la ensefianza de la geometria, no es habitual que se tome como parte del
problema la dilucidacion de lo que se entiende por geometria en la institucidon de
referencia —donde se ha planteado el problema— ni que se sienta la necesidad
de elaborar un modelo epistemoldgico de la geometria para utilizarlo en el
estudio del problema.

Dicho cuestionamiento, segun la perspectiva de la TAD, es imprescindible.
Para que un problema didéctico pueda ser considerado como tal debemos empezar
explicitando_su dimensidn epistemologica.

2.2. Dimension epistemologica de un problema diddctico

En la formulacion de cualquier problema didactico, el didacta siempre utiliza,
aunque solo sea implicitamente, una descripcion y una interpretacion —es decir,
un modelo epistemologico— del ambito matematico que esta en juego. La TAD ha
subrayado desde el principio la necesidad de explicitar dicho modelo y utilizarlo
como referencia para analizar los hechos didactico-matematicos (Gascon, 1993,
1994, 1998, 1999a, 200la). Actualmente se le llama modelo epistemologico
de referencia (MER) y tiene un caracter siempre provisional. Con base en el
MER, el didacta puede deconstruir y reconstruir las praxeologias cuya difusién
intrainstitucional e interinstitucional pretende analizar.

La Teoria de la Transposicion Didactica (Chevallard, 1991, 1997) nos ensefia
que no existe un sistema de referencia privilegiado a partir del cual se observe,
analice y juzgue el mundo de los saberes. Pero la ausencia de un sistema de
referencia absoluto no hace menos imprescindible —de forma bastante analoga a
lo que pasa en la mecanica— la utilizacion de sistemas de referencia relativos,
adecuados a cada problema y situacion (Bosch & Gascon, 2005). Queremos
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insistir una vez mas en que los modelos epistemologicos que construye la
Didactica de las Matematicas deben tomarse como hipdtesis de trabajo vy,
como tales, deben ser constantemente contrastados y revisados. Es en este
punto donde toma pleno sentido el nombre de epistemologia experimental,
que Guy Brousseau dio inicialmente a la Didactica de las Matematicas.

El MER también es necesario para estudiar el saber matematico antes
de que se transforme para ser ensefiado. Sélo asi podremos dar cuenta no sélo de
la forma en que se interpreta la proporcionalidad, la geometria o la topologia
dentro del sistema de enseflanza, sino también del porqué es posible encontrar
en dicho sistema unos objetos matematicos y no otros. Por ejemplo, podremos
identificar el porqué de la insistencia actual en enseflar la proporcionalidad y
porqué en un momento histérico reciente desaparecid la geometria euclidiana
del corpus de la matematica ensefiada (y porqué ha vuelto a aparecer, aunque
timidamente, en la Ensefianza Secundaria Obligatoria de Espafa). En cualquier
caso, es importante que el MER que se utiliza en una investigacion didactica sea
explicito —o potencialmente explicitable—, ya que condicionard decisivamente:

a) La amplitud del ambito matemdtico mas adecuada para plantear el
problema didactico en cuestion. Por ejemplo, si un problema didactico
hace referencia a los /imites de funciones, el didacta debera utilizar un
MER mas o menos amplio, que contenga o no las problematicas de la
existencia del limite, la continuidad o la derivabilidad (Barbé, Bosch,
Espinoza & Gascédn, 2005).

b) Los fenémenos® diddcticos que serdan visibles para el investigador. Si
se considera, por ejemplo, que el saber matematico es una construccion
axiomadtica, sera muy dificil detectar fendmenos didacticos ligados con
la actividad de resolucion de problemas.

¢) Los tipos de problemas de investigacion que se pueden plantear. Para
los investigadores en didactica que toman el saber matematico como
un sistema conceptual es muy dificil proponer problemas didacticos
fuera de un marco —normalmente psicologista— en el que aprender
matemadticas se identifica con adquirir conceptos.

d) Las explicaciones tentativas que se podrdn proponer, esto es, el tipo
de soluciones que se consideraran admisibles (Bosch & Gascoén, 2007).
Por ejemplo, si el modelo epistemologico asumido considera al saber

3 En este trabajo utilizaremos la nocion de fenomeno diddctico como un término primitivo, tal
como suele hacerse cuando se habla de fendmenos fisicos, fenomenos biologicos o fenomenos soci-
ologicos. El analisis sobre como una teoria didactica construye los fenomenos didacticos y como los
utiliza merece un estudio en profundidad que no podemos hacer aqui (ver Gascon, 2011; Artigue,
Bosch & Gascon, 2011).
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matematico como un /enguaje, entonces las explicaciones relativas a
las dificultades en el aprendizaje del dlgebra elemental se plantearan
forzosamente en términos de adquisicidon y utilizacion del lenguaje
algebraico.

En resumen, la dimension epistemologica de un problema didactico es una
dimension nuclear puesto que, como veremos, impregnay condiciona fuertemente
al resto de las dimensiones. Y esto sucede incluso en las investigaciones didacticas
donde las cuestiones relativas a esta dimension son mas o menos transparentes y,
en consecuencia, no se consideran de manera explicita.

Cuando la dimension epistemoldgica se pone en primer plano, como
se muestra en los enfoques que se sitian en el Programa Epistemologico de
Investigacién en Didactica de las Matematicas*, entonces se hace un esfuerzo
por explicitar el MER —sea con este nombre o con otro— y aparecen cuestiones
relativas a la forma de describir e interpretar los conocimientos matematicos.
En forma mas concreta, los tipos de preguntas que integran la dimensioén
epistemoldgica de un problema didactico son los siguientes:

a) (Qué es el conocimiento matematico? Esto es, ;como se interpreta
y ¢dmo se describe el conocimiento matematico? ;Cuales son sus
componentes y cOmo se estructuran?

b) (Cémo pueden modelizarse, desde la posicion del didacta, los
conocimientos matematicos (modelo epistemologico general) y cada
uno de los ambitos de la actividad matematica (modelos epistemologicos
especificos)?

c) (Cualessurazondeser? Esto es, jcuales son las cuestiones matematicas
0 extramatematicas a las que responde cada uno de los ambitos de la
actividad matematica?

d) (Qué se entiende por hacer matemadticas y por adquirir, comunicar,
aprender, enseniar o aplicar 1os conocimientos matematicos?

e) ¢Como se generany como se desarrollan los conocimientos matematicos?
(Como se transforman al emigrar entre las diferentes instituciones?

f) (Cuadl es la amplitud del ambito matematico mas adecuada para plantear
un problema didactico determinado?

4 Guy Brousseau (1997) denominé inicialmente diddctica fundamental al nuevo punto de vista
en Didactica de las Matematicas que surgid a principios de los afios 70 del siglo pasado. El nuevo
enfoque provocd una ampliacion inesperada de la problematica didactica debido, principalmente, a
que incluia al conocimiento matemdtico como objeto primario de investigacion. En Gascon (1998)
se analiza la evolucion de la didactica hasta desembocar en la diddctica fundamental, y en Gascon
(2002, 2003a) se habla abiertamente de un nuevo programa de investigacion en Didéctica de las
Matematicas: el programa epistemoldgico.
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Dichas cuestiones estan siempre presentes en el trasfondo de los problemas
didacticos, incluso en el caso de que estos solo se refieran explicitamente a
otros de sus aspectos o dimensiones. Ademas, las respuestas a estas cuestiones que
propone o asume implicitamente cada enfoque en Didactica de las Matematicas
condicionan completamente a la problematica didactica.

En cualquier caso, las preguntas que forman parte de la dimension
epistemoldgica dejan entrever que esta no sélo ocupa una posicidon privilegiada
en todo problema didactico, sino que ademas es inseparable de las restantes
dimensiones (la econdmico-institucional y la ecologica), que analizaremos a
continuacion.

Dado que las preguntas de caracter epistemoldgico son las fundamentales
de la teoria del conocimiento, podemos afirmar que la dimension epistemolégica de
un problema didactico es mas basica o fundamental que la que podriamos llamar
dimension cognitiva. Por ello, la TAD no considera que las cuestiones directamente
relacionadas con lo cognitivo (en el sentido de la psicologia cognitiva) integren
una de las dimensiones fundamentales o basicas de un problema didactico,
sino que formen parte de una dimension secundaria, aunque no por ello menos
importante.

Para tomar en cuenta la dimension epistemologica de un problema didactico,
el didacta debe construir efectivamente —y, de preferencia, en forma explicita—
un MER relativo al ambito de la actividad matematica que esta en juego en dicho
problema. Este MER, de alcance local o regional, debe ser compatible con el
modelo epistemologico general de la actividad matematica que, en el caso de la
TAD, se formula en términos de organizaciones praxeoldgicas o praxeologias’.

> La TAD introduce una conceptualizacidon unitaria en términos de praxeologias —union de los

términos griegos praxis y logos— para referirse a esa unidad indivisible formada por la actividad y
el conocimiento humanos. Se parte del postulado que afirma que toda actividad humana se puede
describir como la activacion de praxeologias, asumiendo asi que toda practica o saber hacer (praxis)
aparece siempre acompafiada de un discurso o saber (logos); es decir, una descripcion, explicacion o
racionalidad minima sobre lo que se hace, el como se hace y el porqué de lo que se hace. La praxis
esta formada, a su vez, por dos componentes, [7/t] un tipo de tareas Ty una técnica T 0 manera
institucionalizada y compartida de llevar a cabo las tareas del tipo T en cierta institucion. El logos,
a su vez, tiene otras dos componentes [0/@], una tecnologia 6 o discurso razonado (logos) sobre la
técnica (para hacer inteligible la técnica T como medio para realizar 7) y un componente teorico
® que rige la propia tecnologia 0, aportando elementos descriptivos, justificativos y generativos
de los demas componentes de la praxeologia. Al unir la praxis y el logos tenemos la praxeologia,
que se designa como [7/1/0/@]. Hablaremos asi de praxeologias matematicas (u organizaciones
matematicas, OM) y praxeologias didacticas (u organizaciones didacticas, OD). (Chevallard, 1999)
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Esto significa que los MER deben describirse conforme a la génesis y el desarrollo
(incluyendo ampliaciones y completaciones progresivas) de determinadas
praxeologias matematicas.

En este punto, aparecen como inseparables las dos caras de la actividad
matematica: el proceso de estudio (lo didactico) y el producto o resultado de
esa construccion (/o matematico, en sentido clasico). El proceso de estudio, al seruna
actividad humana, también puede ser modelizado en términos de praxeologias que
seran llamadas diddcticas (Chevallard, 1999). La nocién de estudio integra
todos los procesos de manipulacion de las matematicas en las diversas
instituciones sociales, ya sean de produccidn, difusion, utilizacién o ensefianza
(Chevallard, Bosch & Gascon, 1997). El objeto de estudio de la Didactica de las
Matematicas puede formularse ahora con la nocion de praxeologia:

El concepto de praxeologia nos permite formular completamente el objeto
de la didactica: la diddctica se preocupa por el estudio de las condiciones
y restricciones bajo las cuales las praxeologias comienzan su vida, migran,
cambian, funcionan, mueren, desaparecen, reviven, etc., dentro de los grupos
humanos. Por supuesto, esto conlleva una considerable ampliacion del campo
de investigacion de la didactica: /a didactica estudia /o didactico, en cualquier
forma que pueda aparecer. Dandose el objeto de estudio adecuado, la didactica
aumenta progresivamente sus esperanzas de evitar quedar dominada por
campos disciplinares establecidos en la escuela. (Chevallard, 2005)

Como dice Chevallard, el estudio de la transposicion didactica, y afiadimos,
el analisis de los MER que este estudio requiere y permite construir, son
los instrumentos que han permitido a la Didéctica de las Matematicas romper
con la didactica clasica y construir su propio objeto de estudio, integrando
definitivamente al saber matematico.

[...] en la medida en que el “saber” deviene para ella problemdtico puede
figurar, en adelante, como un término en el enunciado de problemas (nuevos
o simplemente reformulados) y en su solucion. (Chevallard, 1997, p. 16)

Para formular un problema didactico en términos de la TAD se requiere
tomar un MER como sistema de referencia. Dicho en forma breve, al plantear
un problema didactico es imprescindible tomar en cuenta su dimension
epistemoldgica porque esta tiene un caracter nuclear. Toma asi pleno sentido la
idea tan repetida de Guy Brousseau, la cual sefiala que todo problema didéctico
tiene un componente matemdtico esencial, al tiempo que se subraya, una vez
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mas, la importante ampliacion de lo matematico, defendida por el programa
epistemoldgico de investigacion en Didactica de las Matematicas, al integrar
de manera inseparable en la dimension epistemoldgica la génesis, el desarrollo,
el estudio, la utilizacion y la transposicion institucional del saber matematico
(Gascon, 1993, pp. 299-300).

2.3. Dimension economico-institucional de un problema diddctico y unidad
minima de andlisis de los procesos de estudio

De manera coloquial, podemos decir que la dimensidon econdmico-institucional
de un problema didéctico incluye cuestiones que giran en torno a la pregunta
(como son las cosas (las OM y las OD) en la contingencia institucional? Con
ello, abarca al sistema de reglas y principios (nomos) que regulan —en una
institucién determinada— la organizacion y el funcionamiento de las OM y las
OD involucradas en el problema didactico.

Cabe mencionar que cualquier respuesta que pretendamos dar a la citada
pregunta debera apoyarse en un MER y en un modelo didactico de referencia (MDR)
sustentado por dicho MER. Ademas, no hay que olvidar que cuando nos
preguntamos como son las cosas aparecen cuestiones que solo pueden
responderse investigando lo que sucede cuando intentamos cambiar las cosas
en una direccion determinada. En resumen, podriamos decir que la actividad
que se ha de llevar a cabo para responder las preguntas tocantes a la dimension
econdmico-institucional de un problema didactico esta muy ligada a lo que
Chevallard (2010, en prensa) designd como el andlisis clinico de la didactica,
y que engloba lo que suele denominarse ingenieria diddctica. Dicho analisis
incluye la observacion y la descripcion detallada de las OM y las OD que
existen efectivamente en determinadas instituciones (utilizando como referencia
determinados MER y MDR), asi como el disefio, experimentacion y evaluacion de
nuevas OD, construidas con los criterios mencionados. Este analisis pretende, por
una parte, estudiar los hechos didacticos que se producen en los sistemas docentes
cuando se introducen cambios didécticos controlados, al igual que su viabilidad;
por otra, contrastar determinados fendmenos didacticos previamente formulados
y explicitados en forma tedrica.

Dado que el MER se estructura mediante una sucesion creciente de
praxeologias matematicas, ningin problema didéctico puede abordarse haciendo
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referencia a una OM puntual®, esto es, que haya sido generada unicamente por
un concepto, una técnica o un tipo de problemas matematicos.

En forma andloga, y teniendo en cuenta de nuevo que en la construccion de
un MER hay que atender a los datos empiricos que provienen de todas y cada una
de las instituciones que intervienen en el proceso de transposicion diddactica (ver
Figura 1), ningtn problema didactico podra considerar inicamente los datos que
emanan de una sola institucion —por ejemplo, el aula o la institucion escolar—, y
mucho menos podemos restringirnos a los datos que emanan del comportamiento
individual de los sujetos de una o mas instituciones.

Saber sabio N . Saber aprendido,
o Saber a ensefiar Saber ensenado . :
Instituciones disponible
productoras del Noosfera mm)| Escucla,aula |[Wmp| Comunidad de
saber estudio

NN /S

Modelos Epistemoldgicos de Referencia (MER)

Comunidad de Investigacion en Didéactica de las Matematicas

Figura 1. Etapas de la transposicion didactica.

Desde el punto de vista de la TAD, todo problema didéctico tiene que hacer
referencia, en forma mas o menos explicita, a todas las etapas de la transposicion
didactica y debe contener una praxeologia matematica suficientemente amplia.
Hay que recordar que la unidad minima de andlisis de los procesos didacticos
(Bosch & Gascon, 2005) debe contener el proceso de estudio institucional de una
OM local relativamente completa (Bosch, Fonseca & Gascon, 2004). En realidad,
la unidad minima de analisis de los procesos didacticos es una organizacion
didactica asociada a una OM local.

® La caracterizacién de una OM como puntual, local o regional no es absoluta, ya que depende
de lo que en cada institucion se considere como un unico tipo de tareas matemadticas, y del ambito
que abarque el discurso tecnoldgico que se le asocie. Se puede mostrar (Fonseca, 2004; Bosch,
Fonseca & Gascon, 2004) que una de las discontinuidades didacticas que se aprecian en la
articulacion entre la ensefianza secundaria y la universitaria es la dificultad para hacer vivir
en la ensefianza secundaria las OM locales relativamente completas y la consiguiente ausencia en
la universidad de OM locales que sean capaces, a su vez, de constituir el punto de partida
para la construccion de las OM de nivel superior (regionales y globales) de una forma no meramente
teoricista (Gascon, 2001a)
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Es en este contexto donde tiene sentido plantear la dialéctica entre lo
personal y lo institucional, tal como la considera la TAD. En efecto, al aceptar
la citada unidad minima de analisis de los procesos didacticos se sefiala la
preeminencia de lo institucional sobre lo personal, tanto en la descripcion de los
fenomenos didacticos como en la formulacion de los problemas de investigacion
didactica y hasta en el tipo de respuestas admisibles.

Para la TAD, no hay fenémenos ni problemas didacticos que se refieran en
ultima instancia a la relacion personal con un &mbito del saber matematico, puesto
que dicha relacion esta en gran medida determinada —y, en consecuencia, puede
ser explicada— a partir de la relacion institucional. Por ejemplo, la relacion
personal de un alumno con la proporcionalidad o, mejor, con una praxeologia
matematica determinada que vive en cierta institucion, la cual incluye a la nocion de
proporcionalidad, depende en gran medida y puede explicarse en ultima instancia
a partir de la relacion institucional a dicha praxeologia, esto es, a partir del tipo de
actividades matematicas que es posible llevar a cabo en torno a la proporcionalidad
en la institucion de referencia, sin que esto niegue las diferencias evidentes entre
las diversas relaciones personales a una praxeologia determinada.

Es por ello que en la TAD se considera la relacion institucional a una OM,
y en forma mas amplia, la vida institucional de una OM, esto es, la génesis,
el desarrollo, la difusidn intrainstitucional, la migracion a otras instituciones y la
desaparicion institucional de las praxeologias matematicas, como objeto primario
de estudio, mientras que la relacion personal es vista como objeto secundario,
aunque no por ello menos importante. Asi, la TAD no toma en cuenta a la
dimension personal como fundamental o basica en un problema didéctico.

Las cuestiones que forman parte de la dimension economico-institucional
de un problema didactico requieren que se explique previamente la dimension
epistemologica. En particular, el MER resulta imprescindible para analizar
el saber matematico, tal como aparece y es interpretado en cada una de las
instituciones que intervienen en las sucesivas etapas del proceso de transposicion.
Por ejemplo, para estudiar la forma como se interpretan los nimeros decimales,
el algebra elemental o la derivacidén de funciones en un determinado sistema
de ensefianza, el didacta necesita utilizar un MER especifico de cada uno de esos
ambitos del saber matematico.

Si, por ejemplo, queremos estudiar lo que algunos autores llaman el
razonamiento proporcional de los estudiantes y los fendémenos didacticos que
se le asocian, es imprescindible partir de un analisis de como es interpretada
la proporcionalidad en la institucion docente. Esto implica ahondar en las
practicas matematicas que es posible llevar a cabo en dicha institucion sobre
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la proporcionalidad. Pero este analisis es todavia insuficiente. Sera necesario,
ademas, situar la proporcionalidad en una OM local relativamente completa
que, a su vez, debera integrarse en una OM regional y, sobre todo, estudiar todas y
cada una de las etapas de los fendmenos transpositivos, los cuales han dado como
resultado las OM en torno a la proporcionalidad que aparecen efectivamente en
las instituciones escolares.

Enresumen, la dimension econdmico-institucional de un problema didactico
plantea cuestiones sobre el resultado que, en un periodo histdérico determinado,
ha producido la accion de /a transposicion didactica en las praxeologias
matematicas y didacticas. Los tipos de problemas que forman parte de dicha
dimension son los siguientes’:

a) (Cual es el dmbito institucional que hemos de tomar en consideracion
para estudiar el problema didactico en cuestion?

b) (Qué caracteristicas presentan determinadas OM, y las OD asociadas,
en una institucion y en un periodo historico determinados?

¢) (Coémo se considera en cada institucion un ambito concreto de la
actividad matematica? (es decir, como se describe y cdmo la interpretan
los sujetos de la misma)

d) ;Qué tipos de practicas matematicas pueden llevarse a cabo en una
institucion determinada en relacion con un ambito particular de
la actividad matematica?

e) (Cual es, en definitiva, el modelo epistemoldgico de las matematicas
(especifico de un ambito) y el modelo didactico asociado dominantes en
una institucion dada?

f) (Qué dificultades aparecen cuando se pretende modificar las OD en una
direccion determinada dentro de una institucion dada?

Todo problema didactico hace referencia a la forma de organizar el estudio
de ciertas OM en determinas instituciones; esto es, alude a una OD institucional.
En consecuencia, el didacta necesita instrumentos para describir y analizar
las caracteristicas de dichas OD, los cuales se los proporcionara un modelo de
referencia de las OD posibles que, al igual que el MER, debe ser preferiblemente
explicito. En el caso de la TAD, el modelo diddctico de referencia (MDR)

7 Este tipo de problemas didacticos no se suelen plantear cuando la problematica didactica
se mantiene muy proxima a la problematica docente puesto que el profesor, como tal profesor,
tiene que negar la existencia de los procesos transpositivos para preservar la legitimidad de la
matematica ensefiada, manteniendo asi la ilusion de la existencia de un unico saber matemdtico que,
naturalmente, coincidiria con el que se ensefia en la escuela (Chevallard, 1991).
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se expresa en términos de la teoria de los momentos o dimensiones de la actividad
matematica, que permite describir la dinamica de las OD (Chevallard, 1999), asi
como de los tipos ideales de OD. Dado que cada OD empirica —historicamente
existente en una institucion— esta basada en el modelo epistemologico
de las matematicas que domina en dicha institucion, la descripcion de las OD
empiricas debe incluir una caracterizacion del modelo epistemoldgico de las
matematicas en que cada una de ellas se sustenta. En definitiva, el MDR tiene
que establecer una profunda relacién entre las caracteristicas del proceso (OD) y
el producto (OM) de la actividad matematica institucionalizada (Gascon, 2001a).

2.4. Dimension ecologica de un problema diddctico: niveles de codeterminacion
matemdtico-diddctica

De forma muy simplificada, podria decirse que la dimensidon ecoldgica de un
problema didéactico contiene las cuestiones que giran en torno a la siguiente
pregunta: ;por qué las cosas (las OM y las OD) son como son en la contingencia
institucional y qué condiciones se requeririan para fuesen de otra forma dentro
del universo de lo posible?

Como la dimension ecoldgica de todo problema didactico incluye en
cierta forma las dimensiones epistemologica y economico-institucional, se
puede afirmar bajo el enfoque de la TAD que todo problema didactico es, en
alguna medida, un problema de ecologia praxeolégica o, con mas precision,
que la didactica se preocupa por el estudio de la ecologia institucional de
las praxeologias matemdticas y diddcticas (Bosch & Gascon, 2007) Por ello,
es preciso tomar en consideracion las restricciones y condiciones impuestas sobre
las praxeologias en fodos los niveles de co-determinacion diddctica, desde los
mas genéricos, como la sociedad y la civilizacion, a los mas especificos, como el
tema y la cuestidon matematica concreta.

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico propone una jerarquia de niveles
de co-determinacion diddactica (Chevallard, 2001, 2002a, 2002b) entre las OM
y sus correspondientes OD, estructurada mediante una sucesion de niveles, y en
cada uno surgen dependencias mutuas entre las OM y las OD:

Civilizacion > Sociedad > Escucla ¢> Pedagogia > Disciplina ¢> Area ¢ Sector ¢ Tema > Cuestion
Cada nivel contribuye a determinar la ecologia institucional de las OM y

las OD, tanto por los puntos de apoyo que ofrece como por las restricciones que
impone. En cada nivel se producen restricciones entre las OM y las OD que tienen
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caracter reciproco: la interpretacion y la estructuracion de las OM en cada nivel de
la jerarquia condicionan las formas posibles de organizar su estudio, mientras que,
reciprocamente, la naturaleza y las funciones de los dispositivos didacticos
existentes en cada nivel determinan, en gran medida, el tipo de OM que sera
posible reconstruir.

Toda cuestion —en este caso, matematica— que genera un proceso de
estudio en una institucion didactica forma parte de un tema que pertenece a
un sector, el cual queda incluido en un drea de una cierta disciplina. Si
esta disciplina son las matematicas, llamaremos a estos niveles matematicos. En
contraposicion, los niveles mas alla de la disciplina, que se denominan genéricos,
son considerados culturalmente como niveles pedagogicos en el sentido de no
matematicos; sin embargo, incluyen restricciones que tienen fuerte incidencia en
la matematica escolar y, por tanto, deben formar parte del objeto de estudio de la
Didactica de las Matematicas.

Por ejemplo, la pregunta jcudles son las simetrias de un rectangulo no
cuadrado? es considerada en la mayoria de los sistemas escolares de la siguiente
manera: pertenece al fema simetrias de poligonos, que se incluye en el sector
de transformaciones del plano; éste a su vez concierne al drea de la geometria,
que forma parte de la disciplina matematicas (Chevallard, 2001).

Sin embargo, el hecho de que se construya esta jerarquia disciplinar
no garantiza la calidad del estudio de la pregunta en cuestién. Para que una
cuestion matematica pueda estudiarse con sentido en la escuela, sefiala Gascon
(2003Db), es necesario:

1) Que provenga de cuestiones que la sociedad propone para que se
estudien en la escuela (legitimidad cultural o social)

2) Que aparezca en ciertas situaciones umbilicales de las matematicas,
esto es, ubicadas en la raiz central de las matematicas (legitimidad
matemadtica)

3) Que conduzca a alguna parte, esto es, que esté relacionada con otras
cuestiones que se estudian en la escuela, sean matematicas o de
otras disciplinas (legitimidad funcional)

Si para una cuestion determinada no se elabora una jerarquia de niveles
que cumpla con dichas condiciones, entonces carece de sentido porque que ha
desaparecido la razon de ser de su estudio en la escuela. En este caso, se dice que
es una cuestion encerrada en si misma o una cuestion muerta (Chevallard, Bosch
& Gascon, 1997).
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De esta manera se amplia y precisa la antigua ecologia de los saberes
(Chevallard, 1992). Es mas precisa porque la estructura de las praxeologias se
describe en forma mucho mas detallada que la de los saberes y porque las
restricciones estan concretadas en los diferentes niveles de codeterminacion
didactica. También la problematica ecoldgica se amplia debido a que incluye las
praxeologias didacticas, ademas de las matematicas.

En la nueva ecologia praxeoldgica es necesario priorizar y jerarquizar
las restricciones que tomaremos en cuenta, ya que no todas tienen la misma
importancia ni la misma relevancia. Asi, puede suceder que una restriccion
concreta sea tan decisiva que anule o convierta en practicamente irrelevantes a
las otras.

A manera de resumen, diremos que la dimension ecoldgica de un problema
didactico abarca cuestiones que pretenden indagar qué tipo de restricciones, y de
qué nivel proceden, son cruciales para la ecologia de las praxeologias matematicas
y didacticas. En forma mas concreta:

a) (Cuales son las condiciones que permiten dar cuenta del estado actual
—o en un periodo histérico determinado— de las OM y de las OD
asociadas en una institucion determinada?

b) (Qué restricciones dificultan o impiden que determinadas caracteristicas
de las OM y de las OD se desarrollen en una institucion? ;En qué
niveles de la jerarquia surgen esas restricciones?

¢) (Qué condiciones se deberian instaurar, y en qué niveles de la
jerarquia, para que fuese posible la vida de ciertas OM y OD con unas
caracteristicas determinadas?

d) EI modelo epistemoldgico especifico de un ambito de la actividad
matematica dominante en una institucion I, jcomo condiciona la forma
de organizar la ensefianza (y, mas en general, el estudio) de dicho
ambito en 1? (Gascon, 2001a)

Las investigaciones sobre la problemadtica ecoldgica ponen de manifiesto
que las restricciones que determinan las caracteristicas de las praxeologias
institucionales —sean matematicas, didacticas o de cualquier otro tipo— son,
en general, independientes de la voluntad de los sujetos que participan en ellas.
Esto no significa que las restricciones sean inamovibles ni que los sujetos no
tengan responsabilidad alguna. Por el contrario, existen restricciones que pueden
ser modificadas desde cierta posicion institucional, como la de profesor o la de
director de un centro educativo. Cuando una restriccion es modificable desde
una posicion institucional (por ejemplo, la de profesor o la de alumno) diremos
que se trata de una condicion mirada desde —o relativa a— dicha posicion.

Relime, Vol. 14 (2), Julio de 2011



220 JOSEP GASCON

3. A MODO DE EJEMPLO: LAS DIMENSIONES DEL PROBLEMA DIDACTICO DEL
ALGEBRA ELEMENTAL FORMULADO EN EL AMBITO DE LA TAD®

Para fijar ideas, vamos a describir las dimensiones fundamentales del problema
didactico del algebra elemental y las relaciones entre ellas, con base en el siguiente
esquema:

{[(P,(A) ® P,(A) G P,(A)] & P(A)} G P (A)

3.1. Problema docente del dlgebra elemental: P, (4)

El problema docente P (A) puede enunciarse del siguiente modo: ;Qué tengo
que ensefiar a mis alumnos en relacion al dalgebra elemental y como tengo que
ensefiarlo?

En las investigaciones sobre el algebra elemental conforme a la perspectiva
antropologica hay una primera etapa que culmina con la publicacion, a finales
de 1989, de la nota de sintesis hecha por Chevallard (1990b), la cual incluye
un conjunto de sus trabajos (destacamos los de 1985, 1989 y 1990a). Dicho
escrito puede considerarse, globalmente, como la construccion de un dominio de
investigacion diddctica, y ofrece la base en la que se sustentan las investigaciones
posteriores en relacion al problema didactico del algebra elemental por parte de
nuestro grupo de investigacion.

Conforme a este punto de vista antropoldgico, nuestras primeras
investigaciones relativas al problema del algebra elemental (Gascon, 1989, 1993,
1993-94, 1999a) pusieron de manifiesto la necesidad de dar un paso atrds desde
la problematica docente y plantear una cuestion mas fundamental sobre la
naturaleza del algebra elemental, que suele quedar implicita en muchos estudios
debido a su transparencia.

En este apartado no se pretende abordar explicitamente ninguna de las cuestiones que se derivan
del problema didéctico del algebra elemental. Unicamente se persigue formular explicitamente 1os
componentes de cada una de las dimensiones de dicho problema. Aunque es cierto que se podria
haber tomado como ejemplo cualquier otro problema didéctico (esta es, precisamente, una de las
tesis del presente trabajo) la elecciéon no ha sido casual. Se debe a que el problema del algebra
elemental ha sido estudiado profusamente en el ambito de la TAD a lo largo de los tltimos 30 afios
y, en consecuencia, disponemos de multiples trabajos donde se explicitan y relacionan entre si
las cuestiones que constituyen cada una de sus tres dimensiones fundamentales.
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Por ello, nos vimos llevados a cuestionar el modelo epistemoldgico del
algebra elemental que dominaba no so6lo en las instituciones escolares, sino también
en la noosfera’ y hasta en muchas investigaciones sobre el algebra elemental.
En este sentido, antes de intentar dar ni tan s6lo una respuesta provisional a P (A)
nos planteamos un problema de ingenieria matemadtica: la elaboracion, desde la
didéctica, de un modelo epistemoldgico especifico del algebra elemental.

3.2. Dimension epistemoldgica del problema del dlgebra elemental: P (4)

Elaboramos un MER del algebra elemental como una alternativa a la
interpretacion que se hace de ella cuando se la identifica con una especie de
aritmética generalizada, que constituye el modelo dominante en las instituciones
escolares. Nuestro modelo identifica, en primera instancia, el algebra elemental
con un instrumento de modelizacion de todo tipo de OM. Para la TAD, la
modelizacion algebraica—y, en realidad, todo tipo de modelizacién matematica—
posee un caracter constitutivo del sistema que modeliza. Por ejemplo, el cdlculo
algebraico como actividad matematica es un elemento esencial de la construccion
de lo numérico, tanto en la génesis historica como en la teoria matematica,
que rebasa la concepcion de que lo algebraico es un simple epifendmeno de lo
numeérico. Se pone de manifiesto una nueva manera de interpretar las relaciones
entre lo algebraico y lo numérico.

Ademas, el MER del dlgebra elemental que propusimos hizo que se ampliara
el problema didactico del algebra elemental, con la construccion de nociones como
proceso de algebrizacion de las matematicas escolares y grado de algebrizacion
de una OM (Bolea, Bosch & Gascon, 2001a, 2001b).

En resumen, el tipo de cuestiones y problemas didacticos relativos a la
dimension epistemologica del problema del algebra elemental son, entre otros, los
siguientes:

a) ;Qué es el algebra elemental y qué papel juega en la actividad
matematica?

° La nocion noosfera del sistema de ensenianza fue introducida por Chevallard (1991) en
el contexto de la Teoria de la Transposicion Didactica para designar la esfera en la que se piensa el
funcionamiento del sistema didactico. Se trata del verdadero tamiz por donde opera la interacciéon
entre el sistema de ensefianza y el medio social. Como hemos visto en la Figura 1, que esquematiza
las etapas de la transposicion didactica, la noosfera vincula la institucion productora del saber
conlaescuela. Las producciones de la noosfera (programas oficiales, libros de texto, recomendaciones
para profesores, materiales didacticos, etc.) condicionan fuertemente las caracteristicas y hasta la
naturaleza del conocimiento que debe ser enseriado en la escuela.
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b) (Coémo puede describirse el algebra elemental mediante un MER
compatible con el modelo epistemologico general de la actividad
matematica que propone la TAD?

c) (Cuales son las relaciones posibles entre lo algebraico y lo numérico en
la ensefianza obligatoria?

d) (Es posible la introduccion del dlgebra elemental en un marco diferente
del marco aritmético habitual, en el que lo algebraico es considerado
como un epifendmeno de lo numérico?

e) (En qué consiste la actividad algebraica y cémo se puede interpretar
el denominado pensamiento algebraico con las herramientas que
proporciona el MER?

f) (Cuales son las cuestiones a las que responde el algebra elemental, esto
es, cual es su razon de ser?

g) (Cudl es la amplitud del ambito matemdtico mas adecuada para
plantear el problema didactico del dlgebra elemental: la variable, el
signo igual, el significado de las expresiones simbdlicas, los conceptos,
las ecuaciones? O, por el contrario, ;debemos plantear el problema a un
nivel méas amplio que abarque el papel de los problemas verbales y de la
modelizacion matematica en la ensefianza secundaria?

Si se toma el MER del algebra elemental que construimos como un sistema
de referencia provisional y relativo pueden plantearse, en términos de la TAD,
nuevas cuestiones que relacionan la dimension epistemoldgica descrita con
la dimensién econdmico-institucional del problema del algebra elemental que
describiremos a continuacion.

3.3. Dimension economico-institucional y unidad de andlisis del problema del
dalgebra elemental: P,(4)

Al considerar en el MER propuesto a la actividad algebraica como un
instrumento de modelizacion matemadtica, y después de cuestionar la amplitud del
ambito matemdtico mas adecuada para plantear el problema didactico del algebra
elemental, surge la cuestion de la unidad de analisis:

a) (Cual es la unidad de andlisis adecuada para estudiar el problema del
algebra elemental? Con mds precision: jqué ambito institucional hemos de
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tomar en consideracion: el aula, la escuela, el sistema de ensefianza
de las matematicas, la sociedad o incluso la civilizacion?

El estudio de este problema puso de manifiesto que para entender lo
que sucede en los sistemas didacticos es preciso tomar en cuenta el sistema
de enseflanza de las matematicas en su conjunto y la noosfera, que incluye
a la sociedad y su cultura. El desarrollo de dicho trabajo constituyo el primer
ejemplo de analisis (macro)ecologico sobre las condiciones de posibilidad de
un tipo dado de fendmenos didécticos en un entorno institucional determinado.
Este tipo de andlisis hizo hincapié en la relatividad institucional de los
conocimientos matematicos y origind una critica de la presunta universalidad
abstracta y a-institucional de los conceptos (Chevallard, 1990b).

Surgen asi nuevas cuestiones para indagar cudl es el papel y la funcion
del algebra elemental en las diferentes instituciones (lo que hemos denominado
relacion institucional a lo algebraico), las cuales también forman parte de la
dimension econdmico-institucional del problema del algebra elemental:

b) Como se considera, como se describe, como se interpreta y qué
caracteristicas presenta el algebra elemental actualmente en cada una
de las instituciones que intervienen en el proceso de transposicion?

c) (Qué tipos de actividades consideradas como algebraicas (en el MER)
pueden llevarse a cabo en la Ensefianza Secundaria Obligatoria (ESO),
que comprende a alumnos de 12 a 16 afios?

d) (Coémo se puede caracterizar el grado de algebrizacion de las OM que
viven en las instituciones escolares?

e) El modelo epistemoldgico dominante en una institucion escolar, ;como
condiciona la forma de organizar la ensefianza del algebra elemental
en dicha institucion? ;Qué se entiende en las instituciones docentes por
ensefiar dlgebra elemental?

f) (Qué dificultades aparecen cuando se pretende introducir en la ESO
el algebra como un instrumento de modelizacion? ;Qué posibilidades
nuevas emergen? ;Qué hechos diddcticos se ponen de manifiesto?

Con ayuda del MER elaborado como respuesta a P (A), es posible observar
el fenomeno de la desalgebrizacion de las matematicas escolares y analizar sus
consecuencias didacticas (Bolea, 2003; Bolea, Bosch & Gascon, 2001a; Gascon,
2001b).
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3.4. Dimension ecoldgica del problema del dlgebra elemental: P (A)

Las cuestiones que atafien a la dimension ecoldgica del problema del algebra
elemental constituyen la problematica en torno al por qué la relacion institucional
a lo algebraico es como es y qué condiciones se requeririan para modificarla
en una direccion determinada. En el marco de la TAD, el estudio de la relacion
personal del alumno a lo algebraico es practicamente fundamental, pero resulta
epistemoldgicamente secundario para la Didactica de las Matematicas.

Para llevar a cabo el analisis de la ecologia de lo algebraico en los
sistemas didacticos se utilizan diversos materiales empiricos —los manuales,
los textos oficiales, las clases, las respuestas de alumnos y profesores a
determinados cuestionarios— y se subrayan las diferencias respecto al
funcionamiento de /o algebraico como objeto de saber. Esto es, se atiende a
las diferencias entre el algebra en las instituciones escolares y el algebra en las
instituciones productoras del conocimiento matematico.

Este analisis sobre algunos rasgos de la ecologia de lo algebraico en los
sistemas didacticos sugiere un fuerte grado de desalgebrizacion del curriculum
escolar, y plantea una problematica cuyo alcance desborda ampliamente
los sistemas didacticos: las condiciones de vida de lo algebraico en los sistemas
didacticos, tal como han sido descritas, ;son absolutamente necesarias o, por el
contrario, son contingentes y pueden ser modificadas?

Aparece, de nuevo, la necesidad de realizar un estudio ecologico que
considere la naturaleza abierta del sistema didactico para identificar las relaciones
de lo algebraico con la matemcdtica sabia, la cultura, las prdcticas sociales, la
noosfera y el sistema de ensefianza, formulando las siguientes preguntas:

a) (Por qué la modelizacion algebraica esta ausente en la matematica
de la ESO? ;Cuadles son las causas ultimas de la desalgebrizacion del
curriculum escolar?

b) (Quépapeljuegan lanoosfera, lasociedad y la cultura en la construccion
de la relacion escolar al algebra elemental? ;Cémo es considerada el
algebra en la cultura occidental?

¢) Coémo organizar el estudio del algebra elemental de manera que
permita implantar en las primeras etapas de la ESO el uso funcional del
instrumento algebraico y el desarrollo progresivo de la modelizacion
algebraica?

d) (Qué condiciones se deberian instaurar para que fuese posible la
vida de determinadas OM con cierto grado de algebrizacion?
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La hipotética algebrizacion de las OM escolares como, por ejemplo,
la OM en torno a la divisibilidad (Gascon, 2001b), ;de qué manera
transformaria las posibles formas de estudiarlas?

e) (En qué niveles de la escala de co-determinacion didactica surgen
las restricciones que dificultan el proceso de algebrizacion de las
matematicas escolares (por ejemplo, en la ESO)?

f) (Qué dispositivos didacticos se requieren para construir la
infraestructura didactico-matemdtica necesaria para organizar el
estudio de las OM de la ESO previamente algebrizadas?

Como ya hemos sefialado, uno de los principios basicos del estudio de la
problematica ecologica —o, si se quiere, de la dimension ecoldgica de
los problemas didacticos— puede formularse diciendo que las caracteristicas
de las OM y las OD que viven en una institucion determinada no pueden cambiarse
como consecuencia exclusiva de la voluntad de los agentes, sean profesores,
autores de cualquier tipo de materiales escolares o autoridades educativas.
En particular, la algebrizacion de las OM escolares no puede imponerse de
un modo puramente voluntarista (Bolea, Bosch & Gascén, 2004).

4. OTROS TIPOS DE PROBLEMAS DIDACTICOS RELACIONADOS CON
EL PROBLEMA DEL ALGEBRA ELEMENTAL

Los problemas cientificos no se desarrollan en forma aislada e independiente,
sino que integran diferentes tipos de problemas. A lo largo de su desarrollo, los
problemas didacticos se relacionan no solo con problemas de su misma indole,
sino también con otros que en apariencia estan muy alejados.

En el caso de nuestro ejemplo, ya hemos visto que el problema didactico del
algebra elemental se desarrollo para dar origen a un primer tipo de problemas que
giraban en torno al proceso de algebrizacion de las matematicas escolares (Bolea,
2003). Investigaciones posteriores mostraron que dicho tipo de problemas estaba
profundamente relacionado con el problema didactico de la proporcionalidad
que, a su vez, se amplid radicalmente para situarse en el ambito del problema
de las relaciones funcionales elementales (Garcia, 2005; Garcia, Gascon,
Ruiz Higueras & Bosch, 2006).

Después de los trabajos de tesis de Pilar Bolea y Javier Garcia surgio
la necesidad de estudiar e/ problema ecologico de la modelizacion funcional.
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La investigacion, hecha conforme a nuestro patrén virtual del desarrollo de
un problema didactico, requiriéo la eclaboracion previa de un MER de esa
modelizacion funcional en el bachillerato espafiol, que comprende a alumnos
de 16 a 18 afos. Pudimos abordar de este modo el correspondiente problema de
ingenieria didactica —que constituye un aspecto esencial de la dimension
econdmico-institucional— mediante el diseiio y experimentacion de una
organizacion didactica que hiciese posible la vida de la modelizacion funcional
en el bachillerato. El andlisis de esta experimentacion mostrd la existencia
de multiples restricciones, entre las que destaco el cardcter prealgebraico de
la matematica escolar (Ruiz Munzon, Bosch & Gascon, 2007a, 2007b, 2010).

Por ello, surgio la necesidad de disefiar un MER que fuera capaz de articular
globalmente la introduccion del algebra elemental en los primeros cursos de
la ESO, en donde aparecen el lenguaje algebraico y los numeros negativos
(Cid, Bosch, Gascon & Ruiz Munzdn, 2010 en prensa), con el desarrollo del
instrumento algebraico en la segunda etapa de la ESO (alumnos de 14 a 16 afios)
y la modelizacion funcional en el bachillerato (alumnos de 16 a 18 afios). Dicho
MER se formuld en términos de una sucesiéon de OM cada vez mas amplias
y completas, de tal manera que cada una de las OM que aparecen puede
considerarse como un modelo matematico de la anterior (Ruiz Munzoén, 2010).
Tal integracion de los sucesivos tipos de problemas y su desarrollo conjunto es
otro sintoma de madurez de una disciplina cientifica.

5. CONCLUSION: (,COMO SE ELIGE Y DELIMITA UN PROBLEMA DIDACTICO?

Hemos mencionado que una investigacion didactica no se inicia necesariamente
con un problema docente y que el patréon virtual propuesto no coincide
forzosamente con el orden temporal en el que se desarrolla la historia real
de la investigacion sobre las diferentes dimensiones de un problema didactico.

{[(PO @ Pl) C' Pz] G P3} C’ PS

Este patron heuristico ideal pretende unicamente poner de manifiesto las
principales dimensiones de un problema didactico, bajo el enfoque de la TAD, asi
como la relacion funcional entre ellas. Ademas, como hemos mostrado en el caso
del algebra elemental, una misma dimension del problema puede ser estudiada
en diversos momentos del proceso de investigacion.
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Por todo lo dicho, queda claro que tampoco es seguro que cada dimensioén
P, provoque efectivamente la emergencia de la dimension P, del problema,
en el sentido de que la comunidad cientifica se vea forzada a formular y estudiar
dicha dimension. Aunque las respuestas provisionales a la dimension P permitan
virtualmente que las cuestiones relativas a la dimension P sean planteadas y
estudiadas e incluso constituyan una condicién necesaria para ello—, no nos
garantiza que la comunidad cientifica acabara estudiando P, en un periodo de
tiempo prudencial.

Y, por ultimo, es obvio que el patron no ayuda a seleccionar los
problemas diddcticos relevantes, puesto que esto es una prerrogativa de
la comunidad cientifica. Se trata inicamente de un patrén ideal que esquematiza
una reconstruccion racional (Lakatos, 1976) de la evolucion historica de los
problemas didacticos.

En consecuencia, para elegir y delimitar un problema de investigacion en
Didéactica de las Matematicas se necesita tomar una gran cantidad de decisiones
que no vienen determinadas de antemano, y que muy dificilmente puede afrontar
un investigador en solitario. Para que dichas elecciones sean fecundas y acaben
constituyendo una aportacion relevante al desarrollo del conocimiento didactico
deben estar guiadas por los criterios emanados de la comunidad cientifica.

De acuerdo con las tres dimensiones fundamentales de un problema
didactico que hemos descrito, presentamos algunas de las cuestiones principales
que deberan ser consideradas para elegir y delimitar adecuadamente un problema
didactico:

1) ;Como recortar el ambito de la actividad matematica que estd en juego?
(Como describir, con qué nociones basicas y con qué modelo epistemologico
dicho ambito recortado de la actividad matematica? ;Qué es lo primariamente
problematico y, por tanto, lo que la Didactica de las Matematicas debe modelizar
en primer término?

2) /Qué referencia empirica deben tener los problemas didacticos? Esto es,
(cudl es el universo empirico o el espacio institucional del que deberan extraerse
los datos empiricos? ;Cual es la unidad minima de analisis de los procesos
didacticos?

3) (Qué tipos de problemas pueden plantearse en Didactica de las
Matematicas? (Los problemas a tratar deben hacer una referencia prioritaria a
la actividad matematica individual o a las condiciones y restricciones ecologicas
institucionales que la hacen posible, al tiempo que la condicionan? ;Qué tipos de
respuestas a dichas cuestiones seran admisibles?
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Y, en cualquier caso, ;qué papel debe jugar el marco tedrico, esto es, la teoria
didactica que proporciona los criterios para tomar cada una de las decisiones que
hemos descrito como necesarias para delimitar un problema de investigacion
didactica?

Podemos concluir que de lo anterior se deducen dos tesis y un corolario
en relacion con la cuestion de como elegir y delimitar un problema de
investigacidon en Didactica de las Matematicas:

Tesis I. Las elecciones basicas (de la unidad de analisis, de la problematica
primaria, del objeto de estudio, del ambito empirico a tomar en consideracion)
son responsabilidad de la comunidad de investigadores, no de un investigador
aislado.

Tesis 2: Dichas elecciones definen y estan determinadas por un paradigma
—o0 programa de investigacidon— que caracteriza en cada momento historico
a la disciplina cientifica en cuestion.

Corolario: No es el investigador quien de manera individual elige
los problemas. Cuando un paradigma o una teoria cientifica incluida en él
se encuentran suficientemente desarrollados es la comunidad cientifica la
que elige los tipos de problemas que pueden abordarse en cada momento historico,
la que determina su potencial relevancia y la que delimita dichos problemas en
coherencia con sus postulados basicos y con ayuda de las herramientas que la
propia teoria proporciona.

Hasta tal punto esto es asi que, metaféricamente, no sélo podriamos decir
que no es el investigador el que elige los problemas que estudiara, sino que son los
propios problemas los que se imponen al investigador en tanto que es miembro de
una comunidad cientifica. Se pone de manifiesto la importancia metodoldgica y
filosofica de lo que Kuhn (1962) denomind estructura comunitaria de la ciencia.
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