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COGNITIVE STRATEGIES FOR MENTAL CALCULATION

RESUMEN. Abordamos el estudio de la variedad de estrategias cognitivas, idiosincr§sicas
0 aprendidas, empleadas por alumnos del primer ciclo de la enseflanza b8sica chilena al practicar
actividades de c8lculo mental. Presentamos un diagn-stico del desempefo en tareas de c8lculo
mental aditivo (sumas y restas) de una muestra de alumnos de escuelas subvencionadas por
el Estado, en estratos socio-econ-micos medios y medio-bajos en las ciudades de Santiago y
Valpara?so, junto con un catastro de las estrategias observadas, as? como una primera versi-n de
un programa desarrollado por nosotros disponible en internet, que permite evaluar el desempefo
de los alumnos, incluyendo sus tiempos de respuesta. Analizamos adem§s la correlaci-n entre
el desempefo en las tareas propuestas (porcentaje de aciertos y tiempos de respuesta) y el
rendimiento escolar promedio en matems§ticas.

PALABRAS CLAVE: C8lculo mental, estrategias cognitivas, modos cognitivos, met§foras,
tiempos de respuesta.

ABSTRACT. We focus on the study of the variety of cognitive strategies, either idiosyncratic or
learned, used by students in the first cycle of elementary education in Chile to practice activities
of mental calculation. We present an analysis of performance in additive mental calculation
tasks (addition and subtraction) of a sample of students from state-subsidized schools in middle
and low-middle socioeconomic strata in the cities of Santiago and Valparaiso. We construct a
catalogue of the strategies detected and a first version of a software developed by us and
available in the internet, which enables us to assess the studentis performance, including their
response times. We also analyze the correlation between the performance in the proposed tasks
(percentage of correct answers and response times) and the average school achievement in
mathematics.

KEY WORDS: Mental calculation, cognitive strategies, cognitive modes, metaphors, response
times.

RESUMO. Focalizamos no estudo da variedade de estrat@gias cognitivas, idiossincrgticas ou
aprendidas, utilizadas pelos alunos no primeiro ciclo do ensino b8sico no Chile para a pratica
de atividades de c8lculo mental. N-s apresentamos uma an8lise do desempenho em tarefas de
c8lculo mental aditivo (adi-«o e subtra-«0) de uma amostra de estudantes em escolas de n2vel
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socioecon*mico m@dio e m@dio-baixo subsidiadas pelo estado nas cidades de Santiago e Valpara?so,
com um registo das estrat®gias detectadas e uma primeira vers«o de um programa desenvolvido por
n-s, disponivel na internet, para avaliar o desempenho dos alunos, incluindo seus tempos de resposta.
N-s investigamos ainda a correla-«o entre 0 desempenho nas tarefas propostas (porcentagem de
repostas corretas, tempos de resposta) e o desempenho escolar m@dio em matem§tica.

PALAVRAS CHAVE: C8lculo mental, estrat®gias cognitivas, modos cognitivos, metgforas, tempo
de resposta.

RESUME. Nous abordons l@tude de la vari®t® des strat®gies cognitives, idiosyncratiques ou
apprises, utilis®es par des ®tudiants du premier cycle di®cole primaire au Chili, pour la pratique
du calcul mental. Nous pr@sentons une analyse des performances sur des t€ches de calcul mental
additif (addition et soustraction) déun ®chantillon di®l ves di®coles subventionn@es dans des
couches ™ milieu socio-@&conomique faible et moyen dans les villes de Santiago et Valparaiso.
Nous pr@sentons un registre des strat®@gies d®tect®es et une premi re version déun logiciel
d@velopp® par nous et disponible sur internet qui nous permet di®valuer la performance des
8l ves, temps de r®ponse compris. Nous avons aussi ®tudi® la corr@lation entre la performance sur
les tOches propos@es (pourcentages de r®ponses correctes, temps de r@ponse) et le rendement
scolaire moyen en math®matiques.

MOTS CLES: Calcul mental, strat®gies cognitives, styles cognitifs, m@taphores, temps de r®ponse.

1. INTRODUCCIEN

1.1. El c8lculo mental en la escuela primaria: aPor qu® y para qu®?

El c8lculo mental (CM) perdi- su papel primordial debido a la llegada de
las calculadoras, las computadoras y los tel®fonos celulares; sin embargo, en las
%ltimas d®cadas ha recobrado su importancia como una actividad cognitiva
reveladora en el proceso de ensefanza-aprendizaje temprano de las matemsticas
(Butlen & P®zard, 1992; Beishuizen, 1993; G -mez, 1995; Siegler & Shipley, 1995;
Pochon, 1997; Askew, 1999 y 2004; Hidalgo, Maroto & Palacios, 1999; Ortega &
Ortiz, 2002; Brissiaud, 2003). Butlen y P@zard (1992) plantean como su primera
hip-tesis de trabajo el hecho que el CM constituye un dominio privilegiado
para examinar las concepciones num@ricas de los alumnos y su disponibilidad
(p. 325). ElI CM, eclipsado por el desarrollo tecnol-gico en la d@cada de los
setenta, como medio de c§lculo r8pido y eficaz, y relegado a un segundo plano
por la reforma de las fimatem§ticas modernaso en diversos pases, resucit- sin
embargo un par de d@cadas despu®s como un medio excepcionalmente adecuado
para favorecer en los alumnos (Lethielleux, 2005, p. 17-18):
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— El desarrollo de la atenci-n, la concentraci-n y la memoria

— La familiarizaci-n progresiva con los n¥meros, al punto de poder
fijugar con elloso, expresar un n¥xmero de variadas maneras, seg%n el
contexto del c8lculo, y aprovechar las propiedades fundamentales de
las operaciones num@ricas b8sicas (asociatividad, conmutatividad,
distributividad)

— La expresi-n, puesta en com¥n, discusi-n y comparaci-n & en una
ding8mica colectivad de una variedad de procedimientos y estrategias
para calcular, en funci-n de las relaciones entre los n¥zmeros con los que
se est§ operando

1.2. El c&lculo mental en la enseflanza b&sica chilena

El Ministerio de Educaci-n de Chile (MINEDUC) defini- al CM como un §rea de
inter®s destacado en los programas de primero a cuarto afjo de Educaci-n General
BS§sica (escolaridad primaria), reformulados en 2002 y a%n vigentes, en los que
se promueve expl%citamente el aprendizaje de estrategias de c8lculo mental. No
obstante, en la mayor@a de las aulas todavZa se ensefa procedimientos %nicos de
c8lculo escrito que utilizan y memorizan los alumnos, por lo cual son incapaces
de detectar y corregir los errores en su aplicaci-n, quedando supeditados a
las correcciones del profesor para validar sus resultados. De este modo, aunque
hayan manipulado material concreto e ic-nico cuando aprenden los n¥ameros en
el primer y segundo afo de la educaci-n b8sica, surge una neta ruptura cognitiva
con el ulterior aprendizaje mecgnico y simb-lico de algoritmos. Este hecho
avala lo conjeturado por Radford y Andr® (2009):

Puede ser que uno de los problemas con la enseflanza tradicional, centrada
en el papel y el I§piz, es que no permite hacer conexiones durables con
la experiencia sensorial vivida por los alumnos en sus primeros afos
escolares'. Por tanto, la f-rmula aparece abstracta, sin fundamento y
desprovista de sentido (p. 246).

Desde nuestro punto de vista, apropiarse de las estrategias del CM
implica utilizar de manera flexible y fioportunistao las propiedades del sistema
de numeraci-n y de las operaciones aritm®ticas para sustituir un c8lculo que
se propone en una situaci-n dada por otro equivalente, pero m8s sencillo. As?,
se desarrollan estrategias no convencionales fisituadaso, en el sentido que
consideran la situaci-n num@rica donde se plantea el c8lculo a realizar.

1 Prop-sitos similares a ®stos son los de Arzarello, Bosch, Gasc-n y Sabena (2008).
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Parece claro que los planes y programas del MINEDUC no est8n siendo
aplicados adecuadamente en las aulas. Esto se constata en los resultados
insuficientes que obtienen los alumnos en evaluaciones estandarizadas, como el
test del Sistema Nacional de Medici-n de la Calidad de la Educaci-n (SIMCE),
y en las diferencias que dicha medici-n revela entre colegios, comunas y
regiones del pa2s. Cabe notar que un buen desempefo en el CM da una ventaja
importante para responder r8pida y correctamente muchas de las preguntas
(todas de selecci-n mYltiple). El test, cuya 2ndole es m8s cercana a TIMMS
que a PISA, define tres niveles de logro de aprendizaje: inicial, intermedio y
avanzado.

Los %ltimos resultados del test SIMCE, aplicado a cuarto y octavo afo
b8sico, indican un escaso progreso acad®mico de los alumnos en la prueba de
Educaci-n Matem§tica (Beyer, 2010; Mineduc, 2010). Por ejemplo, en 2009, el
37% de los alumnos de cuarto afo result- clasificado, a escala nacional, en un
modesto finivel inicialo de logro de aprendizajes, que corresponde a un grado de
apropiaci-n m2nimo de los contenidos curriculares.

Por otra parte, a trav®s de entrevistas y encuestas tanto a alumnos como
a profesores, as? como experiencias de aula, hemos reunido evidencia indirecta
y diversa de que el CM no es una pr8ctica generalizada en nuestro pa2s.
La enseflanza habitual no s-lo no lo fomenta, sino que tiende a bloquear en los
nifos la b%squeda de estrategias alternativas para abordar problemas, incluyendo
los m8s elementales. En realidad, parecer?a que se tiende a cristalizar las
respuestas de los nifos porque pierden de manera progresiva la espontaneidad y
se fisedimentand, dejando como ¥nica v2a de acci-n la reproducci-n de t®cnicas
previamente memorizadas (Espinoza, Barb® & G8lvez, 2009).

Nos interesamos, entonces, en estimular y facilitar la pr8ctica de un
CM fisituadoo y fireflexivoo que supere el fipsitacismo algor’tmico0 en que
suele desembocar el entrenamiento tradicional del c8lculo, donde los alumnos
aprenden de memoria recetas universales, v8lidas para n%meros cualesquiera,
independientemente de su forma'y de las relaciones particulares que existen entre
ellos.

1.3. El presente trabajo

En vista de lo expuesto, nos proponemos sentar las bases de un examen
diagn-stico, en primera instancia, sobre la capacidad del CM aditivo que
tienen alumnos del primer ciclo de la Enseflanza General B8sica chilena, un
registro de las estrategias observadas y la primera versi-n de un programa web
(disponible en Ecocam, 2009) que permita diagnosticar y estudiar el desempefo
de los estudiantes en el CM.
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Dicho programa consigna las respuestas, el porcentaje de aciertos y
los tiempos de respuesta de los alumnos. Para comprender mejor los procesos
en juego, investigamos ademss la correlaci-n entre el desempefo en CM y el
rendimiento escolar en matem§ticas.

Con este trabajo, esperamos preparar el terreno para una versi-n de nuestro
programa gue sea sensible al contexto (Abowd et al., 1999) y pueda detectar las
estrategias que ocupan los alumnos y ayudarlos a desarrollar otras m8s eficaces,
situadas y relevantes para su comprensi-n de los n¥imeros y su operatoria.

Creemos que si se contin%a la propuesta del presente trabajo, ®@sta podrza
jugar un rol importante en el apoyo al desarrollo de destrezas del CM, las cuales
permitan a los nifos transitar por las matems§ticas utilizando reglas que vayan
incorporando de manera progresiva. Esperamos as? contribuir a que desarrollen su
capacidad para razonar sobre nuevos problemas en matem§ticas y en otros
8mbitos de la vida.

2. MARCO TEERICO

Nuestro marco te-rico se apoya en la hip-tesis general que la actividad cognitiva
opera con base en met§foras, desde lo m8s concreto a lo m8s abstracto (Johnson &
Lakoff, 2003; Gallese & Lakoff, 2005; Radford & Andr®, 2009). Las matem§ticas
aparecen as? no como una ciencia desencarnada, abstracta e ideal, sino como
una creaci-n de la fimente corporizadao del hombre (hecha cuerpo, embodied
en el original ingl®s, aseguran Varela, Thomson y Rosch, 1991), que tiene una
permanente actividad metaf-rica, la cual va desde los niveles m8s elementales
a los m8s sofisticados (Sfard, 1994; Presmeg, 1997; Lakoff & N¥%fez, 2000).
Las met8foras conceptuales pueden ser vistas como mecanismos neurol - gicos
que permiten adaptar los sistemas neuronales utilizados por la actividad
sensoriomotriz para crear formas de razonamiento abstracto (Lakoff, 2003).

De este modo, aparece otra forma de ensefar y aprender matemasticas, si se
reconoce que la cognici-n matem§tica es corporizada y est§ 2ntimamente ligada
con nuestro funcionamiento sensoriomotor (Gallese & Lakoff, 2005). Por tanto,
junto con Gallese y Lakoff (2005), as> como Radford y Andr® (2009), divergimos
de lateor?a del desarrollo cognitivo de Piaget, que ve?a al desarrollo sensoriomotor
como base previa al desarrollo conceptual ulterior del nifo. EI conocer, y el
aprender en particular, surgen en nuestra visi-n como un acoplamiento enactivo
de nuestro cuerpo con el mundo, donde las modalidades sensoriales (la visi-n, el
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tacto o el 02do) aparecen integradas a la motricidad y la anticipaci-n. &Conocemos
movi®ndonos en, e interactuando con, el mundo! (Varela, Thomson & Rosch, 1991;
Gallese & Lakoff, 2005; Masciotra, Roth & Morel, 2007; Stewart, Gapenne &
Di Paolo, 2010). Por tanto, apoyamos la concepci-n multimodal de la cognici-ny
el pensamiento (Gallese & Lakoff, 2005; Radford & Andr®, 2009), que sustenta
la hip-tesis de que el uso y pr8ctica de met§foras sensoriomotrices es relevante al
aprender matem§ticas (Radford & Andr®, 2009, p. 244-266).

Ahora bien, las met8foras -- principalmente las conceptuales-- gue
son m8s impactantes y significativas para nuestros procesos cognitivos
conllevan habitualmente un tr8nsito de un modo de representaci-n a otro, o de
un modo cognitivo a otro. En consecuencia, una primera descripci-n de nuestra
multimodalidad cognitiva involucrar?a los tres modos internos de representaci-n
que propone Bruner (1996): enactivo (basado en la acci-n y la motricidad),
ic-nico (sustentado en im8genes) y simb-lico (fundamentado en s?mbolos y
lenguajes). En el exitoso modelo did8ctico de Singapur, que aplica explcita
y sistem8ticamente dicho marco te-rico en la formaci-n de maestros y en el
trabajo en aula, estos modos de representaci-n son llamados: concrete, pictorial,
abstract (YYeap, 2005).

Durante su desarrollo cognitivo, el nifo transita desde lo enactivo a lo
simb-lico, pasando por lo ic-nico, pero no habr?a que creer que @ste es un
progreso unidireccional, sin retorno: la resoluci-n de diversos problemas se
hace posible muchas veces por un tr8nsito fidescendenteo de lo simb-lico a lo
ic-nico o a lo enactivo, como sucede en la activaci-n de met§foras sensoriomotrices
(Soto-Andrade, 2007a, 2007b, 2008).

Nuestra multimodalidad cognitiva tambi®n se expresa en los modos
cognitivos, es decir, en los modos en que se procede al abordar situaciones
problems8ticas y al pensar en general. Adherimos aqu? a la descripci-n de cuatro
modos cognitivos bgsicos, obtenidos a partir de la doble dicotom?2a verbal-no verbal
y secuencial-no secuencial, propuesta por Flessas (1997), la cual fue desarrollada
en la neuropsicolog?a del niflo por Flessas y Lussier (2005). Cabe sefalar que
estas dicotom?as tienen una base neurofisiol-gica: la primera corresponde a la
dicotom?a hemisferio izquierdo - hemisferio derecho,; y la segunda, a la dicotom?a
frontal-occipital (Luria, 1973; Flessas & Lussier, 2005).

Una primera clasificaci-n de los contenidos matems§ticos en t@rminos de
dichos estos modos cognitivos fue esbozada por Flessas y Lussier (2005),
mientras que su relevancia explcita en la did8ctica de las matem§ticas ha
sido ejemplificada en el trabajo de Soto-Andrade (2006, 2007a, 2007b, 2008).
Actualmente podemos extender esta clasificaci-n mediante una tercera
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dicotom?a: funcional-predicativo (Schwank, 1999), para obtener finalmente ocho
modos cognitivos b8§sicos.

En el contexto educativo, la existencia e importancia de tal diversidad de
estrategias y modos cognitivos ha sido reconocida paulatinamente durante las
“ltimas d®cadas por Luria (1973), Siegler y Shrager (1984), de la Garanderie
(1989), Bruner (1996), Flessas (1997), Flessas y Lussier (2005), Gardner (2005) y
Soto-Andrade (2007a, 2007D).

Las met8foras no s-1o cumplen un rol cognitivo, sino tambi®n didSctico, ya
que suministran tanto medios de aprehender y construir nuevos conceptos como
herramientas amigables para resolver eficazmente situaciones problemsticas
complejas (Presmeg, 1997; Lakoff & N%fez, 2000; Soto-Andrade, 2006, 2007a,
2007b, 2008).

Por ello, en el aprendizaje de las matem§ticas el CM es un dominio donde
el uso de met§foras como forma de fire-presentaro (presentar de otra manera) o de
fiimaginarseo un problema deviene no s-lo algo expl2cito, sino tambi®n necesario.
La suma algor2tmica vertical se escribe de manera natural en el papel, pero si al
calcular mentalmente no nos reducimos a visualizar el algoritmo escrito, surgen
met8foras como juntar, afadir, llenar o avanzar, cuya activaci-n pone en juego
capacidades sensoriomotrices relevantes para el CM. Por ejemplo, para restar
51-18 nos vemos yendo de la cuadra 18 a la 51 de una larga avenida; caminamos
primero hasta la 20, donde tomamos el bus expreso que se detiene s-lo cada
diez cuadras. Descendemos en la cuadra 50 y caminamos una m8s para llegar
a nuestro destino. En total: 2+30+1=30+(2+1)=30+3=33.

De este modo, vemos c-mo en lugar de la aplicaci-n mec8nica de un
algoritmo memorizado (resta con reserva), el niffo puede recurrir a una
fivisualizaci-n num@ricad que podr?a estar ligada a una activaci-n idiosincrgsica
de la met8fora de la pista num@rica, bajo la forma fisumar es avanzar, restar es
retrocedero, o tambi@®n firestar es recorrer lo que faltad (Lakoff & N¥%{ez, 2002;
Soto-Andrade, 2006, 2007a, 2007b, 2008). Por supuesto, esta posible activaci-n
depende de la experiencia previa del nifo, su modo cognitivo predominante,
sus interacciones sociales, el contrato didSctico vigente en el aula, entre otros
aspectos.

Esta postura te-rica, en lo cognitivo y en lo didSctico, es avalada por el
hecho de que distintos periodos del desarrollo cognitivo requieren o facilitan
el uso de distintos tipos de competencias O estrategias o met8forasd por
parte del incipiente cogitante. En efecto, como muestran Gogtay et al.
(2004), distintas regiones cerebrales y, correlativamente, distintos tipos de
funciones (motrices, sensoriales, asociativas, atencionales) maduran en diferentes
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momentos del desarrollo, entre los 4 y los 21 afos. A grandes rasgos, primero
aparece lo sensoriomotor, luego lo asociativo y finalmente lo referente al
control atencional. Esto sugiere que una intervenci-n temprana, donde se
fomente el uso de met§foras sensoriomotrices antes que las representaciones
abstractas, es coherente con las etapas de desarrollo del cerebro, en particular con
el de la materia gris (Radford & Andr®, 2009, p. 221-222).

3. TRABAJO RELACIONADO Y ANTECEDENTES

3.1. Trabajo relacionado

El c8lculo mental ha sido un ingrediente frecuente de los programas escolares,
pero su abordaje ha evolucionado desde la memorizaci-n de relaciones numericas
& como las tablas de multiplicard hacia proposiciones did§cticas que lo designan
como CM reflexivo v pensado (Butlen & Pezard, 1992; Beishuizen, 1993; Butlen,
2007; Brissiaud, 2007; Pochon, 1997; Williamson, 2008; G8lvez, 2009), sin
descartar su componente flautomatizadao (Lethielleux, 2005; Anselmo, Evesque-
Sagnard, Fenoy, Planchette & Zuchetta, 2008).

Brissiaud (2003) propone ensefar el CM para fiextender la red de relaciones
num@ricas conocidaso m8s all§ de las relaciones de vecindad, y posibilitar que
los alumnos pongan en pr8ctica procedimientos fiespont§8neoso de c8lculo
pensado. Se trata de un c8lculo particularizante, donde el alumno debe aprender
a hacer fibuenas eleccioneso frente a cada caso (Brissiaud, 2003, p. 162).

Descubrir las estrategias cognitivas que utilizan los alumnos de manera
efectiva para calcular mentalmente nos informa sobre fila idea que se hacen de los
n%:meroso (Butlen & Pezard, 1992). Una visi-n an8loga se expresa en la escuela
alemana de Did8ctica de las Matem§ticas, que desde hace cerca de dos siglos
se ha interesado en las imaneras de imaginarse0 (Vorstellungen) los objetos y
procesos matem§ticos (Vom Hofe, 1995). Euler ya dec?a que filos nifos podr2an
imaginarse los n¥zmeros negativos como deudaso (loc. cit.). Cabe sefalar que el
rol operacional de las Vorstellungen corresponde al de las met8foras conceptuales
(Soto-Andrade, 2006, 2007a, 2007Db), en el sentido de Lakoff y N¥%fez (2002), y al
de la representaci-n mediante fimateriales concretoso en numerosos educadores
matems§ticos, como Montessori (1967), Gattegno (1998) y Dienes (2003).

Alsina (2007) explora las correlaciones entre el ejecutivo central y la mejor
performance en pruebas aritm@ticas de c8lculo, que equivale esencialmente a la
capacidad de memoria de trabajo (lo que uno mantiene presente o co-presente en
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la memoria al realizar una tarea). Un ejemplo cl§sico es mantener en la memoria
(por repetici-n, imagen u otro medio) un n¥%mero de tel®fono, desde su recepci-n
hasta su uso. La investigaci-n de Alsina sugiere que ser?a interesante hacer una
estimaci-n de las capacidades individuales que tienen los estudiantes en su
memoria de trabajo y correlacionarlas con su desempefo en CM; posiblemente
tendremos una baja memoria de trabajo en los nifjos con m8s d®bil desempefo
en CM. Asimismo, una forma de remediar la baja capacidad de memoria
de trabajo ser2a no s-lo entrenar a los nifos a recordar n¥imeros & como parece
sugerir Alsinad , sino tambi®n utilizar estrategias alternativas como estimular la
representaci-n sensoriomotriz (vZa met8foras) de las operaciones aritm@ticas, lo
cual entroncar?a con los trabajos de Gogtay et al. (2004) sobre los periodos de
desarrollo cerebral. Recordemos que, seg.n Gogtay, las regiones atingentes a
la memoria de trabajo (corteza prefrontal y dorsolateral, fundamentalmente)
maduran m8s tard?amente que las sensoriomotrices.

La postura te-rica que enfatiza el rol de las met8foras sensoriomotrices en
el aprendizaje de las matem§ticas y la pr8ctica del CM ha recibido %ltimamente
un nuevo sustento experimental por parte de la neurociencia cognitiva, en
relaci-n con la met§fora de la recta num@rica (filos n¥%:meros son ubicaciones
en una rectad), como proponen los trabajos de Dehaene y sus colaboradores.
En efecto, Knops, Thirion, Hubbard, Michel y Dehaene (2009) muestran que
los circuitos corticales para la atenci-n espacial contribuyen a la aritm@tica
mental en los seres humanos, en el caso espec?fico de los movimientos oculares
hacia la derecha o la izquierda cuando se da la suma o la resta de un n¥%mero
positivo. As?, al calcular 18+5 (respectivamente 1875) se detecta, con ayuda de
la Imaginer?a por Resonancia Magn@tica (IRM) de alta resoluci-n, una variaci-n
de la actividad cerebral evocada, que es an8loga a la generada por un movimiento
ocular correspondiente a un desplazamiento en cinco unidades hacia la derecha
(respectivamente, hacia la izquierda) en una recta virtual.

Por otra parte, destacamos los trabajos de Siegler y sus colaboradores
(Siegler & Shrager, 1984; Siegler, 1989; Siegler & Shipley, 1995; Shrager &
Siegler, 1998), quienes critican la visi-n piagetiana que afirma que para cada
estadio del desarrollo cognitivo del nifo hay una estrategia claramente dominante.
Ellos invocan una evidencia experimental de que, desde pequefos, los nifos
ocupan una variedad de estrategias para realizar c§lculos num@ricos, en
particular los mentales. Siegler (1989) advierte que el an§lisis cronom®trico de
los tiempos de respuesta no permite detectar en forma certera el uso de distintas
estrategias, aungue la no normalidad de la distribuci-n de tiempos de respuesta
puede sugerirlo. Por ello, recomienda que se aborde su estudio combinando
la cronometrZa con entrevistas y observaciones de los alumnos.
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Los pa2ses que tienen mejores resultados en las pruebas comparativas
internacionales de matem§ticas, como Corea, China, Jap-n, Singapur o Australia,
han considerado al CM en sus estgndares. Este puede ser un factor relevante,
aungue tambi®n incide el hecho de que, en los pases del extremo oriente, el
formato ling¢ 2stico de los n%zmeros facilita el CM, a diferencia de lo que sucede
en Francia o en pa?ses de habla hispana (Miura, 2001). Otro factor importante es
sin duda el uso intensivo del 8baco en el primer ciclo b8sico en dichos pa2ses, lo
cual genera una componente importante del CM automatizado; por ejemplo,
el de los complementos a 10. Cabe sefalar que en Jap-n se promueve el CM
desde temprana edad. El objetivo es evitar que el c8lculo se convierta en una
simple rutina y lograr que el alumno se mantenga explorando individual y
colectivamente otras facetas de la materia en estudio. El disefo de estrategias
de c8lculo es una de ellas, mientras que explicar los c8lculos mentales es una
forma de aprendizaje y comunicaci-n (Isoda, Arcavi & Mena, 2008).

3.2. Antecedentes en Chile

A comienzos de los afos noventa, llegaron a Chile varias misiones de la
Cooperaci-n Francesa con el fin de apoyar al MINEDUC en el desarrollo de
estrategias para mejorar el aprendizaje de las matemsticas en la escolaridad
b8sica. Una recomendaci-n clave fue promover el CM, definido como fic8lculo
pensadoo (Butlen & Pezard, 1992; Pochon, 1997; Brissiaud, 2007; Butlen, 2007)
y asociado a los contenidos que estipulaban los programas.

Otra acci-n importante para fomentar el CM se dio en el marco de la
campafa iNumeracyo, impulsada en Inglaterra a comienzos del 2000 (Brown,
Millett, Bibby & Johnson, 2000; Brown, Askew, Baker, Denvir, & Millett, 2002;
Brown, Askew, Millett & Rhodes, 2003), con la visita a Chile de Michael Askew,
importante promotor del CM (Askew, 1999, 2004; Askew, Denvir, Rhodes &
Brown, 2000). Seg%n Askew, uno de los grandes cambios fue la mayor confianza
que manifestaron los nifjos para operar mentalmente con los primeros cien
n¥%:meros, en lugar de limitarse al uso de I8piz y papel. Actualmente, para fomentar
esa confianza los c8lculos algoritmizados s-lo son ensefados a partir del quinto
grado en el Reino Unido (Askew, 2004).

Las orientaciones francesas e inglesas fueron acogidas por el equipo de
matem§ticas del Programa de las 900 Escuelas, auspiciado por el MINEDUC,
e incluidas en la capacitaci-n de los profesores del primer ciclo b8sico (primero
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a cuarto afo). Se public- material escrito con las propuestas de actividades para
las clases de matem§ticas (Riveros, G8lvez, Navarro & Zanocco, 1996), as? como
traducciones de textos de apoyo para la ensefanza de estrategias del CM (Ebbuitt,
Mosley & Skinner, 2005; Askew, Ebbutt & Mosley, 2006); adems8s, se organiz-
concursos de CM para alumnos de tercero y cuarto afos a lo largo de todo pa2s.
Posteriormente, se incluy- el CM como un 8rea de inter®@s destacado, en los
programas oficiales de estudio de primer ciclo, reformulados en 2002 y que a%n
siguen vigentes.

Sin embargo, la evidencia de aula indica que, a pesar de estas acciones,
el CM no es una pr8ctica generalizada en las escuelas de Chile. La ensefanza
habitual de hecho no s-lo no lo fomenta, sino que tiende a desincentivar en los
nifos la b¥squeda de estrategias alternativas para abordar problemas, incluyendo
los m8s elementales, y privilegia la reproducci-n memor3stica de procedimientos
estandarizados para calcular, que ellos manejan en forma precaria, de ah?
que tengan gran riesgo de cometer errores o de olvidar pasos de la secuencia
prescrita.

4. HIPETESIS DE INVESTIGACIEN

En el presente trabajo nos proponemos aportar evidencia en favor de las siguientes
hip - tesis:

1) Para resolver tareas de CM, los alumnos emplean un repertorio
diverso de estrategias que incluye tanto las convencionales &
t?picamente ensefadas en la escuelad como otras, no convencionales,
que son eventualmente idiosincr8sicas, aprendidas o desarrolladas
por ellos mismos. Sin embargo, esperamos encontrar s-1o una
minor2a de estudiantes que ocupen estrategias basadas en met8foras o
representaciones.

2) Es posible detectar cronom@tricamente & midiendo tiempos de
respuestad la coexistencia de estrategias rpidas y lentas para abordar
ciertas tareas espec?ficas de CM; las convencionales son a menudo las
m8s lentas. Asimismo, es posible comparar el grado de dificultad real
de las diversas tareas propuestas.

3) Con base en los estudios de casos preliminares en grupos piloto,
realizados en la primera etapa de nuestra experimentaci-n (datos
gue no presentamos), los cuales han mostrado que, junto con alumnos de
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alto Rendimiento Escolar en Matem§8ticas (REM) y alto nivel
de desempefo en CM, hay otros de mediocre REM, pero de alto
CM, esperamos que haya una correlaci-n global pr8cticamente
nula entre el desempefo en CM y el REM. Esto se deber?a a la
presencia de segmentos mixtos (alto en uno, bajo en otro) que
son porcentualmente tan importantes en nuestra muestra como
el segmento superior (altos ambos), donde s? esperamaos una correlaci-n
positiva significativa.

En una etapa ulterior de este trabajo nos proponemos validar la hip-tesis que
la activaci-n e incorporaci-n de met8§foras sensoriomotrices previas facilitarzan
tr8nsitos cognitivos en los alumnos, que redundar?an en la emergencia de
estrategias no convencionales y situadas que mejorar?an su desempefo en CM.

5. OBJETIVOS

Nuestros objetivos en el presente trabajo son:

1) Obtener un diagn-stico del desempefo en el CM aditivo que tienen los
alumnos de primer ciclo b8sico en escuelas chilenas subvencionadas
por el Estado, las cuales son representativas del nivel socioecon-mico
promedio del pa2s.

2) Detectar las estrategias, idiosincr8sicas o aprendidas, que aplican los
alumnos al realizar tareas de CM y hacer un registro de ellas.

3) Ir m8s all§ de una descripci-n taxon-mica ("~ la Cuvier) del espectro
de estrategias obtenido con el fin de acceder a una comprensi-n (" la
Darwin) de los procesos subyacentes que las facilitan y generan. En
particular, trataremos de inferir si los alumnos echan mano de recursos
metaf-ricos para aprehender operaciones, como la suma y la resta, y
generar estrategias para resolver tareas de CM aditivo.

4) Investigar la correlaci-n entre el nivel de logro en CM de los alumnos
y su REM.

Queremos de esta forma establecer las bases para desarrollar ulteriormente
una intervenci-n didactica, con ayuda de un programa sensible al contexto,
que facilite a los alumnos el surgimiento de estrategias m8s eficaces, fisituadaso
y fioportunistaso para el CM, las cuales se apoyen en la activaci-n de met8foras
sensoriomotrices, cambios de modos de representaci-n y tr8§nsito entre
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modos cognitivos. Nuestra idea es que la pr8ctica de estrategias de CM situadas
posibilita una mejor comprensi-n de los n¥imeros y su operatoria, un mayor
control del proceso de c8lculo y una mayor fiabilidad de los resultados (menos
errores o la posibilidad de percatarse de ellos y corregirlos).

En pos de nuestros objetivos, hemos puesto en obra una estrategia inicial de
diagn-stico, cuya metodolog?a y resultados describiremos a continuaci-n.

6. METODOLOGEA

Nuestra metodolog?a de investigaci-n integra en gran medida los paradigmas
positivista, sociocr?tico e interpretativo (Godino, 1993). El uso de los dos primeros
se debe a que nos interesa diagnosticar y medir de manera estadstica el
desempefo de los alumnos en CM para llegar a intervenir did8cticamente a
mediano plazo, mejorando su desempefo y aprendizaje. Empleamos el tercer
paradigma porque no apuntamos simplemente a desarrollar unas recetas
0 un entrenamiento estereotipados que capaciten a los nifos para calcular
mentalmente en forma r8pida y correcta. M8s bien, queremos fimediro el espectro
de estrategias que ocupan los alumnos porque creemos que revelan, por su
amplitud e 2ndole, su grado de familiaridad con los n¥ameros y sus operaciones, as?
como las ideas que se forman de ellos.

Desde una visi-n interpretacionista, intentamos entender los procesos
cognitivos y did§cticos subyacentes a las estrategias fioportunistaso y fisituadaso
de CM, que se desarrollan t?picamente a partir de las capacidades psicomotrices
b8sicas de los nifos, por v2a de met§foras y representaciones que suelen involucrar
tr8nsitos cognitivos.

La primera etapa de nuestro estudio fue de car8cter cualitativo y
personalizado, ya que contempl- el disefo de un instrumento de diagn-stico
sobre la capacidad de CM aditivo en alumnos de segundo a cuarto afo.
Dicho instrumento consisti- en un set de 18 tr2os de ejercicios que estaban
agrupados en seis tareas tipo fundamentales para CM de sumas y otros tantos
para el de restas (ver Tabla I11 o Ecocam, 2009). Las tareas fueron propuestas en
un orden creciente de dificultad, que estimamos en nuestro ans§lisis a priori. Nos
restringimos a tareas de CM aditivo porque querzamos investigar el desempefo
de los alumnos en el tipo m8s b8sico de CM posible, estableciendo situaciones
t?picas del c8lculo num@rico aditivo, no contextualizado, que planteaba el
MINEDUC. Cabe mencionar que las estrategias de soluci-n son en principio
ensefadas en el aula.
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El instrumento tambi®n contemplaba preguntar de manera oral a los nifos,
cuando hab?an respondido cada tr2o, la manera en que lo hab2an hecho. Las
respuestas eran registradas por escrito por las profesoras que administraron
el test.

Dos aplicaciones-piloto de este instrumento fueron hechas en una
primera etapa por las profesoras colaboradoras, durante el afo 2009,
en colegios de Santiago y de Valpara?so, las dos principales ciudades de
Chile. Fueron seleccionadas escuelas a las que asist?an alumnos de estratos
socioecon-micos medio y medio-bajo, ya que eran representativas de la mayor2a
de los colegios chilenos (ver Tabla I). Las profesoras administraron el test
a estudiantes de los cursos a los que ensefaban o hab2an ensefado, o bien de
cursos paralelos, en Santiago, y a los de colegios donde hab?an supervisado
pr8cticas docentes, en Valparaso.

TABLA |
Primera etapa: Aplicaciones-piloto.

Primera etapa Primera aplicaci-n | Segunda aplicaci-n
Segundos B8sicos 5 2
Terceros B8&sicos 4 3
N¥%mero de alumnos 30 por curso aprox. 12 por curso
Total alumnos 270 aprox. 60

Las experiencias con los nifos fueron recopiladas de manera individual
por las profesoras en los colegios elegidos, mediante un registro gr8fico
0 conformado por los cuadernillos de respuestasd Yy otro de observaci-n del
profesor-investigador, lo cual permiti- realizar una comparaci-n cualitativa y
cuantitativa de las diferencias entre los grupos seleccionados. Las mediciones
fueron registradas en papel y luego transcritas digitalmente en planillas de
c8lculo (ver Anexos).

De esta forma, generamos una primera base de datos sobre el desempefo
en CM vy las estrategias que ocupaban los alumnos de primer ciclo b8sico. En
la primera aplicaci-n se tom- a cursos enteros y en la segunda a una muestra
de doce alumnos por curso: cuatro de rendimiento bajo, cuatro de rendimiento
mediano y cuatro de rendimiento alto (ver Tabla I).
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A partir de de este trabajo cualitativo disefamos un programa interactivo que
se bas- en los mismos ejercicios, pero distribuidos en una secuencia aleatorizada.
El programa med?a los tiempos de reacci-n en milisegundos frente a cada
gjercicio, con miras a un estudio cronom@trico del desempefo de los alumnos
y entregaba al final de la sesi-n una hoja de c8lculo con los resultados individuales.
El disefo y prueba de este instrumento, que est§ disponible en I2nea (Ecocam,
2009), la referimos como la segunda etapa de nuestro estudio experimental, de
2ndole cuantitativa e informatizada.

Una primera aplicaci-n de este instrumento inform8tico se hizo a cien
alumnos, 43 de Santiago y 57 de Valpara?so. Cada uno respondi- 108 2tems, 54
(18 tr2os) del Test de Sumas y 54 del Test de Restas (ver Tabla I1).

TABLA 11
Segunda etapa: Aplicaci-n informatizada.
Segunda etapa N¥%mero de alumnos
Segundos BS§sicos 30
Terceros BSsicos 59
Cuartos B&sicos 11
Total alumnos 100
Total respuestas 10 800

Los resultados fueron tabulados junto con el rendimiento escolar en
matem§ticas (REM) de los mismos alumnos.

7. ANCLISIS DE RESULTADOS

7.1. Porcentajes de acierto por tarea

Las Tablas Il y IV ofrecen los porcentajes de logro en las distintas tareas de
CM, desglosadas en sumas y restas, que alcanzaron los cien alumnos de la
muestra descrita en la Tabla I1.
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TABLA 11

Test de sumas

. Respuestas | Respuestas | % de
Descripci-n de tareas )
err-neas acertadas | aciertos

Reconocer si a+b es 10 o no 57 843 93,7
Reconocer si a+b es 100 0 no, si a y b son
mYltiplos de 10 79 821 91,2

. - X
Recqnocer si a+b es 100 o no, si a y b tienen 312 588 653
5 unidades
Escribir las sumas a+a y a+(a+1) 139 761 84,6
Escribir la suma a+9 325 575 63,9

TABLA IV
Test de restas
. R R %
Descripci- n de taress espuestas espuestas b de
err-neas acertadas | aciertos
Dado &, escribir su complemento aditivo a 10 187 713 79,2
Dado a, escribir su complemento aditivo a
) ) 2 44 71

100, si a es m¥ltiplo de 10 5 6 5
Dado «, escribir su complemento aditivo a
100, si a tiene 5 unidades 540 360 400
Es_c_rlblr las diferencias 2ara, 2ar(a +1), 359 548 60.9
2air(a-1)
Escribir las diferencias @19y aill 650 250 27,8
Escribir la diferencia aib, si b es m¥ultiplo de 635 265 29.4

10, m&s 0 menos 1

Notamos que hay una gran diferencia en el nivel de logro de las tareas
que conten?a el diagn-stico; es m8s d@bil para las restas que para las sumas,
y claramente decreciente en general cuando aumenta el nivel de dificultad a
priori de la tarea. Como ya mencionamos, las tareas de sumas y restas tenZan un
orden creciente de dificultad, de acuerdo con nuestro anglisis a priori sobre las

reacciones de los alumnos.

En las sumas (Tabla Il), la correlaci-n mon-tona s-lo se quiebra en forma
muy clara al plantear las sumas de dobles o ficasi dobleso, lo cual sugiere que los
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alumnos han aprendido a fidoblard. De hecho, otros estudios de casos muestran
que las secuencias de dobles reiterados son m8§s atractivas para los nifos desde
los 6 - 7 afos que lo que suponZa nuestro an§lisis a priori. En las restas (Tabla
V), tambi®n sucedi- lo mismo, al plantear tareas de firestar la mitad o casio. Esto
sugiere que doblar y partir por la mitad son acciones cognitivas primigenias de
nuestra especie, que son especialmente accesibles a los nifos.

Ademss, en las tareas de resta se observa que hay un porcentaje de logro
levemente mayor en la sexta tarea, comparada con el de la quinta. Nuestra hip - tesis
al respecto es que la estrategia de apoyarse en el c8lculo f8cil, donde se comienza
restando 10 o un m¥ltiplo de 10, surge m3s f8cilmente ante el 51 o el 39 que hacen
aforar inmediatamente al 50 o al 40, en vista de la dificultad de descontar uno
por uno. Esto no sucede al enfrentar al 9 o al 11 porque son m8s fSciles de
descontar uno por uno, pero conllevan una probabilidad de error de c8lculo
no despreciable. Lo anterior se ilustra en el gr8fico de tiempos de respuesta, que
contiene la Figura 4, la cual comentaremos en la secci-n 7.3.

7.2. Estrategias empleadas

La Tabla V indica la frecuencia de empleo de las distintas estrategias que
refirieron los alumnos de la muestra correspondiente a la etapa 1, descrita en
la Tabla I. En el espectro de estrategias hemos puesto una estructura de 8rbol,
dada por los c-digos indicados.

TABLA V
Frecuencias de las estrategias declaradas en etapa 1 (manual).
. . . #

C-digo Descripci-n de la estrategia declarada Casos % | % Rama
00 No declara 0 no sabe describir la estrategia usada 118 13 13
111 Contar de a uno, con los dedos 220 | 23
112 Contar de a uno, con palotes 21 2 2
113 Contar de a uno, mentalmente 73 8
12 Contar de a diez 10 1
20 Reducci-n a caso m&s sencillo conmutando 7 1
21 Reducci-n a operaciones m8s sencillas, ajustando 48 5
22 Reducci-n a operar con quinquenas 26 3 41
23 Reducci-n a operar con decenas y unidades por 205 | 22

separado
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Reducci-nacasos m8s simples, por descomposici-n

24 | aditiva 172
25 | Reducci-n a unidades, asimilando decenas a unidades | 44 3 41
26 | Reducci-n ac8lculo de dobles o mitades 38 4

27 Reducci-n por deformaci-n a resultados conocidos 4 05

31 Metaf - ricas: restar es ver cugnto falta parae 37 4 .
32 Metaf-ricas: restar es descender 10
41 Rob-ticas: visualizar el algoritmo vertical 35 4 ;
42 Rob-ticas: uso de resultados memorizados 30

Total de respuestas 943 | 100 100

Al analizar estos resultados, observamos un porcentaje reducido
de respuestas operacionalmente inutilizables (13%) y un espectro de estrategias
relativamente estrecho, con predominio de las m8s rudimentarias & que podr2an
ser catalogadas como procedimientosd ; por ejemplo, las de contar uno a uno
(un tercio del total), las de conteo y las de reducirse a operar por separado con
decenas y unidades (alrededor de un cuarto del total). Incluso, un 4% de los
alumnos dijo que visualizaban el algoritmo vertical universal del c§lculo
escrito para realizar el c8lculo mental. Sin embargo, constatamos que m8s de un
quinto de los alumnos aplica estrategias cognitivamente oportunistas y situadas;
por ejemplo conmutar en las sumas para comenzar con el sumando m8s grande o
utilizar descomposiciones aditivas adaptadas a los n%zmeros involucrados, ademss
de las metaf-ricas (5%). Los resultados personales aportan una clara evidencia
a favor de nuestra hip-tesis 1.

La Tabla VI indica la frecuencia de empleo de las distintas estrategias
referidas por los alumnos de la muestra correspondiente a la etapa 2, descrita en
la Tabla 11 (462 respuestas en total).

TABLA VI
Frecuencias de las estrategias declaradas en etapa 2 (informatizada).

incl - 1 0
C-digo Descripci-n de las estrategias | Respuesta | Respuesta Total | % )
declaradas acertada | err-nea Rama
No declara o no sabe
00 describir estrategia 2587 978 3565 | 88,53 | 88,53
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111 Contar de uno en uno, con los 48 29 77 1901
dedos 11.10
Contar de uno en uno, '
113 mentalmente 237 133 370 | 9,19
Reducci-n a operar con
23 decenas y unidades por 1 2 3 0,07
separado
- - 0.17
Reducer-n a unidades,
25 asimilando decenas a 4 0 4 0,10
unidades
Rob-tica: uso de algoritmo
41 vertical 2 2 4 0,10
Rob-tica: uso de resultados 0.20
42 memorizados 3 1 4 0,10
Subtotal 2882 1145 4027 | 100 100
El sistema no pregunt- a los
AlUMnNos 3971 2802 6773

Observamos que, en el test informatizado de la segunda etapa,
nuestro programa pregunt- 4 027 veces ac-mo lo hiciste? a los alumnos.
Hubo s-lo 462 respuestas 6 digitadas por los alumnosd que consideramos como
operacionalmente utilizables, con muy poca variaci-n y un claro predominio de
los procedimientos de conteo uno a uno. Este nivel de respuesta fue mucho menor
a lo esperado, lo cual nos hizo ver que la entrevista hecha por la profesora
que administr- el test result- mucho m8s eficaz para averiguar las estrategias
utilizadas que la pregunta de nuestro sistema inform§tico. Ahora bien, la evidencia
m8§s significativa a favor de la hip-tesis 1 proviene de los datos recabados
durante la primera etapa de la experimentaci-n, la manual-personalizada, en la
gue recogimos testimonios como los siguientes:

Profesora: aC - mo calculaste tan rgpido 4+9=13?
Amanda (siete afos, segundo b8sico): Pongo primero el 9 en mi mente y despu@s
cuento (va estirando los deditos) 10, 11, 12, 13.

Hemos observado que la estrategia de conmutar las sumas fiponiendo en
la menteo el n¥imero m8s grande aparece desde los siete afos; por lo general se
estimula mediante las pr8cticas en el aula. En forma habitual, a esa edad los nifos
continan el c8lculo contando de uno en uno. En nifos de ocho afos (tercero
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b8sico) observamos & como expusimos antesd la estrategia de visualizaci-n fien
el aireo del algoritmo tradicional, de suma o resta por columnas, eventualmente
COIl reservad.

Profesora: aC-mo lo hiciste para calcular 17+28=45?

Miranda (nueve afos, cuarto b8sico): Lo hago vertical: 7+8=15. Reservo 1y 1+2=3,
as? que da 4. O sea, 45.

Profesora: aSe te ocurre otra manera de hacerlo?

Miranda (reflexiona unos 15 segundos): 4Ah! Se me ocurri- otra manera. A 28 le
sumo 20, que da 48 y ahora le resto 3.

Profesora: aPor qu®?

Miranda: iBah! Porque le sum® 20 en lugar de 17, as? que tengo que restar 3. Y
tambi®n puedo sumar 30 y restar 2. Eso daé (reflexiona) 17+30=47,
menos 2 son 45.

Profesora: &Y c-mo har?as 19+13?

Miranda: Eeemé (con cara de malicia) Sumo 20+ 10, que son 30, y le sumo 3y
le resto 1. O sea, 30+3=33, menos 1 son 32.

Profesora: aPor qu®?

Miranda: Bah, porque sum® 10 no mS§s en lugar de 13, y 20 en lugar de 19.

Amanda y Miranda tienen un rendimiento escolar alto en matem§ticas
(entre 6.5y 7 de promedio, en una escala de 1 a 7), as> como en el test de CM
(95 y 96%, respectivamente). Llama la atenci-n que, a pesar de haber fivistoo en
clases la met§fora de la pista o la recta nume@rica, ambas tienden espont§neamente
a apoyarse en el algoritmo vertical del CM escrito. Sin embargo, Miranda imagina
r§pidamente m@todos alternativos e incluso ofrece l%.dicamente dos ajustes
simult§neos, al ser cuestionada por la profesora. Como en otros casos, Miranda
no recurre espont§neamente a la met8fora de la recta num@rica, pero cuando se le
muestra una vez c-mo podrZa utilizarla, la aprecia instant§neamente y exclama:
3Que f8cil!

7.3. Estudio cronom@trico de las tareas del test de c8lculo mental (TCM)

Con nuestro instrumento inform§tico, medimos la distribuci-n de los tiempos de
respuesta correcta tanto para el conjunto de tareas (seis de suma y seis de resta,
108 2tems en total) como para las actividades de suma y de resta por separado
(Figuras 1y 2).
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