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Resumen

Se presenta un modelo tedrico para el estudio del talento matemaético, fundamentado en la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico y la nocién de creatividad. En dicho modelo se proponen dos componentes
de la actividad matematica creativa: la Componente Matematica, que sustenta las técnicas matemaéticas; y
la Componente Creativa, definida por cuatro funciones: producir técnicas nuevas, optimizar técnicas,
considerar tareas desde diversos dngulos y adaptar una técnica. Con base en los modelos Tebrico y
Epistemoldgico de Referencia sobre sucesiones infinitas, se genera un disefo didactico conformado por
seis situaciones problemdticas y se implementa en una institucién creada para potenciar el talento
matematico. El analisis de dos tareas realizadas por una pareja de niflos constituye un estudio de caso, que
permite ilustrar que enfrentar tareas retadoras de un mismo tipo, bajo condiciones institucionales
propicias, posibilita el desarrollo del talento matemaético.

Palabras clave: creatividad, talento, generalizacién, matematicas
Abstract

This paper presents a theoretical model for the study of mathematical talent, grounded in the
Anthropological Theory of Didactics (ATD) and the notion of creativity. This model proposes two
components of creative mathematical activity: the mathematical component, which supports
mathematical techniques; and the creative component, defined by four functions: producing new
techniques, optimizing techniques, considering tasks from different angles, and adapting a technique.
Based on the theoretical model and a reference epistemological model on infinite sequences, a learning
design comprising six problem situations was developed and then implemented in an institution
established to foster mathematical talent. The analysis of two tasks performed by a pair of children offers
a case study that illustrates how tackling challenging tasks of the same kind, in a favorable institutional
setting, makes it possible to develop mathematical talent.
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l. Introduccion

En la literatura existe una diversidad de paradigmas, modelos y definiciones sobre el talento (Mhlolo, 2017).
Segln Tourdn (2019) existen dos paradigmas referentes al talento: el tradicional y el actual. El paradigma
tradicional estd estrechamente relacionado con el concepto de inteligencia, y con pruebas estandarizadas
como la de Cociente Intelectual; en éste, el talento es visto como un rasgo innato y no cambiante. Esta
concepcién biolégica del talento que destaca un desarrollo acelerado de las funciones del cerebro mas
eficiente o eficaz de los individuos es una idea arraigada (Clark, 2011). Sheffield (2017) menciona que este
paradigma, referente a una habilidad matematica determinada genéticamente, puede ser una creencia
peligrosa tanto para los estudiantes que creen no tener una “mente matematica”, como para los que son
considerados talentosos y experimentan una gran presion por las expectativas generadas sobre su
rendimiento.

En contraste, en el paradigma actual el talento es multifacético y evoluciona dadas las condiciones de los
individuos. En particular, Villarraga et al. (2004) reconocen que el talento no es fijo, pues tiene posibilidades
de desarrollarse bajo circunstancias adecuadas y con un acompafiamiento estimulante. Sin embargo, no se
tiene suficiente evidencia sobre cémo se logra dicho desarrollo.

Singer et al. (2016) sefalan que en la mayoria de los modelos y enfoques el talento es definido como el
potencial para realizar una actividad determinada de manera exitosa. En particular, sobre el talento
matematico destacan acercamientos desde las perspectivas profesional y escolar. Por ejemplo, Krutetskii
(1976) define el talento matematico profesional como el conjunto Unico de habilidades matematicas que
abre la posibilidad de un desempefo exitoso en la actividad matemaética y, desde una perspectiva escolar,
como la posibilidad de un dominio creativo de la disciplina. Esta relacién entre el talento y el dominio
creativo de la matematica ha sido objeto de investigacién desde hace varias décadas; aunque la palabra
creatividad no siempre fue presentada explicitamente, se encuentran caracteristicas que la aluden como:
desarrollo de soluciones Unicas para resolver problemas, flexibilidad, interpretacién de la informacién de
los problemas de manera original, entre otras asociadas al talento (Greenes, 1981; House, 1987). Esta
relaciéon creatividad-talento en la investigacién en Educacién Matemdtica sigue siendo un tema abierto.
Leikin (2011) sostiene que la investigacion sobre la educacién para sujetos con talento y su relacién con la
creatividad debe ser orientada en dos direcciones interrelacionadas: una tedrica y una aplicada. La primera
para comprender la naturaleza de la creatividad y el potencial matematico, y la sequnda para desarrollar el
potencial matematico y fomentar la creatividad matemaética.

En lo que refiere a la atencién del talento se observan dos corrientes: atencién de forma diferenciada a
partir de la identificacién y caracterizacién de sujetos con talento (Brody, 2005; Dimitriadis, 2011), vy
atencién desde un enfoque inclusivo (Boaler, 2016; Oktac et al., 2011), que exige desarrollar propuestas
didacticas para grupos heterogéneos.

En sintesis, el talento matemdtico estd estrechamente relacionado con la creatividad matematica, el
talento es desarrollable, y por tanto es necesario producir modelos tedricos para comprender las
condiciones que hacen posible dicho desarrollo. Con base en lo anterior, esta investigacién adopta una
vision amplia del talento matematico, lo define como el potencial que un sujeto evidencia al enfrentar
exitosamente cierto tipo de tareas que, en efecto, generan una actividad matemadtica creativa. Se plantea
como hipétesis que el desarrollo del talento matematico no depende Gnicamente de las caracteristicas de
los sujetos; sino, ademas, de condiciones adecuadas que posibilitan su desarrollo. Para probar o refutar
dicha hipdtesis, en esta investigacion se produce un disefio didactico especializado y se implementa en una
institucién creada para desarrollar el talento matemaético.

En este articulo se analiza la actividad creativa de una pareja de estudiantes y se organiza en cuatro
secciones. La primera estd dedicada al Modelo Praxeolégico del Talento Matematico, su génesis y
conformacién. En la seqgunda se presenta el estudio, las fases de concepcion del disefio didactico, las
condiciones de implementaciény el rol de la instructora. La tercera se destina a los resultados basados en
el anélisis de la actividad de una pareja de estudiantes y, por ultimo, en la cuarta se presentan la discusién
y conclusiones.
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1.1 Modelo Praxeolégico para el Desarrollo del Talento (MPTM): génesis y desarrollo

El MPTM se enmarca en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico (TAD) y en la nocién de creatividad
(Karwowski et al., 2017; Kattou et al., 2013; Mann et al., 2017; Sriraman, 2005).

La TAD es una teoria que permite el estudio de la actividad humana en su dimensién institucional (Bosch et
al., 2019). La institucién se define como una organizacién social estable que permite enfrentar tareas
problematicas de manera eficaz, gracias a los recursos materiales e intelectuales puestos a disposicion de
sus sujetos vy a las condiciones establecidas para la realizacidn de dichas tareas (Castela y Romo-Vazquez,
2011). Las instituciones enmarcan la actividad humana y la hacen posible, por ejemplo, una clase, un
programa de atencién al talento, una industria, etc. La unidad minima de anélisis de la actividad humana es
la praxeologia, conformada por cuatro componentes: tipo de tarea T, técnica 7, tecnologia 8 y teoria @. El
tipo de tarea es “lo que se hace”, la técnica es “la forma en que se hace”, las tecnologias son “los discursos
que producen, explican y validan las técnicas”, y la teoria corresponde a “discursos mas generales que
producen, explican, validan y justifican las tecnologias” (Chevallard, 2019).

La construccién y reconstruccion de una praxeologia estd asociada a seis momentos de estudio: el
encuentro con la tarea (M1) se trata de un primer acercamiento a algin elemento de la praxeologia; el
momento exploratorio (M2), donde surge la necesidad de proponer una o mas técnicas para resolver la
cuestién problematica; el momento del trabajo con la técnica (M3), donde se exploran variantes de las
técnicas producidas e incluso se mejoran; el tecnolégico tedrico (M4), en el que se reconocen elementos
comunes en las técnicas desarrolladas, identificando sus limitaciones y alcances; el momento de
institucionalizacién (M5) permite identificar los tipos de tareas de manera precisa, las técnicas asociadas y
el discurso tecnoldgico que las sostiene, y el momento de la evaluacion (M6) en el que se determina la
amplitud de las técnicas producidas y la pertinencia del discurso tecnoldgico (Chevallard, 2002).

Las praxeologias tienen diferentes niveles de complejidad: puntual, local, regional y global (Chevallard,
2002). La praxeologia puntual se define por tener un tipo de tarea, una técnica, una tecnologia, y una teoria;
la local engloba varias praxeologias puntuales que tienen una misma tecnologia; la regional estd
conformada por varias praxeologias locales que tienen la misma teoria; la global estd conformada por varias
praxeologias regionales; y por ultimo, la praxeologia disciplinar engloba todas las anteriores. Estos niveles
seilustran con el tema de las sucesiones (Figura 1).

Figura 1. Anidamiento de praxeologias matematicas

Praxeologia disciplinar: Matematicas \
éraxeologia global 1: Analisis Matematico N

Praxeologia local: encontrar la regla a,, de una sucesion
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Los niveles praxeolégicos permiten organizar la obra matematica mediante un Modelo Epistemolégico de
Referencia (MER), que se construye a partir del estudio de diferentes fuentes (por ejemplo, obras
histéricas, tratados, libros de texto) y constituye un referente para interpretar la actividad matematica a
partir de las tareas que se plantean, las técnicas que se generany las tecnologias asociadas (Sierra, 2006).

La creatividad matematica, por su parte, frecuentemente se relaciona con cuatro componentes: 1) fluidez,
2) flexibilidad, 3) originalidad (Kattou et al., 2013) y 4) elaboracién (Assmusy Frizlar, 2018; Mann et al., 2017;
Schindler et al., 2018). De manera general se utiliza el término creatividad para referirse a la capacidad de
producir nuevas ideas, enfoques o acciones y manifestarlas desde el pensamiento a la realidad (Vale y
Pimentel, 2011). En un nivel escolar, Sriraman (2005) define la creatividad a partir de los procesos de
resolucién que resultan inusuales o perspicaces, v la formulacién de nuevas posibilidades que permiten
considerar los problemas ya vistos desde un nuevo dngulo.

ElMPTM, inicialmente presentado en Barraza-Garcia et al. (2020), al igual que otros desarrollos del modelo
praxeoldgico, se basa en los trabajos de Castela y Romo-Vazquez (2011) y de Chaachoua et al. (2019). En el
MPTM los tipos de tareas y las técnicas estdn sustentadas en dos componentes de la tecnologia:
matematica 6™ y creativa .. La componente matematica 8™ estd asociada a lo que en otros marcos
conceptuales se conoce como habilidades matemadticas —razonar matemadaticamente, economizar el
pensamiento, expresar pensamiento ldgico y secuencial, abstraer, generalizar, entre otros— que integran
elementos provenientes principalmente de instituciones matematicas (ensefianza de las matematicas y las
matematicas como disciplina). La componente creativa 8, estd conformada por los elementos que
posibilitan la produccién de técnicas Unicas, inusuales, flexibles y perspicaces que integran elementos
provenientes, primordialmente, de la experiencia en diferentes instituciones —Ffamilia, escuela, calle,
clubes, entre otros.

En el MPTM se identifican cuatro instituciones referentes para desarrollar el talento matematico: la
productora de matemadticas P(M), la Ensefianza de las Matematicas E(M), la Atencion al Talento Matemaético
AT(M) y la Vida V. ELMPTM se representa a través de la praxeologia creativa que aparece en la Figura 2.

Figura 2. Representacién grafica del MPTM

/ Instituciones Componente Validar, explicar y \
P(M), E(M) y AT(M)

matematica (™) justificar

1

Tipo de Técnica Tecnologia Teoria
tarea (7) () ) @)

F1. Producir técnicas
Instituciones Componente
VyAT(M) creativa (6,)

unicas

F2. Optimizar la
técnica

F3. Considerar tareas
desde diversos angulos

k F4. Adaptar la lécmgj

La componente matematica 8™ del MPTM se corresponde con la tecnologia de una praxeologia
matematica que valida, explica y justifica las técnicas matematicas; la componente creativa 6., se
corresponde con la creatividad, y tiene cuatro funciones tecnoldgicas:

F1. Producir técnicas (nicas: ante una tarea novedosa se producen diferentes pasos sin seguir una rutina.
A partir de la exploracién de la tarea y de su relacién con lo conocido se generan nuevas ideas y se
construyen nuevas técnicas. Por ejemplo, proponer la descomposicién de una tarea en subtareas de menor
dificultad y posteriormente unirlas para recomponer la tareay lograr la consigna.
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F2. Optimizar la técnica: considerar un abanico de rutas que permiten realizar la tarea, eligiendo la
“optima” en funcién del ndmero de pasos y de los conocimientos matematicos en juego. Elegir, por
ejemplo, la construccion de una regla general (verbal, icdnica, o alfanumérica) en lugar de producir una
sucesion de dibujos, para determinar las propiedades de un término desconocido en una secuencia figural.

F3. Considerar tareas desde diversos dngulos: consiste en analizar la tarea sin restringirse a cierto
dominio (Algebra, Geometrfa, etc.) o incluso a cierta disciplina (Fisica, Artes Visuales, etc.), ya sea
produciendo pasos que van guiados a realizar la consigna de la tarea (reconociendo los saberes que motivan
a sequir por un camino o cambiar de rumbo) o produciendo diversas técnicas para la realizacién de una
misma tarea.

F4. Adaptar una técnica: consiste en identificar el funcionamiento, los alcances y las limitaciones de una
técnica producida, paraimplementarla en otra tarea con ciertas modificaciones. Primero se valida la técnica
para posteriormente adaptarla e incluso mejorarla en la resolucion de otra tarea.

Estas funciones se caracterizan por no seguir un orden de aparicién y, ademas, por estar estrechamente
relacionadas entre ellas; por ejemplo, la funcién de producir técnicas Unicas (F1) y de considerar tareas
desde diversos dngulos (F3) puede surgir a partir de adaptar o de optimizar una técnica (F4 y F2). Asi, la
actividad matemdtica creativa se hace evidente cuando en una tarea se establece una relacién entre la
componente creativa y la componente matematica. Una hipdtesis del MPTM es que, ante una “tarea
retadora” (Sriraman, 2005), la componente creativa favorece el desarrollo de la componente matematica.

Il. Método

Esta investigacion es de corte cualitativo y siguié una metodologia de estudio de casos (Thomas, 2015). La
concepcién del disefio didactico y su andlisis se basa en las cuatro fases de la ingenieria didactica Artigue
(2008), considerando la forma en que han sido adaptadas en la TAD (Barquero y Bosch, 2015) y que en esta
investigacién son las siguientes: 1) construccién del MER de las sucesiones reales infinitas, 2) conformacién
de la praxeologia local “sucesiones reales infinitas” y anélisis a priori, 3) implementacién y analisis /n vivoy
4) analisis a posteriori.

2.1 Fase 1. El MER de las sucesiones reales infinitas

Las instituciones P(M), E(M) y AT(M) fueron consideradas mediante el andlisis de diversas fuentes para
conformar el MER. Primero se analizd el origen de las sucesiones recurriendo a obras matemdticas P(M) y
a estudios histéricos (Bustamante, 2017). Posteriormente se examinaron libros de texto de analisis
matematico y de educacién bésica de la Secretaria de Educacién Publica en México, asi como los principios
y estdndares de la educacién matemdtica (National Council of Teachers of Mathematics, 2000),
representantes de E(M), y estudios del talento matemaético, representantes de AT(M). Las praxeologias
identificadas aparecen en la Figura 3:
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Figura 3. Esquema praxeoldgico del estudio de sucesiones infinitas en instituciones del tipo E(M) y AT(M)
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Se identifica la praxeologia local de las sucesiones reales infinitas sustentada en la tecnologia matematica
del principio de induccién, que garantiza que todos los términos de la sucesién estan determinados por una
regla general, relacionada con un patrén en dos dominios, geométrico y numeérico. La praxeologia local
base del disefio didactico se detalla a continuacién:

El tipo de tarea consiste en determinar la regla a,, de una sucesion infinita paran € N.
La técnica general consta de tres pasos asociados a los primeros cuatro momentos del estudio:

1. Estudiar los primeros términos y determinar la relacién entre los primeros a; y los i = 1, 2,3, ... (M1
y M2).

2. Construir reglas generales para el término n — ésimo (M2 y M3).

3. Implementar las reglas construidas en (2), para términos especificos cercanos y lejanos dentro de
la sucesion, por ejemplo, paran = 10 on = 20 (M2 y M3) y validarla paran + 1 (M4).

La tecnologia matematica 6™ es el principio de induccién que valida la regla a,, para una sucesién figural,
numérica o figural con ayuda tabular, mediante la generalizacién recursiva y/o algebraica. La generalizacion
recursivaaparece cuando se encuentran coincidencias observadas en los términos base (campo perceptual),
a partir de ello se considera una relacién de dependencia entre a, y a,,,1. Con base en esto se construye y
valida una regla para el término a,,,; que depende del término anterior a, (campo inferencial). Este
proceso es (til para determinar términos “cercanos” de una sucesién (Radford, 2010; Rivera 2013; Vergel,
2015). La generalizacion algebraica se evidencia cuando se construye una regla o expresion verbal, basada
en los términos del campo perceptual o en la regla recursiva, que determina una relacién de dependencia
entreny el término de la secuencia a, (sin la necesidad de obtener el término anterior a,_,), paran € N.
Esta funciona para determinar valores “cercanos” y “lejanos” (Radford, 2010; Rivera 2013; Vergel, 2015).
Finalmente, la teoria que sustenta la 8™ es el Andlisis Matematico.

2.2 Fase 2. La praxeologia local “sucesiones reales infinitas”
Para conformar la praxeologia local “sucesiones reales infinitas” se eligieron seis situaciones problemaéticas,
cuyo tipo de tarea era determinar la regla a,, de una sucesién infinita para n € N, y que habian sido

consideradas en investigaciones relacionadas con el talento matematico y el proceso de generalizacién.
Cada situacién problematica estd compuesta de un conjunto de tareas abiertas y retadoras. Sus técnicas
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permiten generar conexiones entre diferentes dominios, especificamente entre la Aritmética, el Algebray
la Geometria, caracteristica altamente relacionada con la creatividad en otros estudios (Sala et al., 2016) y
con la funcién tecnoldgica de abordar técnicas desde diferentes perspectivas y caminos (F3) del MPTM. Las
tareas permiten la exploracién y produccién de los tres pasos generales de la técnica, se parte de una
exploracion intuitiva de los primeros casos (M1); se sigue con un analisis de la relacion entre los términos y
se identifica una regla general que permite encontrar cualquier término de la secuencia, a partir de un
patrén de construccién. Las seis situaciones problemaéticas fueron organizadas en un nivel de complejidad
creciente, con el objetivo de evidenciar la componente creativa mediante técnicas cada vez mas
sofisticadasy la evoluciéon en la componente matematica y, en efecto, el desarrollo del talento matematico.
Por tanto, se presentan a continuacion las dos primeras situaciones del disefio didactico (figuras 4y 5) y la
tercera en la seccién de resultados:

Figura 4. Situacion 1 del disefio didactico implementado

Tarea 1. Determinar el cambio en la cantidad de triangulos al

construir el Triangulo de Sierpinski.

So S:I s.’
v e Triangulo de
Sierpinski
S3 Sn

Tarea 2. Determinar el cambio del area y del perimetro al construir

el Triangulo de Sierpinski.

La situacién 1 fue propuesta en la primera sesién por estar asociada a una regla exponencial, poco
explorada por estudiantes de esas edades. En la tarea 2 para el cdlculo de 4rea no se solicité una regla

. 3n <is . . .
algebraica (an = 4—n), el analisis se centré en los incrementos y, por lo tanto, en la produccién de una regla

. 3
recursiva (an+1 = Za”)‘

Figura 5. Situacion 2 del disefio didactico implementado

Tarea 1. Determinar el incremento de cubos para las construcciones.

2d L i
ASES =6

Tarea 2. Determinar cuantos cubos se necesitan para construir cualquier término de la secuencia.

B o

Tarea 3. Construir tres términos con los cubos de Origami siguiendo un patrén.
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En esta situacién se propone material concreto para la construcciéon de las reglas de generalizacién
algebraicas del tipo an? + n. Se incluyd en la Tarea 3 una subtarea sobre el proceso creativo de invencion
de un patrén a partir de la adaptacién y optimizacién de las técnicas elaboradas en las primeras dos tareas.

2.3 Fase 3. La implementacion, sus condiciones, y el analisis in vivo

El disefo didactico se implementd en un Club de Matemdticas (CM), institucidn creada con financiamiento
del gobierno de Baja California (México) a condicién de contar con la participacién de 25 escuelas publicas.
Se aplicd un instrumento con 5 tareas abiertas de Combinatoria, que permitié elegir 26 estudiantes, 12
ninas y 14 nifos, de quinto y sexto de primaria (10-12 afos). Se desarrollaron 10 sesiones, 8 estuvieron
enfocadas en la implementacién del disefio didactico, y fueron videograbadas y transcritas. En las otras dos
sesiones, inicial (presentacién) y final (cierre), se conté con la participacién de los padres de familia. Los
estudiantes trabajaron en pareja, sin restriccién al trabajo individual y grupal.

La implementacion del disefo didactico estuvo a cargo de una instructora (investigadora y autora de este
articulo) cuyo rol es descrito con relacién a los momentos de estudio. Para hacer aparecer el momento de
encuentro con la tarea (M1), la instructora orientaba a los estudiantes a identificar lo que pedia la tareay
exploraba con todo el grupo, conceptos —infinitud de la recta, el plano— que pudieran ser no familiares para
ellos; ademas motivaba al grupo a explorar la relacién entre los a; y los i, particularmente para los primeros
casos de cada secuencia. Para los momentos exploratorios y los de trabajo con la técnica (M2 y M3) la
instructora proponia subtareas verbalizadas a las parejas —quienes tenfan libertad para realizar trabajo
auténomo. Asimismo, cuando las parejas lograban realizar la consigna de la tarea, se les incentivaba a
considerar técnicas desde otros dngulos (F3). De manera general, la instructora mostraba interés en todas
las técnicas de los estudiantes, animandolos a explicar, comparar e intentar nuevos caminos de solucién o
explorar casos particulares. Al final de las sesiones se proponia un trabajo grupal en el que los estudiantes
exponian las técnicas logradas, discutian su validez, pertinencia y economia (menor nimero de pasos para
realizar la tarea) y enriquecian sus experiencias (M4, M5 y M6). El andlisis in vivo se desarrollé casi al mismo
tiempo que se implementaba el disefio, permitiendo generar ajustes basados en el trabajo de los
estudiantes.

2.4 Fase 4. Analisis a posteriori

El anélisis a posteriori se basé en el MPTM y en los momentos del estudio, elucidando la actividad
matematica creativa de los estudiantes y el desarrollo del talento matematico, como se ilustra a
continuacién.

I1l. Resultados

Los resultados que se presentan se basan en el andlisis del trabajo de una pareja de estudiantes, al
enfrentar dos tareas de la situacion problematica 3 (Figura 6), que permiten ilustrar la evolucion de las
funciones creativas. Es decir, constituyen un caso representativo de estudio (Thomas, 2015).
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Figura 6. Tareas de la situacién 3 presentadas en la cuarta sesiéon del CM

Tarea 1: A partir de la siguiente secuencia de figuras, determine cdmo podria obtener el
numero de cuadrados necesarios para construir cualquier figura en cualquier etapa (por
ejemplo, la etapa 20).

®o

Etapa 1 Etapa Z Etapa3

Tarea 2: A partir de la siguiente secuencia, determine como podria obtener el nimero de
cuadrados sombreados que conforma cualquier otra imagen (por ejemplo, las imagenes 4, 5,
6..).

w 4]

Imagen 1 Imagen 2 Imagen

Esta situacién, implementada en la tercera sesidn, es una adaptacion de un problema propuesto en Rivera
(2013), para ejemplificar tres tipos de razonamiento inferencial: abductivo, inductivo y deductivo, durante
el proceso de generalizacion y permite a los estudiantes tener un primer acercamiento a la formulacién de
expresiones cuadraticas del tipo an? + bn + ¢, para n,a,b,c € N. Con la Tarea 1 se pretende que los
estudiantes construyan técnicas que podrian serimplementadas en la Tarea 2. Ambas tareas consisten en
determinar una regla a, algebraica que permita obtener cualquier término, cercano o lejano de la
secuencia (por ejemplo, n = 10,n = 20,n = 500).

La técnica para resolver estas tareas consiste en construir una relacién entre el nimero de cuadrados y el
nimero de la etapa o término, siguiendo tres grandes pasos: 1) estudiar los primeros términos y construir
una reglainicial para determinar una relacién entre la cantidad de cubosy el término de la secuencia (Figura
6); 2) construir una regla “abductiva” (Rivera, 2013, p. 27) para el término n — ésimo (ver Tabla 1) y 3)
verificar la regla general para el siguiente término, n + 1.

Tabla I. Construccién del nimero de cuadrados de las tareas

Término Cuadrados Cuadrados
enlaTarea1 enlaTarea?2

1 5 14

2 9 26

3 13 40

4 17 56
n in+1 n>+9n+4

En la Tabla 2 se muestran las técnicas desarrolladas por los estudiantes (E1y E2), asi como la componente
matematica y la componente creativa en la Tarea 1.
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Pasos de la técnica
y su relacién con los
momentos de estudio

Técnica de los estudiantes

Componentes matematica
(6™) y creativa (6,)

1. Explorar los primeros
casos (M1).

E1: La primera etapa tiene 5 cuadrados, la segunda
tiene 9.
E2:Y la tercera tiene 13.

2. ldentificar un proceso
recursivo a partir del patrén
numérico (M2).

E1: Entonces, ya sé. En la siguiente debe haber...
17 cuadrados.

E2: ;Por qué?

E1: Porque en la segunda [etapa] se tienen 9; 4 més
que en la primera [etapa]. Y en la tercera [etapa] se
tienen 4 mas que en la segunda.

6™: identificacion de una
regularidad y construccién
de laregla recursiva

an+q = an + 4.

3. Identificar un proceso
recursivo a partir del patrén
figural (M2).

E2: Ah, es que yo estaba pensando en otra cosa,
por ejemplo, aqui, hay 2 y 2 [refiriéndose a los
cuadros de los “extremos” que aparecen en la
primera etapa], y aqui hay 4 y 4 [refiriéndose a la
segunda etapa] y aquihay 6y 6 (Figura 7).

E1: Pero creo que seria lo mismo, porque la
siguiente tendria 8 y 8. O sea, 4 mas que en la
de6yb6.

E2: El problema es que si lo hacemos asi, lo vamos
a hacer muy lento para otras figuras, porque seria
de uno en uno, sumando cuatro.

6.: E2 propone una técnica
novedosa (F1) en la que
‘deconstruye’ (Rivera, 2013)
las etapas.

0™: identifica un patrén figural
(Figura 8).

* |a técnica es innovadora (F1)
ya que los estudiantes no la
habian utilizado con
anterioridad.

4. Determinar una regla
algebraica a partir de la
reconfiguracién de los
cuadrados (M3).

Instructora: ;Qué han pensado?

E2: Es que, por ejemplo, aqui el 1 de la etapa es
cuando hay 1 cuadrado aqui'y aqui, y lo mismo con
la etapa 2 y con la etapa 3.

Instructora: ;Y para una etapa cualquiera cémo
seria?

E2: Seria la etapa por 2 y después ese resultado lo
sumamos dos veces porque en los dos lados hay lo
mismo y luego sumamos 1 del centroy ya.

.: optimizacién (F2) de la
regla recursiva por E2.

0™: A partir del patrén figural,
se propone la regla algebraica
a, =(@2n)x2+1.

5.Implementar la regla
algebraica para el término
n =20 (M3).

Instructora: Y, por ejemplo, ;para la etapa 20
cudntos cuadros serfan?

E2: Seria 20 por 2, 40, y luego por 2 otra vez,
quedarian 80 y mas el del centro, serian 81
cuadrados.

0™: E2 implementa la regla
algebraica paran = 20.

6. Construir una nueva
regla algebraica (M4).

E1:,;0 también podria salir de multiplicar el nimero
de la etapa por 4y sumarle 1?

Instructora: ;Por qué?

E1: Porque 2 por 2 es 4y hay 4 lados en todas las
etapas.

6.: E1 optimiza la técnica de E2
(F2), propone una nueva
técnica a partir del patrén
figuraly del numérico (F3) y
0™: determina la regla
algebraicaa, = 4n+ 1.

Figura 7. Registro escrito de los estudiantes en la Tarea 1
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Figura 8. Técnica sobre reconfiguracién de las figuras en la Tarea 1

Ny / ._‘\‘-._ “

En los pasos 3, 4 y 6 de la técnica se observa cémo la componente creativa favorece la produccién de las
reglas algebraicas; evidenciando una actividad matemaética creativa. El estudiante E2 ‘deconstruye’ (Rivera,
2013, p. 66) las figuras de cada etapa para encontrar dos reglas algebraicas equivalentes; la primera emerge
al identificar una simetria vertical en las figuras de cada etapa (Figura 8). La segunda, surge al identificar
que cada conjunto de cuadrados de una esquina corresponde al nimero de la etapa, que debe contarse
cuatro veces y sumarle uno, el cuadrado del centro.

A partir de estas dos reconfiguraciones, los estudiantes proponen reglas de generalizacion que pueden ser
implementadas para términos cercanos (n = 4,n =5, ...) y lejanos (n = 100,n = 200, ...).

El trabajo en pareja permite a los estudiantes proponer dos técnicas distintas para determinar reglas
algebraicas. Ademas, la comunicacién entre los estudiantes resulta clave en el desarrollo de la creatividad,
el estudiante E1 propone inicialmente una estrategia basada en observar el patrén numérico, pero a partir
de la interacciéon con su comparfiero (E2), quien se habia enfocado en el patrén figural, optimiza la regla
algebraicay la valida desde lo figural (“4 lados en todas las etapas”) y lo numérico (2 x 2 = 4).

En la Tabla 3 se muestran las técnicas desarrolladas por los estudiantes (E1y E2) al realizar la Tarea 2, asi
como las componentes, matematica y creativa, de la tecnologia.
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Tabla 3. Anélisis praxeolégico para la Tarea 2

a través del modelo praxeoldgico
Barraza-Garcia et al.

Pasos de la técnica
y su relacién con los
momentos de estudio

Técnica de los estudiantes

Componentes
matematica (6™)
y creativa (6,)

1. Explorar los primeros
casos (M1).

El estudiante E2 realiza un dibujo para la Imagen 4y
determina el nimero de cuadrados no sombreados
de ésta.

E1:Enlalmagen 1 hay 14 cuadrados, en la segunda
hay 26 sombreados y en la tercera hay 40. Pero creo
que también hay que contar los que no estan
sombreados... De esos son 16,46y 92.

2. ldentificar un
Proceso recursivo a
partir del patrén
numérico (M2).

Realizan una lista de los cuadrados sombreadosy de
los no sombreados, de acuerdo al nimero de la
imagen (Figura 9).

E1: Aver, ¢y silos restamos?

E2: [Realizan las restas entre los cuadrados
sombreados y los no sombreados] serian 2, 20, 42 y
58.

E1: Pero es gue no se me ocurre cdmo siguen.

#™: identificacion de un patrén
figural que se implementa en el
dibujo de la Imagen 4. Se
propone una técnica que
involucra un listado de la
relacion entre el nidmero de la
imagen, los cuadros sombreados
y los cuadros no sombreados.

3. Determinar una regla
algebraica para el
patrén de las esquinas
(M3).

E2: Yo digo que mejor veamos las figuras, ;qué te
parece que yo veo el patron de las esquinas y tu el del
centro [refiriéndose al arreglo rectangular que
aparece en el centro de cada imagen]?

Instructora: ;Qué han encontrado?

E2: [Refiriéndose al “patrén de las esquinas”] Yo
encontré que para estos se debe multiplicar el
ndmero de laimagen por 2y sumar 1 por el cuadrado
del centro. Por ejemplo, para laimagen 3, hay 3 aquiy
aquiy uno mas del centro. Como hay 4 iguales, lo
multiplicamos por 4 (Figura 10).

6.: produccién de una técnica
novedosa (F1) en la que se
subdivide la tarea principal en
dos tareas de menor dificultad.
A partir de esto, se optimiza la
técnica (F2)y

6™: se construye una regla
algebraica para el patrén
esquinas (e,). e, = 2n + 1) x 4.

4. Determinar una regla
algebraica para el
patrén del centro (M3).

E1: [Refiriéndose al “patrén del centro”] Y éste, se
parece mucho a uno que habiamos hecho en la clase
pasada. ;Se acuerda? El de los cubos [refiriéndose a la
construccion 2 de la Figura 5].

E1:[Refiriéndose a la imagen 2] Y entonces creo que
serfa 2 por 2, 4, mas otros 2, da 6.Y para el 3, seria 3
por 3 mas otros 3, que da 12.

E2:Y parasacar el patrén total ya seria el patrén de
esquina mas el patrén del centro.

6.: E1 reconoce la aplicabilidad
de una técnica en dos tareas
diferentes (F3): cubos de
origamiy cuadrados
sombreados; adapta esta
técnica (F4)y

™: construye una regla
algebraica para el patrén centro
(cp). cp =n% +m.

5. Implementar la regla
algebraica para el
términon = 20 (M3)

Instructora: Entonces, ;cudntos cuadrados
sombreados habria en la imagen 100?

E2: Se debe multiplicar 100 por dos mas uno, eso
multiplicarlo cuatro veces y después sumar lo del
centro, que serfa 100 al cuadrado mas 100.

#™:integracién de las dos
subtareas y determinacién del
nUimero de cuadrados
sombreados (a,).
a, =e,+c,
=[2n+1) x 4] + [n? +n].

Figura 9. Listado del estudiante E1 en el paso 2 de la técnica en la Tarea 2
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Figura 10. Registro del estudiante E2 en el paso 3 de la técnica en la Tarea 2
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Los estudiantes evidencian una actividad matemadtica creativa en los pasos 3y 4, especificamente al generar
una técnica novedosa; dividiendo la tarea en dos subtareas convenientes e integrando los resultados para
realizar la consigna de la Tarea 2. Asimismo, relacionan y adaptan la técnica de cubos de origami en esta
nueva tarea, lo que evidencia tres funciones de la componente creativa (F1, F2 y F4) y el momento de
trabajo de la técnica (M4). De la misma manera, se evidencia cémo la técnica de ‘deconstruccién’ de la Tarea
1 essimilaraladelaTarea 2, al considerar conjuntos de cuadrados en las esquinas y conjuntos de cuadrados
en el centro (F4). La reconfiguracién de las tres tareas de los estudiantes es ilustrada a continuacién (Figura
11).
Figura 11. Reconfiguracién de las etapas para tres tareas distintas
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Ademads, se observa que la reconfiguracién del patrén figural en la Gltima tarea es una combinacién de los
dos anteriores; especificamente, el patrén de las esquinas de la Tarea 1 se relaciona con el patrén de las
esquinas de la Tarea 2 y el patrén de la tarea de cubos de origami (Figura 5) se relaciona con el patrén
central de la Tarea 2.

La experiencia con la construccién de la regla algebraica n(n + 1) + 2 en la tarea con cubos de origami fue
fundamental para la construccién de la regla algebraican(n + 9) + 4 en la Tarea 2 (F4). La técnica de dividir
en subtareas de menor dificultad es implementada en diversas ocasiones por los estudiantes (F4). Por
ejemplo, cuando realizan una de las tareas de la situaciéon 4 del disefo didactico, “Determinar cudntas
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intersecciones se forman entre cualquier nimero de rectas no paralelas, de tal manera que solo dos rectas
pueden ser concurrentes entre si”, los estudiantes proponen la regla algebraica n(n + 1)/2 + 1 bajo este
mismo esquema. Las adaptaciones en sus técnicas (F4) les permiten proponer técnicas novedosas (F1) para
construir reglas cada vez mas sofisticadas y por tanto, la evolucion de la componente matematica.

Respecto al trabajo en parejas, se observa que el estudiante E2 utiliza el trabajo en equipo para dividir la
tarea en dos subtareasy realizarla exitosamente. Aunque el impacto de las estrategias basadas en el patréon
figural del estudiante E2 es evidente en el desarrollo de las dos tareas, el estudiante E1 persiste en
identificar los patrones numéricos. Lo que confirma el establecimiento de una dialéctica entre el trabajo
individual y el colectivo, tanto al interior de las parejas como del grupo mismo, favoreciendo la
manifestacién de la actividad matematica creativa.

El andlisis de estas dos tareas, aunque limitado, permite ilustrar la forma en que el disefio didactico fue
implementado para posibilitar el desarrollo del talento matemético. La praxeologia local conformada por
las seis situaciones problematicas relacionadas con el mismo tipo de tarea “determinar la regla general en
sucesiones infinitas”, fue fundamental para que las funciones creativas aparecieran y evolucionaran a lo
largo del enfrentamiento de todas las tareas. El trabajo con los primeros términos de la sucesién permitié
a los estudiantes explorar libremente las caracteristicas de cada uno de los elementos, la relacion entre
éstos y determinar términos subsecuentes. Las técnicas se fueron sofisticando, reinvirtiendo elementos de
técnicas utilizadas con anterioridad, adaptdndolas y haciéndolas cada vez mas eficaces. La consigna:
determinar una etapa, imagen o un término ‘alejado’, 20, 100, resulté ser clave para evaluar cada técnicay
‘acercarse’ o encontrar la regla general de la sucesién. Los estudiantes que inicialmente invertian mayor
tiempo en determinar la relaciéon entre los primeros términos lograron producir técnicas novedosas,
compartirlas con el grupo y probar su validez.

IV. Discusion y conclusiones

En el modelo MPTM la actividad matemaética creativa, que evidencia el talento matematico, estd
caracterizada por la relacion entre las componentes matematica (™) y creativa (8,) de la tecnologia, basada
en un Modelo Epistemoldgico de Referenciay determinada por cierta institucién. De manera particular, en
el anélisis de la situacién 3 desarrollada por la pareja de estudiantes se observa que proponer técnicas
Gnicas (F1), optimizar (F2) y adaptar técnicas (F4), asi como considerar tareas desde diversos angulos (F3),
en su conjunto (tablas 2 y 3), favorecid la evolucidén de reglas de generalizacion, componente matematica
de la tecnologia. Esta afirmacién es consistente con la literatura del talento matematico y de la creatividad,
por ejemplo, Kattou et al. (2013) concluyen que la creatividad matemaética es un subcomponente de la
habilidad matematica. Sin embargo, en la literatura no se tiene un consenso sobre la forma en que esto dos
conceptos se vinculan, e incluso hay opiniones contradictorias sobre esta relacién (Singer et al., 2016). En
este sentido, esta investigacién genera un aporte tedrico que confluye con Sala et al. (2016) en el que las
dimensiones de la actividad matematica evidenciadas por los momentos del estudio estdn estrechamente
relacionadas con la creatividad.

De manera mas precisa, esta investigacién muestra que el desarrollo del talento matemadtico requiere de
la construccién de una praxeologia local, que permite generar un gran nimero de técnicas basadas en la
misma tecnologia, lo que favorece la aparicién de los momentos 4, 5y 6. Analizar el limite y alcance de las
técnicas (M4) en tareas de un mismo tipo, permite optimizarlas (F2) y considerarlas desde diferentes
angulos (F3). De la misma manera, evaluar las técnicas y sus elementos (M5) en mas de una situacion
problematica posibilita la institucionalizacién de la actividad matemdtica creativa (M6). Es decir, se
reconoce valido producir técnicas inusuales, flexibles y Unicas, sustentadas por tecnologias matematicas,
que pueden ser de diferentes areas, aritmética, dlgebra o geometria. Estos momentos corresponden a las
dimensiones o procesos de la actividad matematica sefialados en Sala et al. (2016).

La construccién de esta praxeologia local exige condiciones institucionales propicias, trabajo colaborativo,
en pequeno y gran grupo que posibiliten la comunicacién y discusién de ideas y conceptos matematicos,
asociada a la manifestacién de la creatividad (Shriki, 2010). Es importante destacar que las tareas retadoras
propuestas en el disefio didactico y validadas por el anélisis a priori basado en el MPTM, requieren de una
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validacién empirica (implementacién), andlisis in vivoy a posteriori, ya que si las tareas resultan rutinarias
para uno o varios estudiantes, no se pondrd de manifiesto la componente creativa ni se posibilitara el
desarrollo del talento matematico. O bien quedara sujeta a la gestion del disefio, obligando a generar /in
situvariantes en las tareas.

Laimplementacién de nuevos disefios didacticos en condiciones institucionales similares en modalidades -
presencial y virtual- permitiria ampliar las validaciones empiricas del MPTM. Para ello, es necesario seguir
la ruta metodoldgica aqui expuesta y constituir praxeologias locales fundamentadas en un MER, que
requieren la eleccién de una tecnologia matematica, vy la propuesta de tareas abiertas y retadoras
relacionadas con dicha tecnologia, que posibiliten la produccién de técnicas no establecidas. Técnicas que
puedan generarse desde la exploracion y reconocimiento de relaciones y sofisticarse mediante variables
diddcticas, como en este caso, determinar un ‘n’ suficientemente grande. Asimismo, seria de gran interés
generar un disefo didactico basado en la invencién de problemas, ya que este tipo de tarea estd altamente
relacionada con la creatividad matemdtica (Dickman, 2018; Sala et al., 2016). Lo que representa un reto en
términos de la componente matematica que se elija.

Se considera que el modelo MPTM puede ser utilizado para generar disefios didacticos implementados en
el aula regular, ya que en conjunto con el MER posibilita la reorganizacién de los contenidos curriculares,
en praxeologias matemdticas creativas de nivel local. Esto requiere, sin embargo, un cambio de rol de los
padres de familia y un arduo trabajo del profesor de matematicas; con el fin de superar condiciones y
restricciones institucionales caracterizadas por la rigidez curricular, el aprendizaje centrado en el manejo
de algoritmos y la ensefanza basada en exposicién de conceptos. Lo que es sumamente complejo, pero
necesario para lograr el desarrollo del talento matematico desde un enfoque inclusivo. De manera general,
el modelo MPTM es una herramienta tedrica que permite enmarcar estudios sobre el desarrollo del talento
matematico bajo ciertas condiciones institucionales, ya que éstas son fundamentales en la determinacion
de la actividad matematica creativa, que pueden ser establecidas en el aula regular o en espacios de
atencién al talento.
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