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Resumen

El método de Lee-Carter ha sido adoptado en varios paises para estimar y pronosticar las tasas de
mortalidad por edad y periodo. Esta popularidad se debe a su parsimonia. Mas atin, este modelo
ha dado resultados satisfactorios para varios paises (México, Chile, Estados Unidos, paises del
G7, etc.). Por otro lado, el modelo Aditivo Doble Multiplicativo propuesto por Wilmoth (1993)
tiene la misma funcion que incorpora los efectos cohorte. En el presente trabajo ambos métodos
se aplican al contexto de la mortalidad historica mexicana y se comparan los resultados.

Palabras clave: Mortalidad mexicana, estimaciones de mortalidad, modelo aditivo doble multi-
plicativo, método de Lee-Carter: métodos demograficos.

Abstract
The additive double multiplicative model. an application to the mexican mortality

The Lee-Carter method has been adopted in several countries to estimate and forecast mortality
rates by age and period. Such popularity is mainly due to its parsimony. Moreover, this model has
been successful for several countries (Mexico, Chile, the U.S., G7 countries, etc.). Furthermore,
the model proposed by Wilmoth called Additive Double Multiplicative involves the same func-
tion and incorporates the cohort effects. In this paper both methods are applied and compared to
the historical Mexican mortality.

Keywords: Mexican mortality, mortality estimates, additive double multiplicative model, Lee-
Carter model, demographic methods.
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INTRODUCCION

| intento de encontrar una funcion para modelar la mortalidad

por edades tiene una larga historia en estudios de Demografia y

en las ciencias actuariales. El primer antecedente de una féormula
matematica que intentd describirlo fue realizado por De Moivre (1725),
quien escribid una funcién de sobrevivencia de la forma S(x) =1 - x/® (®
es el altimo grupo de edades). Posteriormente, Gompertz (1825) observo
que para el grupo de edades de entre 20 y 60 afios, la fuerza de mortalidad
se incrementaba casi exponencialmente con la edad (u(x) = ae™). Des-
de entonces, algunos estudios han confirmado que la ley de Gompertz se
cumple para varios paises e inclusive para varias especies. Sin embargo,
se ha encontrado que tanto para los primeros como para los ultimos grupos
de edades el ajuste no es tan preciso, por lo que se han propuesto diversos
modelos para corregir esta falta de ajuste, particularmente en las tltimas
edades (Makeham, 1867; Thiele, 1872; Wittstein, 1883; Pearson, 1895;
Perks, 1932; Heligman y Pollard, 1980; Hannerz, 1999; entre otros).

Existen también métodos que utilizan las funciones que establecen una
relacion lineal en diferentes momentos entre el logito de las funciones de
supervivencia observadas y uno estandar. Cuando se tiene poca informa-
cion o ésta es de mala calidad, estos métodos primero modelan la esperan-
za de vida al nacer mediante una funcion logistica y luego utilizan tablas
modelo de mortalidad para imputarles una estructura por edades. En casi
todos esos casos, directa o indirectamente, los parametros de los diferentes
modelos son variables aleatorias (Garcia Guerrero y Ordorica, 2012).

En los ultimos 30 afios se han revelado errores en las estimaciones de-
mograficas de la mortalidad (Stoto, 1983). Keilman (1998) reportd que
las primeras estimaciones no consideraban eventos importantes, como el
incremento de la fecundidad después de la Segunda Guerra Mundial y el
decremento en paises como Grecia y Espafa después de 1985. La reduc-
cion de la mortalidad en edades avanzadas fue subestimada y se reflejo al
proyectar la esperanza de vida.

En este sentido, uno de los modelos que ha representado un hito en la
modelacion de la mortalidad de los ltimos tiempos es el propuesto por
Lee y Carter (1992). Ellos presentaron un método estocastico para estimar
y proyectar la mortalidad de Estados Unidos que provee buenos resultados
al ajustar la mortalidad para varios paises como México (Garcia Guerrero y
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Ordorica, 2012), Canada (Lee y Nault, 1993), Chile (Lee y Rofman, 1994)
y Japon (Wilmoth, 1996), entre otros. Ademas, por su simplicidad, este
método ha sido adoptado por diversas instituciones como estandar para
estimar el riesgo del envejecimiento (por ejemplo, el Fondo Monetario In-
ternacional) (Oppers et al., 2012).

Para la estimacion de los pardmetros involucrados en el modelo Lee-
Carter (LC) los autores proponen la Descomposicion de Valores Singulares
(DVS o SVD por sus siglas en inglés). Posteriormente, Wilmoth (1993)
propuso utilizar Minimos Cuadrados Ponderados (MCP) o Méxima Vero-
similitud (MLE por sus siglas en inglés), aunque no fue sino nueve afos
después que se planted un método para obtener la solucion 6ptima utilizan-
do MLE (Brouhns et al., 2002).

El modelo LC es un caso particular del propuesto por Wilmoth (1989),
quien realizo un analisis de las tasas centrales de mortalidad por edad espe-
cifica e incorpord las tres dimensiones demograficas bésicas: edad, cohorte
y periodo. De esta manera, llegd a una descripcion inicial de la estructura
de la matriz de datos de mortalidad con respecto a los cambios en edad y
periodo. Ademas, complementd esta descripcion con la consideracion de
residuales que estan relacionados fuertemente con los efectos cohorte. Su
investigacion fue motivada por la pregunta ;la mortalidad actual es una
funcion de la mortalidad pasada?

Posteriormente, Wilmoth (1993) propuso el método Aditivo Doble
Multiplicativo! (ADM) para estimar los parametros del modelo que habia
propuesto. Llevo a cabo un analisis exploratorio de datos enfocado en las
tres dimensiones mencionadas; el uso de un modelo que es asimétrico en
edad, periodo y cohorte se justifica con una discusion de los problemas
de identificacidon de los modelos que involucran variables perfectamente
colineales.

En este articulo se modela y estima la mortalidad de México a partir
de los patrones generales que muestran la informacion empirica disponi-
ble para el periodo 1930-2009. Para ello se utilizan el modelo ADM vy el
LC con el objetivo de estudiar si es posible utilizar el segundo, dada su
parsimonia, en el contexto mexicano. De esta manera, en primer lugar se
explica la logica del modelo ADM y el método iterativo de estimacion;
después se explica el modelo LC y el LC modificado de acuerdo con la
propuesta del presente trabajo, se explican tres métodos para estimar sus
parametros: Descomposicion en Valores Singulares (DVS o SVD por sus

! Una variante del modelo propuesto por Wilmoth (1990) ha sido utilizada por el Consejo Nacio-
nal de Poblacion (Conapo) en el pasado para la correccion de la mortalidad.
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siglas en inglés), Minimos Cuadrados Ponderados (MCP) y Maxima Ve-
rosimilitud (MLE por sus siglas en inglés).. Enseguida se modela y estima
la informacidn sobre la mortalidad mexicana, por sexo y edades utilizando
el ADM y el LC, con cada una de sus formas de estimacion; se analizan
los resultados y se concluye cual es el mejor método para la informacion
mexicana. Estas técnicas son aplicadas a los datos “brutos”, es decir, sin
aplicarles a priori alguna técnica de suavizamiento. Esta decision se tomo
con el fin de no perder de vista algin efecto de edad, cohorte o periodo de
los datos. Sin embargo, una vez obtenido el valor de los parametros, estos
si fueron suavizados con el objetivo de presentar estimaciones sin errores
de mala declaracion de edad. Finalmente, este articulo se concluye con
algunas sugerencias y reflexiones finales.

EL MODELO ADITIVO DOBLE MULTIPLICATIVO (ADM)

Con el propoésito de demostrar que la mortalidad actual es funcion de la
mortalidad del pasado, Wilmoth (1990) propuso modelar esta variable de-
mografica como una funcion lineal de varios parametros: uno que deter-
mina la estructura etaria historica de la mortalidad (o), donde i esta en [0,
w+] se refiere a las edades que van desde los cero afios hasta el ultimo
grupo abierto denotado por +; otro que indica la distribucion promedio
de las defunciones a lo largo del tiempo (Bj), donde se refiere a los afios o
periodos; otro que sefiala el efecto cohorte sobre la mortalidad (0,), donde
k=j-i indica el afio de nacimiento de las cohortes y un conjunto de térmi-
nos multiplicativos que sefialan la interaccion entre las dimensiones edad y
periodo ¢, v, 6. . Matematicamente,

fij=ai+[3j+2"m:1¢my . +9k+gij 1)

im jm
Los parametros del modelo anterior son estimados en etapas: con el fin
de explorar los patrones por edad y periodo, se ajusta primero el modelo
fij =0, + Bj te, donde los pardmetros cumplen que Z Bj= 0, con lo que:

=Y _ £/

=1
A esta primera fase Wilmoth la llamo fase de exploracion (Wilmoth, 1990: 298).

Ahora bien, si el modelo (1) estuviese completamente especificado, los
residuales deberian comportarse como ruido 0 como un proceso puramen-
te aleatorio (véase Chatfield, 1995). Sin embargo, Wilmoth encontré que

dichos residuales, definidos como:

VANEVAN
r;=f;-o-B,
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siguen un patron que podria ser modelado de la siguiente forma:
I, = DN N A SJm t g, donde los parametros conforman un conjunto
de funciones de bases ortogonales que se calculan utilizando el Método
de Descomposicion en Valores Singulares (DVS o SVD por sus siglas en
inglés). o

Asi, el autor define s, = f - (x B 2 0,7, 9,, de tal manera que se
ajusta un modelo de la forma S, 6k+ g donde k=j -1i. Los parametros 0,

resultantes son los efectos diagonales residuales o efectos cohorte. El ana-
lisis exploratorio implica un modelo donde i, j, &, representan renglones
(edades), columnas (periodos) y diagonales (cohortes), respectivamente.
Las o dan la forma por debajo de la curva de mortalidad sobre el periodo
entero y las £ indican el nivel de la curva para el afio j. La parte multiplica-
tiva muestra una evolucion lenta en la forma de la curva a través del tiem-
po. Finalmente, los efectos de la diagonal 6, muestran el monto promedio
de “exceso en la mortalidad” para la cohorte & sobre el periodo de estudio.

Finalmente, el modelo se ajusta de acuerdo con el siguiente procedi-
miento iterativo:

o 1/J %, (f,-0,0°1)

B — 1LY, (-0 -0,01)

(@, 7,.,8,™) « SVD (£, - a®-B™-6,0-))
00— 1w, 3 f-a®-BO-3r ¢ By ®F

donde la tercera linea indica que los términos multiplicativos son de-
rivados de los primeros p términos de la DVS aplicada a la matriz
(f; - o™ - [3(“) 0, V) y w, es el nimero de observaciones en la k-ésima
dlagonal Como datos 1n101ales se supone que 6,(V=0 para todo k (Wil-
moth, 1995: 329-330).

El modelo de Lee-Carter

Para estimar y proyectar las tasas centrales de mortalidad (m_ ), Lee y Car-
ter (1992) propusieron un caso particular del modelo de Wllmoth indicado
en la ecuacion (1). Ellos definen una funcion de tres parametros que captan
dos dimensiones fundamentales de este fendmeno demografico: la edad y
el tiempo (Lee y Carter, 1992). El modelo de Lee-Carter (LC) se expresa
matematicamente de la siguiente manera: f =In(m_)a +bk +¢ ,donde
a_es un parametro que indica la forma hlstorlca promedlo de la rnortah—
dad por edades, b_indica la intensidad de la mortalidad a cada edad, el
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parametro k, indica la tendencia temporal historica de la mortalidad (LC lo
llaman indice de mortalidad) y ¢ , es un término de error. En este trabajo se
propone una adaptacion, incorporando un parametro que describa el nivel
de la curva de la mortalidad, denotado como C, (equivalente al parametro ,6’
del modelo ADM). Asi, el modelo LC adaptado se expresa de la 81gu1ente
manera: f =In(m )a +C bk +e 2)

Para que el modelo tenga solucion tinica se deben cumplir las siguien-
tes restricciones: Xk =0,X b =1y X C = 0. De esta manera, el vector
a_se calcula como el promedio sobre el tiempo y el vector C, se calcula
como el promedio sobre las edades del logaritmo de las tasas centrales de
mortalidad. El resto de los parametros son calculados con distintas técnicas
estadisticas; en este trabajo se utilizan y comparan tres de ellas: Descom-
posicion en Valores Singulares (DVS o SVD por sus siglas en inglés), Mi-
nimos Cuadrados Ponderados (MCP) y Méxima Verosimilitud (MLE por
sus siglas en inglés).

Estimacion con Descomposicion de Valores Singulares

La primera propuesta de Lee y Carter para calcular los pardmetros de la
ecuacionr  =In(m_)-4 - C fue usar Descomposicion de Valores Singu-
lares (DVS) Formalrnente la DVS indica que para toda A que esta en R™"
de rango 7, existen matrices ortogonales U yV_ vy unamatriz diagonal
D__ =diag(s,, 0,,...,0,) tales que

D O
A=U(0 0 m Yicono >6,>...>0,

donde o, es el i-ésimo eigen valor de la matriz A. En la factorizacion ante-
rior, a las columnas de la matriz U se le denomina eigenvectores izquier-
dos de la matriz A y a los renglones de V se les denomina eigenvectores
derechos de la misma matriz (Garcia Guerrero y Ordorica, 2012). En este
marco:

A

A
bx - Ux] y kl - DIthl

El modelo DVS es muy popular por parsimonioso; sin embargo, Alho
(2000) senala que el método no es 6ptimo y propone que la MLE puede
producir mejores soluciones. De acuerdo con este autor, la principal razén
por la cual un modelo de Poisson es 6ptimo para ajustar el modelo es que
cuando se ajusta por medio de MCO o DVS se supone que la varianza de
los residuales es constante a lo largo del tiempo y de las edades. Sin em-
bargo, debido al bajo nimero de defunciones en edades avanzadas el loga-
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ritmo de la fuerza de mortalidad es mucho mas volatil que en las primeras
edades o en las intermedias.

Estimacion con Minimos Cuadrados Ponderados

Cuando el modelo (2) se ajusta por medio de Minimos Cuadrados Ordi-
narios (MCO), la interpretacion de los parametros es sencilla: a_es igual
al promedio de In(m,,) sobre la edad y C, es el promedio sobre el tiempo;
al igual que en la aproximacion por DVS, b_representa la intensidad de
la mortalidad por edad y k, representa la tendencia de la mortalidad en el
tiempo (Wilmoth, 1993 y Garcia Guerrero y Ordorica, 2012).

Dadas estas restricciones el modelo se ajusta minimizando la suma de
cuadrados, esto es Min °* _ X' _ [log(m ) -4 - C b k)2 sujeto a que
>t _,b=1yX"_ k=0.La forma mas simple de mlmmlzar esta ecuacion
es, primero, calculando el vector a_como el promedio por edad del logarit-
mo de las tasas centrales de mortalidad, mientras C, representa el promedio
por afio del logaritmo de esas mismas tasas. Luego se calculan by k, con
DVS de la matriz log(m, ) - & C Si se define D_, como el nimero de
defunciones observadas a la edad x en el afio t, entonces la varianza de
In(m_,) es aproximadamente igual a D’ (Wilmoth, 1989) Entonces se
minimiza la ecuacion 2, D, [1og(m J-a - C b k)2 Para ello,
es necesario calcular sus ecuacwnes normales respecto a cada parametro.
De esta manera:

_ 2Dyt (frr —ax — Cp — byke)

a. =
* Zt Dx,t

é _ Zx Dx,t(fx,t - ax - Bxiét)
’ 2Dy

B _ Zth,tiét(fx,t - 6ix - ét)
g Y Dy kf

]E _ Zt Dx,tiex(fx,t - ax - ét)
¥ YDy b

Existen soluciones simultaneas de estas ecuaciones que son mas faciles
de realizar iterativamente: se seleccionan valores iniciales para los para-
metros (usualmente son los ajustados por DVS) y luego, las ecuaciones
anteriores se calculan de manera secuencial hasta que el cambio en el valor
de los parametros sea muy pequefio.
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Estimacion con Mdaxima Verosimilitud

Otra forma de ajustar el modelo LC es especificar un modelo probabilisti-
co. Sean d_, una variable aleatoria que representa el nimero de defunciones
de edad x en el afio ¢, y D_, las defunciones observadas a edad x en el afio
t. De acuerdo con Brllhnger (1986), d_, se aproxima a una distribucion
Poisson con media A, donde A_, = mx[EX »m_=exp(a +C +bk)sonlas
tasas centrales de mortahdad y E ,son los expuestos al riesgo de fallecer a
edad x en el tiempo ¢.

La funcion de verosimilitud de una distribucién Poisson se expresa
como: L(d; L) = AY exp™/d! De igual manera, la funcién de log-verosimi-
litud para dicha distribucion se expresa como 1(d; A) = d In(A) - A - In(d!).
Suponiendo que las defunciones son independientes a lo largo del tiempo
y entre edades, entonces, I(d; ) =X [d  In(A ) - A ]. Para maximizar la
funcién de log-verosimilitud se pueden utilizar diversos métodos y algo-
ritmos, como el cuasi-Newton, el simplex o el de maximizacion de espe-
ranzas (EM).

Para este trabajo se utiliz6 el algoritmo iterativo propuesto por Brouhns
et al. (2002), el cual consiste en estimar los parametros de la forma:

é(w D) é(v) _ _01v/00
0*1M/06?

donde 1= 1M(0™), es la funcioén de log-verosimilitud.

En el caso del modelo LC adaptado, se tienen cuatro series de pardme-
tros por estimar: a, b, C, y k. El proceso de actualizacion es el siguiente:
se inicia el proceso haciendo

6’ =0, 5" =1,6" =0y K" = 0 luego

~A(W+1) _ A(V) Zt(Dxt- 51;) Av+1l) _ ~(v) 7(v+1) _ 2(v) $(wv+1) _ (V)

a, =a, _T(;;t, C C b b k k

C(V+2) C(v+1) Zx(Dxt— Z(j:)l)), a}({v+2) a(v+1) b(v+2) b(v+1) k(v+2) k(v+1)
—ZxDx_t

RO _ ) _ Se(Dxe-D LY a9 — 4D pOHY) _ D) (043) _ (04D
-y, D(v+2)(b(v+2)2) > X

b = fHY _ Ne0x =Dy D (paay _ a0, k(v+4) k(v+3) C(u+4) C(v+3)
-5 BRGEhT

donde D( ) = E,cexp (@ (A(U) 5;(;’) + IAC,(CU)) es el nimero estimado de defunciones

despues de la v-ésima iteracion.
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Un problema operativo de este método aplicado al caso de la mortalidad
es que se necesita el nimero de expuestos al riesgo a cada edad y en cada
periodo. En el caso de los paises desarrollados esto no representa problema
alguno, dada la alta calidad de sus registros administrativos. Sin embargo,
en paises como México es necesario realizar una conciliacion demografica
que proporcione coherencia entre las cifras de la poblacion total y las de
los eventos demograficos registrados. Para el caso que aqui se trata, no se
dispone de esta informacion para los afios 1930-1960, ya que la concilia-
cion demografica que abarca un periodo temporal mas largo comienza su
estimacion en el afo 1960 (SOMEDE, 2011). La conciliacién realizada
por el Consejo Nacional de Poblacion (CONAPO, 2012) es muy corta, co-
mienza en 1990 y existen dudas sobre su calidad (Garcia Guerrero, 2013).

APLICACION A LA MORTALIDAD DE MEXICO

Los datos seleccionados para ajustar el modelo son las defunciones regis-
tradas de 1930 a 2009 en México. Las cifras de mortalidad adolecen de una
mala cobertura, sobre todo las mas antiguas. Sin embargo, en este trabajo
no se realiza ningln ajuste previo a ello considerando que las defunciones
ocurridas y registradas el mismo afio son una buena proxy de las dimensio-
nes que se desean captar, aunque fue necesario omitir las edades 0, 1 y 2
debido al alto subregistro de las mismas.

El modelo ADM aplicado a la mortalidad mexicana

Las defunciones por edad, afio y sexo son transformadas logaritmicamente;
esta transformacion significa que las partes de un modelo aditivo pueden
ser expresadas como ajustes proporcionales a un riesgo subyacente. Como
lo sefialaron Emerson y Stoto (1983), una transformacion seleccionada por
una razoén, regularmente demuestra efectos fortuitos que vienen con ella.
En este caso, mas alla de la ayuda de la interpretacion tedrica, se aprovecha
la estabilizacion de la varianza y el incremento en la aditividad de la matriz
de datos como dos argumentos a favor de la transformacién mencionada
(Wilmoth, 1989).

En la fase del analisis exploratorio, se ajusta una serie de modelos sim-
ples a los datos transformados. En la Figura la se muestra el efecto del
parametro &i, que representa la tendencia etaria promedio del logaritmo de
las defunciones en el periodo de estudio, 1930-2009. La Figura 1b mues-
tra el efecto del pardmetro Bj , que representa la evolucion promedio de la
mortalidad sobre el tiempo.
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Figura la. Dinamica de o; por sexo. México, 1930-2009
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Figura 1b. Dindmica de f; por sexo. México, 1930-2009
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La primera de estas curvas muestra la tendencia conocida del cambio
de la mortalidad sobre los rangos de edad: alta en las primeras edades,
cayendo a un minimo alrededor de los 11 afios y a la baja en las edades
mayores.? Se observa que entre los 17 y 85 afios, el logaritmo de las defun-
ciones oscila alrededor de siete (que serian poco mas de mil defunciones
en promedio anual para cada una de esas edades) para después descender.
Las defunciones masculinas son ligeramente mayores hasta poco después
de los 60 afios y después de los 80 afios se ubican por debajo de las defun-
ciones femeninas.

Respecto a la tendencia temporal promedio, las defunciones masculinas
se encontraban sobre las femeninas hasta mediados de la década de los
60, después, ese patron se revirtio. Se observa un cambio estructural en la
tendencia que predominaba hasta principios de la década de los cincuenta.
Esto se debe principalmente a que fue por esos anos que se consolidaron
las instituciones de salud publica en México. Es importante aclarar que es-
tos datos se refieren a los volumenes totales de muertes por sexo a lo largo
del tiempo, lo cual no indica que sea mas “intensa” la mortalidad en uno u
otro sexo, aqui existe un efecto del volumen total de la poblacion expuesta
al riesgo de morir que no esta siendo considerado.

Por otro lado, este método le presta una atencion especial a los efectos
de la diagonal de los residuales que, como se menciond, estan asociados
a los efectos cohorte. El primer paso del ajuste del modelo es ajustar una
serie de modelos aditivos a estos efectos hasta que se estabilizan; poste-
riormente, se realiza el ajuste del modelo ADM utilizando el conjunto de
parametros ¢, que se muestra en la Figura 2.

Enla Figura 2 se observa un patron recurrente de observaciones atipicas
cada diez afos que tienden a disminuir hacia las cohortes nacidas después
de 1930. Se observa también el efecto de la mortalidad en las cohortes de
nacimiento de la primera década del siglo XX, aquellas que sufrieron mas
de cerca el movimiento armado de la Revolucion Mexicana.

El modelo ADM se ajusta con la DVS utilizando las dos primeras com-
ponentes, lo que hace que el modelo explique mas varianza que con sélo
una; la decision de tomar p =2 se basa en la amplia diferencia en magnitud
de los dos primeros valores propios respecto al resto, como se puede ob-
servar en la Tabla 1. Cabe mencionar que la incorporacion de mas compo-
nentes no afecta la estimacion pero si disminuye la parsimonia del modelo.

2 Obviamente el comportamiento de este parametro se debe a la transformacion y a que se utiliza
el conteo del evento y no tasas.
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Figura 2. Efectos cohorte del modelo ADM. México, 1821-2006
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Tabla 1. Valores propios obtenidos con el método DVS. Modelo ADM

m Hombres Mujeres
1 40.5 47.4
2 8.6 8.0
3 4.8 4.7
4 3.6 24
5 2.1 1.8
6 1.8 1.5
7 1.6 1.5
8 1.5 1.4
9 1.4 1.3
10 1.3 1.2

Fuente: elaboracion de los autores.

Con la DVS se calculan los demas parametros del modelo, los cuales
corresponden a los elementos de las matrices resultantes de este procedi-
miento. Por un lado se tienen los parametros asociados a las edades, y,
(Figura 3) y por otro los asociados a los periodos, 5jm (Figura 4). Respecto
a los parametros asociados a las edades no se observan diferencias sus-
tantivas por sexo; sin embargo, en el grafico asociado al parametro y,, se
observa que durante los primeros afios de vida hay una sobremortalidad
masculina.

Ahora bien, respecto a los parametros asociados a los periodos tampoco
se observan diferencias sustantivas por sexo; la grafica asociada al paréa-
metro 6j , muestra que para ambos sexos la tendencia temporal es a la baja,
es decir que durante todo el periodo de analisis la mortalidad general ha
disminuido continuamente. Sin embargo, la grafica asociada al parametro
5]2 muestra que si bien ha habido algunas fluctuaciones en la velocidad a la
que ha disminuido la mortalidad, durante la década de 1970 se observa un
incremento abrupto en dicha velocidad de disminucion, aunque es posible
que esto refleje algun cambio estructural en la calidad de la informacion
durante esa década.

Una vez realizada esta etapa de analisis, se confirma que la estructura
de la matriz por renglones y columnas esta bien representada.
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Figura 3. Valores v,,,. Mortalidad mexicana, 1930-2009
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Figura 4. Valores §;,. Mortalidad mexicana, 1930-2009
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El modelo LC aplicado a la mortalidad mexicana

En los tres procedimientos de ajuste del modelo Lee-Carter el parametro a_
es casi idéntico, con muy poca variacion salvo en las ultimas edades; esto
se debe a que en el proceso que se realiza en los tres métodos de ajuste
(SVD, MCP y MLE) se calculan siempre los términos aditivos en primer
lugar. Esto se puede ver en la Figura Sa.

Ademas, en la Figura 5b se muestra la manera en que el parametro mul-
tiplicativo b_ capta el comportamiento de la variacion de las defunciones.
Asimismo, se observa que el método MLE estima mejor la intensidad de
las defunciones a las primeras edades y en las edades medias. En este sen-
tido, el método DV'S es muy similar al MCP en las edades medias, pero es
posible que sobrestime la intensidad en las primeras edades y la subestime
en las edades medias y envejecidas (note la similitud con el parametro y, ).

En las Figuras 6a 'y 6b se puede notar la similitud del parametro k, entre
los métodos de estimacion con el término C,y con el conjunto de parame-
tros 6,,. En esta figura sobresale la informacion que indica la estimacion
por MLE. Los métodos DVS y MCP sefialan que ha habido un continuo e
ininterrumpido proceso descendiente en la mortalidad.

En cambio con MLE se sefiala que durante la década de 1930 hubo un
freno o estancamiento de la tendencia creciente de la mortalidad, lo cual
es coherente con la primera etapa de la transicion demogréfica en México
(Garcia Guerrero, 2014).

Luego, la estimacion sefiala una tendencia lineal en la disminucion de
la mortalidad y hacia la década de 1980, se observa una disminucion en la
velocidad a la que venia descendiendo. A finales de esa década y de la pri-
mera década del siglo XXI se observa un estancamiento en la disminucion
de la mortalidad.

El hecho de que el modelo ADM integre el efecto cohorte le proporcio-
na una ventaja significativa en cuanto a la bondad del ajuste. Al calcular los
totales estimados de las defunciones masculinas, el modelo ADM obtiene
un coeficiente de determinacion (R?) de 99.9 por ciento y de las femeninas
de 99.8 por ciento, mientras que con MCP se obtuvo una R*>= 99.8 por
ciento para los hombres y 99.9 por ciento para las mujeres (se estabilizan
las defunciones rapidamente y por la aproximacion de los parametros los
lleva por debajo de la curva de las defunciones originales para el caso de
los hombres, mientras que para las mujeres ocurre lo contrario).
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Figura 5a. Efecto del parametro a, de acuerdo con tres métodos de estimacion
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Figura 5b. Efecto del parametro b, de acuerdo con tres métodos de estimacion
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Figura 6a. Efecto de los parametros C; de acuerdo con tres métodos de estimacion
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Papeles de POBLACION No. 84

Figura 6b. Efecto de los parametros k, de acuerdo con tres métodos de estimacion
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Con MLE se obtuvo una R*= 99.4 por ciento para hombres y de 99.7
por ciento para las mujeres (de antemano se esperaba esto debido al su-
puesto de distribucion Poisson utilizado) y finalmente, con DVS se obtuvo
una R*>= 99.1 por ciento para hombres y una R*>= 99.5 por ciento para las
mujeres (sobresalen algunas deficiencias ya que en los primeros afios se
ajusta por debajo de las defunciones originales, lo cual no es posible dado
que las observaciones representan una cota minima y en los periodos inter-
medios por arriba). En la Figura 7, se muestra graficamente el ajuste de los
modelos segin el método que se utilice para corregir la tendencia del total
de las defunciones por afio. Sin embargo, las diferencias antes menciona-
das son minimas y a un nivel de significancia de uno por ciento, todas las
opciones de estimacién muestran un muy buen desempefio.

Con el proposito de corregir la mortalidad mexicana y brindar una ten-
dencia demograficamente aceptable y en virtud del analisis de los resulta-
dos en los totales de las defunciones por periodo, es posible seleccionar el
mejor modelo que se ajusta a los datos; de acuerdo con la Figura 7, seria
razonable escoger entre el modelo ADM y el modelo LC calculado a partir
de MLE; sin embargo, al interior de cada periodo, analizando los parame-
tros de cada modelo que dan cuenta de la distribucion de las defunciones
por edad (a, para Lee-Carter y o, para ADM).

Una vez analizadas las defunciones totales por periodo, habiendo con-
cluido que, si bien todos los métodos de estimacion proporcionan muy
buenos resultados para el modelo LC, el mejor es el MLE y el mejor mo-
delo de la mortalidad es el ADM, ya que incorpora una dimension mas en
su analisis: la cohorte.

Asi, el siguiente paso fue analizar la estructura por edades de las de-
funciones de cada periodo. Para ilustrar lo anterior, se eligieron los afios
1930, 1970 y 2009 con el fin de hacer referencia a los ajustes logrados en
el corto, mediano y largo plazo. Ademas, con ello también se analizan tres
tipos de datos con diferentes calidades; se espera que los datos mas difici-
les de ajustar sean aquellos con mayores errores de declaracion, es decir,
los més antiguos.

De esta manera, como se muestra en las Figuras 8a, 8b y 8c, la morta-
lidad observada en las primeras edades es mayor al inicio del periodo de
estudio y menor en las edades intermedias y mayores; a la mitad de cada
periodo, la mortalidad infantil baja de manera considerable y comienza a
verse la transicion de la mortalidad en edades mayores a 50.
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Figura 7. Defunciones totales corregidas segun modelo utilizado. Mortalidad mexicana,
1930-2009
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Figura 8a. Estructura por edad de las defunciones corregidas, segiin modelo utilizado.
Mortalidad mexicana, ano 1930
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Figura 8b. Estructura por edad de las defunciones corregidas, segun modelo
utilizado. Mortalidad mexicana, afio 1970
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Figura 8c. Estructura por edad de las defunciones corregidas, segiin modelo
utilizado. Mortalidad mexicana, afio 2009
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Por ultimo, en el afio 2009 se puede ver la estructura mas reciente de la
mortalidad con las defunciones registradas, la transicion es evidente en la
forma de la curva, donde la mortalidad en menores de cinco afios disminu-
y6 de manera sustantiva y se aprecia un maximo cerca de los 80 afios de
edad. El comportamiento de las edades al interior de los periodos seleccio-
nados estimadas por el modelo LC-MLE respeta la estructura original de
las defunciones; sin embargo, en las edades mayores subestima las defun-
ciones, esto se debe a la distribucion con la que se estimaron. En cambio,
si bien el modelo ADM también respeta de buena manera la forma de la
curva de las defunciones originales, incrementa defunciones en las ultimas
edades.

Suavizamiento de los parametros

Usualmente, al modelar la mortalidad de un pais, primero se corrige la in-
formacion observada y luego se modela y se aplica algun procedimiento de
estimacidn de parametros (para el caso de México véase Garcia Guerrero y
Ordorica, 2012). En este trabajo se aplica una perspectiva un tanto diferen-
te, con el fin de estudiar la informaciéon que proporcionan las observacio-
nes empiricas historicas. Primero se modelo y se estimaron los parametros
relacionados y luego se suavizaron, con el fin de analizar la informacion
a corto, mediano y largo plazo. Ademas, se suavizaron, con el objetivo de
obtener una serie histérica que permita analizar de una forma mas eficiente
la dindmica demografica de la mortalidad a lo largo del tiempo, eliminando
los errores que subyacen.

Una de las ventajas de suavizar los parametros es que el resultado de-
finitivo da la estructura por edad y sexo de las defunciones para cada afio
es suave, lo que permite de manera mas facil observar la tendencia sin la
variacion que da la preferencia digital en el registro.

Sin embargo, se corre el riesgo de no identificar fendmenos de la mor-
talidad, tanto en la estructura como en el periodo, que afectan directamente
su comportamiento o que son consecuencia de algun evento fortuito en la
historia. Por lo tanto hay que poner atencién especial a este procedimien-
to para no perder informacidén que es importante o que puede cambiar la
tendencia al realizar la combinacidn de los pardmetros. Para garantizar un
buen resultado o por el contrario desecharlo, es necesario en cada paso
que se realiza detenerse para analizar cada uno de los procedimientos; en
este tipo de modelos, por las complicaciones en los calculos excesivos de
parametros, es facil cometer errores.
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Para el modelo Aditivo Doble Multiplicativo, se utilizaron distintos ti-
pos de métodos polinomiales® que se adecuaron a cada conjunto de para-
metros: para los efectos cohorte se utiliz6 un suavizamiento polinomial con
kernel senoidal, tratando de respetar la forma de la curva. Como resultado
se obtiene un efecto similar al de medias moviles, una linea mas plana, sin
irregularidades de la serie original, con la cual es posible percibir mejor la
tendencia de la serie. Las o, fueron suavizados con una funcion polinomial
con kernel Epanechnikov para respetar su comportamiento en las edades.
Las ﬁ] fueron suavizadas con una funcioén polinomial con kernel Gaussiano
para respetar la forma de la curva, aun cuando son crecientes. Por ultimo,
los términos multiplicativos fueron suavizados con un procedimiento poli-
nomial con kernel Epanechnikov.

Al terminar este procedimiento de suavizado de los parametros, se re-
calculan las defuniones corregidas y suavizadas a partir de las ecuaciones
(1) y (2). Los resultados son buenos en relacion a las defunciones origina-
les. Al realizar el ajuste de este método se obtiene una descripcion detalla-
da de la estructura de una matriz de defunciones. El caracter natural de esta
estructura es comun en datos de mortalidad para ambos sexos y para varios
paises, en este caso en particular para México, las tres piezas de la des-
cripcidn correspondientes a la parte aditiva, multiplicativa y diagonal del
modelo han separado interpretaciones informativas que son de gran ayuda.

En la Figura 9 se muestra la estructura por edades suavizada para el mo-
delo ADM; se observa la transicion de las defunciones a través del tiempo
y como se adaptan a las estructuras de cada afio de registro. Ademas, la
evolucion de la mortalidad es evidente: por un lado, la mortalidad infantil
excesiva al inicio del periodo de estudio y su reduccion significativa para
2009.

Asimismo, se observa la acentuacion de la misma entre los 70 y 80 afios
de edad para el ultimo periodo, lo que da cuenta de lo bien que explica y
corrige la mortalidad el modelo ADM.

De igual forma, el suavizamiento de los parametros se realizé para el
modelo LC-MLE. Para las defunciones totales por periodo se utilizé6 un
suavizamiento polinomial con Kernel Epanechnikov y para los pardmetros
de la estructura por edad se utiliz6 el procedimiento propuesto por Gray
(1987) con una reponderacion ajustada a la curva de la estructura de las
edades. En la Figura 10 se muestra la estructura por edad corregida y sua-
vizada con los métodos antes mencionados para los afios seleccionados.
3 Este tipo de procedimientos esta disponible en la mayoria de los paquetes estadisticos, los aqui

utilizados fueron las funciones kdensity de STATA (Steenbergen, 2003) y density de la libreria
KernSmooth de R (2011).
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Figura 9. Estructura por edad de las defunciones totales suavizadas para el modelo ADM
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Figura 10. Estructura por edad de las defunciones totales suavizadas para el modelo LC-MLE
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Resaltan ciertas diferencias en relacion a los resultados del modelo ADM:
el modelo LC-MLE agrupa mas defunciones entre las edades 65y 85 y en
las edades mayores, cercanas a los 100, las defunciones son escasas, esto
sucede debido a que se supone que las defunciones siguen una ley de Pois-
son, lo cual asigna una mayor probabilidad de muerte a las edades entre
65y 85. El procedimiento de suavizamiento es mas simple que el utilizado
en ADM, esto se debe a que son menos los parametros que hay que tratar.

Por ultimo, queda la decision de qué modelo se ajusta mejor a la morta-
lidad mexicana en los periodos que se estudian. Hasta el momento ambos
modelos han dado resultados muy satisfactorios. Si bien hay diferencias en
el proceso de estimacion y ajuste de cada uno, éstas no reflejan cambios
sustantivos que deban ser considerados a detalle. Esto se debe en gran me-
dida a que la calidad de los registros administrativos sobre la mortalidad en
Meéxico se ha incrementado con el tiempo.

Ademas, con el fin de realizar la seleccion del modelo, hay que tener
en cuenta que el mejor sera aquel que represente menor esfuerzo y tiempo
y que brinde informacién de calidad, es decir, que sea parsimonioso. En
este sentido, el modelo ADM carece de simplicidad en la estimacion de
parametros, pues hay que realizar muchos calculos para la estimacion y
ajuste. Se debe tener mucho cuidado a la hora del suavizamiento, ya que la
interaccion de todos los parametros es la que proporciona el resultado final
y, en virtud de la sensibilidad del modelo, al menor cambio de tendencia
los resultados pueden variar considerablemente. Sin embargo, este modelo
brinda la oportunidad de analizar los efectos cohorte sobre el tiempo.

El modelo LC-MLE proporciona resultados similares con menos para-
metros, pero no es mas parsimonioso, ya que el proceso de estimacion de
MLE es un tanto mas complejo que el empleado en el ADM. Sin embargo,
el suavizamiento es mas simple y los pardmetros que hay que suavizar
resultan mas homogéneos que los del ADM.

Por otro lado, existe un obstaculo importante en el modelo LC-MLE,
el cual radica en que al realizar el ajuste se requiere incluir como infor-
macion adicional a la poblacion expuesta al riesgo. Este obstaculo podria
ser facilmente librado si se programase una libreria ad hoc para realizar
estimaciones de modelos log-bilineales para datos a nivel. Esto excede los
propésitos del presente trabajo; sin embargo, se propone para futuras in-
vestigaciones.
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Figura 11. Defunciones totales corregidas y ajustadas. 1930-2009. Mortalidad mexicana
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Ahora bien, analizando la tendencia temporal del total de defunciones
por afio con ambos los modelos, en la Figura 11 se muestran las defuncio-
nes totales corregidas y ajustadas de cada modelo para hombres y mujeres.
Es claro que el modelo LC-MLE se ajusta mejor a las defunciones origi-
nales garantizando su correccion; el modelo ADM se queda, en general,
por debajo de las observadas. Esto se debe a que el suavizado de los para-
metros y su interaccion no es optimo, ya que hay que considerar variables
correlacionadas y tendencias que no son faciles de observar, aun utilizando
herramientas sofisticadas para el suavizamiento. En el caso de las mujeres,
el modelo ADM se ajusta mejor que el de los hombres; sin embargo el
modelo LC-MLE también es el que mejor se adapta a la tendencia de los
datos observados.

Asi, en virtud de la discusion anterior, en este caso y para la mortalidad
mexicana del periodo 1930-2009, el modelo que mejor estima la mortali-
dad mexicana es el LC con pardmetros estimados utilizando MLE, atin con
la salvedad antes mencionada.

CONCLUSIONES

Aplicar y comparar los métodos anteriores ofrece un panorama mas amplio
acerca del comportamiento de la mortalidad histérica en México. Por un
lado, se present6 el modelo de Lee-Carter, el cual, por su parsimonia, ha
sido ampliamente utilizado para el estudio de la mortalidad; sin embargo,
esa misma parsimonia conlleva a que s6lo considere las dimensiones edad-
periodo de la mortalidad y elimina practicamente la informacion relacio-
nada con la dimension cohorte. Aunque en el documento original, Lee y
Carter mencionan la importancia de los efectos cohorte, terminan por no
considerarlos en su ejercicio.

Por otro lado, el modelo ADM propuesto por Wilmoth da un tratamien-
to diferente a los residuales del modelo, de tal forma que incluye los efec-
tos cohorte en el ajuste completo. Aunque les da prioridad a las dimensio-
nes edad-periodo, considera de una forma particular la dimension cohorte;*
ademas, a diferencia del modelo LC, no utiliza tnicamente el primer valor
singular, sino dos.

Por otra parte, se presentan diferentes métodos para ajustar el modelo
LC, los cuales no son tan diferentes entre si a pesar de las distintas maneras
de calcular los pardmetros; sin embargo, el método 6ptimo debe ser el que
* La decision de ponderar las dimensiones para el ajuste de un modelo, es practicamente arbi-
traria, se hace por conveniencia, para el caso de México, es mas facil tener informacion de la

mortalidad por edad y periodo que por cohorte, de hecho muy pocos paises tienen sistemas de
registros administrativos que provean de informacion de calidad por cohorte completa.
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esté al alcance, minimice el esfuerzo y que proporcione informacion sufi-
ciente y de calidad para las estimaciones y proyecciones de la mortalidad.
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