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Este articulo deriva de una investigacién cuyo objetivo fue analizar las
intuiciones iniciales de ninos de 9 a 12 afos respecto de las relaciones en-
tre drea y perimetro y el proceso mediante el cual abandonan tales intui-
ciones. El estudio se llevo a cabo con 12 ninos de alto desempeno escolar
en matematicas que en el momento de la investigacién cursaban cuarto,
quinto y sexto grado de educacion primaria. Se analizan las intuiciones
iniciales sobre las relaciones drea-perimetro y su evolucién hacia la deduc-
cién operatoria a partir de la resolucion de seis problemas que las implican
y el didlogo sobre las soluciones elaboradas. Con el apoyo del interrogato-
rio critico propio de la teorfa psicogenética se identifican también los re-
cursos matematicos que utilizan los ninos en ese proceso. Se concluye que
el trabajo sobre estas relaciones con un enfoque geométrico tiene grandes
potencialidades para desarrollar el pensamiento matematico de los ninos.

This article is the product of an investigation which sought to analyze the
initial intuitions of children ages 9 to 12 regarding ratios of area to perimeter
and the process whereby they abandon such intuitions. The study was con-
ducted with 12 children with high scholastic performance in mathematics,
who, at the time of the investigation, were in the fourth, fifth, and sixth years
of elementary school. We analyze their initial intuitions on area-perimeter
ratios and their evolution toward operative deduction based on solving six
problems involving them and discussion of the solutions reached. With the
aid of critical questioning rooted in psychogenetic theory, we also identify
the mathematical resources the children used in that process. The study con-
cludes that working on these ratios with a geometric approach has great po-
tential to develop mathematical thinking in children.
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ANTECEDENTES

Indagar las ideas de los nifos acerca de las
relaciones entre drea y perimetro (en adelan-
te relaciones A-P) se justifica por ser un tema
poco trabajado por los investigadores de la
educacion matematica. Continuar su in-
dagacion es pertinente, ademads, por ser un
contenido inserto en el curriculo de educa-
cion bésica de muchos paises y, sobre todo,
por constituir un tema donde la medicion y
la geometria plantean retos interesantes que
pueden favorecer la visualizacion, la elabora-
cion y prueba de hipotesis, asi como la argu-
mentacion, aspectos de la educacion matema-
tica reconocidos como fundamentales en el
nivel internacional.

Fueron Piaget y sus colaboradores quienes
iniciaron el estudio de estas relaciones (Vinh
Bang, 1965a, 1965b; Piaget et al, 1971; Piaget et
al., 1973; Piaget e Inhelder, 1997). Posterior-
mente, las francesas R. Douady y M.J. Perrin-
Glorian (1983) continuaron la indagacion so-
bre el tema. Estas investigadoras estudiaron
la variacion del drea y el perimetro cuando
una superficie es sometida a ciertas transfor-
maciones y constataron que, para los ninos,
existe una intima relacion entre estas magni-
tudes. Es decir, que predomina en ellos la si-
guiente idea: “si el perimetro de una superficie
aumenta, su area también (y reciprocamente),

y si dos superficies tienen el mismo perime-
tro, tienen la misma drea (y reciprocamente)”
(Douady y Perrin-Glorian, 1983; Perrin-Glo-
rian y Douady, 1988). Con base en tal consta-
tacion, estas investigadoras plantearon una
secuencia diddctica cuyo objetivo fue favore-
cer que los alumnos lograran independizar:
a) el drea de la forma (dos superficies de for-
mas diferentes pueden tener dreas iguales); y
b) el area del perimetro (dos superficies pue-
den tener la misma area y perimetros diferen-
tes) (Douday y Perrin-Glorian, 1983).

Algunas conclusiones obtenidas por
los ninos participantes en esta indagacion
—segun reporte de las autoras— fueron las
siguientes:

« para la misma drea, entre mds retor-
cida esté la forma, mds grande es el
perimetro;

« dos superficies con la misma area,
no tienen necesariamente el mismo
perimetro;

« paracomparar las dreas de dos super-
ficies, no sirve de nada comparar los
perimetros (Douady y Perrin-Glo-
rian, 1983: 49).

Posteriormente, Corberan (1996) obtu-
vo conclusiones sobre el mismo problema al
solicitar a estudiantes de niveles educativos

Figura 1. Figura elaborada por nifios participantes en
el trabajo de Douady y Perrin-Glorian

Fuente: Douady y Perrin-Glorian, 1983.
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diversos, que trataran de transformar un rec-
tangulo y un rombo dibujados en una hoja de
papel, de manera que, al conservar o agrandar
el perimetro, el area de las figuras fuera me-
nor. Al respecto, la investigadora anota: “fue-
ron muchos los estudiantes de todos los nive-
les los que no supieron modificar un rombo
para transformarlo en otra superficie de me-
nor drea y mayor perimetro, o manifestaron
que lo que se solicitaba era imposible” (Cor-
beran, 1996: 130). El experimento se replicd
con un poligono céncavo y se constato que los
alumnos actuaron de la misma manera que
con el rombo: muchos de los participantes
en la investigacion manifestaron que figuras
de igual perimetro no pueden tener diferente
area. Una reflexion que Corberan (1996) deri-
vade su trabajo es que los alumnos no podran
enfrentarse exitosamente a situaciones como
las que se les plantearon mientras no acepten
la independencia entre el drea y el perimetro
de una superficie.

Un trabajo mas reciente, dedicado tam-
bién a analizar las relaciones A-P, es el de
Damore y Fandino (2007). Estos autores re-
cuperan los estudios de Stavy y Tirosh (1996),
quienes mostraron que existe una fuerte rela-
cion de dependencia entre el area y el perime-
tro, del tipo

Si Ay B son dos figuras planas, entonces: si
el perimetro de A es mayor que el perimetro
de B, el drea de A es mayor que el area de B (lo
mismo sucede con menor e igual), por lo cual
dos figuras iso-perimétricas son necesaria-
mente equi-extensas; y viceversa (D’Amore y
Fandifo, 2007: 44).

Sobre la base de tales ideas, estos autores
buscaron responder a las siguientes cuestio-
nes: ;surge espontaneamente la idea de que, al
aumentar el perimetro de una figura plana au-
menta también el drea?, ;se necesita recurrir a
construcciones cognitivas anteriores yala pro-
pia experiencia, para convencerse que las cosas
no sonasi?” (Damore y Fandino, 2007: 47-48).

Una vez identificadas las “convicciones
iniciales” respecto de la relacion A-p, D’Amore
y Fandino analizaron el cambio que se opera
en ellas mediante la discusion con el investi-
gador, y concluyeron que, después de haber
trabajado las actividades propuestas, las ideas
erroneas ligadas a la intuicion mayor A, mayor
Py sus variantes casi desaparecieron.

MARCO CONCEPTUAL

La intuicion mds A, mds B

Stavy y Tirosh (1996) plantearon una idea que
resulté muy sugerente para muchos estudio-
sos de la educacion matematica. Estas investi-
gadoras afirman que, tanto en fisica como en
matematicas, los estudiantes reaccionan de
forma similar ante una gran diversidad de ta-
reas no relacionadas entre si, debido a que sus
respuestas parecen descansar en las mismas
ideas intuitivas. Una de estas ideas se expresa
en la regla “mds de A, mas de B”, la cual se re-
fleja en las respuestas de los estudiantes ante
tareas diferentes, incluidas las cldsicas piage-
tianas de conservacion del nimero, la mate-
ria, el peso o el volumen.

Otros investigadores realizaron estudios
tratando de confirmar la existencia de la regla
identificada por Stavy y Tirosh o alguna de
sus variantes: “igual A, igual B”, 0 “menos 4,
menos B” (Tsamir y Mandel, 2000; Stephanou
y Pitta-Pantazi, 2006). En todos los casos, las
ideas de Stavy y Tirosh recibieron apoyo em-
pirico. Nosotras consideramos que, ademds
de confirmar la probable existencia de dicha
intuicion, desde el punto de vista cognitivo
y educacional tendria un importante interés
explicar el proceso por el cual es posible aban-
donarla. Por esta razon, el foco de nuestro es-
tudio es indagar la probable existencia de la in-
tuicion “mds A, mas B, y tratar de caracterizar
y entender el proceso por el cual sera posible
abandonarla en el caso de las relaciones A-P.

Con el fin de lograr tal entendimiento, to-
mamos el marco construido por Jean Piaget y
sus colaboradores, especialmente el trabajo de
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Vinh Bang (1965a; 1965b). Nuestro objetivo es
doble: en primer término, identificar la exis-
tencia (0 no) de la intuiciéon “mds A, mas B y,
de ser constatada ésta, documentar el proceso
mediante el cual 12 ninos de alto desempeno
escolar en matematicas abandonan esta in-
tuicion y transitan hacia la deduccion opera-
toria, en el contexto de las relaciones entre el
areay el perimetro de figuras planas.

La intuicion geométrica y la deduccion
operatoria segtin Piaget

Piaget y sus colaboradores abordaron el pro-
blema de las relaciones A-P en términos de
intuicion geométrica y deduccion operatoria.
En esta perspectiva, la imagen visual tiene un
papel esencial (Piaget, 1971; Piaget e Inhelder,
1997). En el nivel preoperatorio del pensa-
miento del nino, la imagen visual permanece
estdtica y es incapaz de representar las trans-
formaciones mds elementales. Es hacia los 7 u
8 anos —cuando las operaciones intelectuales
comienzan a constituirse— que la imagen ad-
quiere una cierta movilidad por la influencia
de aportes exteriores, proporcionados funda-
mentalmente por las operaciones intelectuales
que desarrolla el propio sujeto (Piaget, 1971).

Cuando el nino no llega atin por via de-
ductiva a las conservaciones elementales de
superficie, necesita de la experiencia directa
con las superficies involucradas, como podria
ser la superposicion de elementos para com-
probar, por ejemplo, que un rectangulo com-
puesto por seis cuadrados agrupados en la
forma 2 x 3 abarcara la misma superficie que el
rectingulo formado por la alineacion de esos
cuadrados, o sea, 6 x 1 (Piaget, 1971).

Segun Piaget, la abstraccion reflexiva y
constructiva es el mecanismo que permite
imaginar el resultado de las transformaciones
sobre las imdgenes sin necesidad de recurrir a
la experiencia fisica. La abstraccion, dice, es:
reflexiva, porque hay “reflexion”, en el sentido
de una proyeccion de las acciones sobre el pla-
no de las representaciones; constructiva (por
reflexion mental), en el sentido en que una

deduccion sustituye a la comprobacion ex-
perimental, siendo aquélla mas rica que ésta
por el hecho de poseer mas movilidad y tener
un campo mucho mds amplio (Piaget, 1971) al
sobrepasar libremente las configuraciones y
anticipar las transformaciones.

En esta perspectiva, hay que distinguir,
entonces, las imagenes de simple reproduc-
cion y las imagenes anticipatorias. Cuando la
accion intelectual del nifo ya no se apoya en
las imdgenes ni en la experiencia fisica para
obtener alguna conclusiéon que resultaria de
alguna transformacion, se ha logrado una de-
duccion operatoria en geometria.

Vinh Bang y las relaciones drea-perimetro
desde la postura piagetiana

Vinh Bang estudio las relaciones entre super-
ficie y perimetro bajo la siguiente perspectiva:

Se puede suponer que las primeras formas de
vinculacion con la representacion visual se
apoyan tnicamente sobre esta representacion,
mientras que las operaciones espaciales reba-
sardn, en un momento dado, el contenido sen-
sible para devenir deduccion operatoria. En la
deduccion operatoria la imagen ya no es estd-
tica, anticipa las transformaciones, y rebasa las
simples constataciones (1965a: 1).

El principal problema estudiado por Bang
(1965a; 1965b), para el interés de nuestra inves-
tigacion, es la conservacion de un contorno o
perimetro y la variacién de la superficie con-
tenida en ese contorno o perimetro; y, parale-
lamente, la conservacion de una superficie y la
variacion del contorno que la contiene.

Superficie y perimetro, dice Bang, estan
materialmente vinculados pero cada uno
goza de propiedades geométricas diferentes.
;Como logra el nino diferenciar las relacio-
nes A-P y dominar las primeras formas de
vinculacién intuitivas para deducir las pro-
piedades geométricas subyacentes? Concre-
tamente, Bang intenta captar como los nifios
diferencian lo variante y lo invariante a través
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de las transformaciones geométricas que se
les pide efectuar. Senala que los ninos, sobre
todo en las primeras etapas, generalizan facil-
mente que “a perimetro constante, superficie
constante”. S6lo mediante las constataciones
perceptivas donde la transformacion sobre
la figura es muy evidente aceptan la indepen-
dencia entre la variacion de una magnitud y la
otra. Pero la explicacion de Bang va mas alla
y define niveles en la comprension de las rela-
ciones A-P (Bang, 1965a).

En la etapa inicial (5-6 anos), la figura
geométrica se toma como un objeto fisico es-
tatico. Las transformaciones sélo se entienden
como desplazamientos de las figuras. Tam-
bién en esta etapa, de la conservacion del pe-
rimetro los nifos infieren la conservacion de
la superficie, puesto que el criterio de estima-
cion es de orden perceptivo. Los ninos creen
que cuando se empujan un poco las varillas
de un cuadrado o un rombo que se deforman
no cambia nada; es solo cuando se empuja
mucho —y que la transformacién es muy no-
table— que la superficie se hace mds pequena.

Después de haber realizado fisicamente
las transformaciones, ninos de 7 u 8 anos dan
respuestas que reflejan cierta evolucion. Las
transformaciones ya son entendidas como
deformaciones: toda transformacién implica
variaciones y deformaciones de las dimen-
siones de las figuras. Pero en este periodo no
existe la idea de compensacion; la disminu-
cion de la altura de un rombo no implica un
aumento en su largo, por lo que las figuras, en
la perspectiva del nino, sufren una disminu-
cion en sus dos dimensiones.

Hacia los 8-10 anos predominan las “falsas
conservaciones’, aplicadas indistintamente
a las transformaciones de superficie o de pe-
rimetro. La conservacion de uno entrana la
conservacion de la otra y reciprocamente. El
nino persiste en su creencia de que, a pesar
de las transformaciones, todas las superficies
(areas) permanecen iguales, porque todas tie-
nen el mismo perimetro (p. ¢j., “la superficie
es del mismo tamano [que en la otra figural,

porque aun tenemos el mismo hilo [perime-
tro]”) (Bang, 1965a: 18). En esta etapa, es solo
hasta la transformacion limite (superficie
nula) que se reconoce el cambio en el drea.

Hacia los 10-12 anos aparecen dudas en el
juicio perceptivo: “No se puede saber, tal vez
sea mas grande, tal vez sea igual”. También
a esta edad, pero en un momento que Bang
considera més avanzado, las conductas de los
ninos se caracterizan por un progreso hacia la
deduccion: se pueden anticipar las transfor-
maciones de las figuras, asi como diferenciar
la variacion del area de la del perimetro. Las
constataciones empiricas a partir de la mani-
pulacion de materiales siguen siendo utiles:
sirven para verificar las hip6tesis elaboradas
por el nino pues, aunque en esta etapa se ha
rebasado el limite de la imagen fisica, la repre-
sentacion visual apoya de manera importante
el progreso hacia la deduccion geométrica.

Eshastalos 11-12anos cuando las relaciones
entre superficie y perimetro se diferencian con
claridad. En esta etapa se observan dos tipos
de respuestas: a) las que siguen apegadas a las
transformaciones materialmente realizables;
b) las que se orientan hacia la generalizacion.

En suma: Piaget y sus colaboradores consi-
deran quela intuicion geométrica propia de las
etapas iniciales corresponde a un pensamiento
estatico, dependiente de las imagenes concre-
tas, incapaz de anticipar transformaciones y
que se fia de falsas conservaciones. En cambio,
la deduccion operatoria entrana flexibilidad de
pensamiento, capacidad de anticipar, de trans-
formar sin recurrir a la accién concreta, de re-
conocer las consecuencias de las transforma-
ciones y, en el caso del area y el perimetro, de
independizar la variacion de estas dos magni-
tudes. Es decir que la deduccion operatoria en
geometria implica la capacidad de transformar
operatoriamente las imagenes y desprenderse
de ellas, al rebasar el pensamiento los limites
de la imagen fisica. El tema de nuestro trabajo
es silos ninos participantes en nuestra indaga-
cioén siguen este proceso en su comprension de
las relaciones entre A y P de figuras planas.
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OBJETIVOS Y PREGUNTAS
DE LA INVESTIGACION

Con base en el marco recién presentado plan-
teamos una investigacion con los objetivos y
preguntas que se exponen a continuacion.

Conocer si los ninos participantes en la
investigacion:

«al resolver problemas que implican
relaciones entre drea y perimetro, ini-
cialmente lo hacen poniendo en acto la
regla intuitiva “mds A, mas B”, sugerida
por Stavy y Tirosh, es decir, si aceptan
espontaneamente, y como relacion
obligada, que “a mayor perimetro, ma-
yor drea”.

De ser este el caso, conocer si, al propo-
nerles una serie de problemas que implican
diversas relaciones area-perimetro:

« ;Los ninos abandonan la intuicién ini-
cial expresada en la regla “mayor peri-
metro, mayor area” durante el proceso
de resolucion de los problemas?

« De ser positiva la repuesta a la pregun-
ta anterior, scudl es el proceso median-
te el cual ocurre el abandono de dicha
intuicion?

Especificamente:

« ;Qué papel juegan las imagenes en este
proceso?

+ ;Qué papel juegan la anticipacion y la
prueba de hipétesis?

+ ;En qué momento y ante qué situacio-
nes se rebasan los limites de la imagen
concreta y se acttia con base en la de-
duccién operatoria?

+;Qué situaciones problematicas se
muestran utiles para promover que
la intuicion se supere y se favorezca el
desarrollo de la deduccion operatoria?

METODOLOGIA

Para recoger la informacion que permitiera
responder las preguntas planteadas, trabaja-
mos con 12 nifos que cursaban cuarto, quinto
y sexto grado de educacion primaria (cuatro
de ellos en cada grado) y cuyas edades oscila-
ban entre los 9 y los 12 anos en el momento de
la indagacion. La decision de trabajar con ni-
nos de estas edades se debid a dos razones: la
primera es que, conforme a los datos aporta-
dos por Vinh Bang (1965a; 1965b), su desarro-
llo cognitivo les harfa accesibles en distintos
niveles los problemas que plantearfamos; la
segunda razon es que, conforme a los progra-
mas oficiales de educacion primaria vigentes,
los ninos tendrian conocimientos escolares
que les permitirfan calcular tanto el perime-
tro de figuras planas de lados rectos, como
el drea del cuadrado y el rectangulo, cono-
cimientos necesarios para abordar las situa-
ciones elaboradas para esta investigacion. Es
por esto tltimo que, como primera actividad,
planteamos situaciones y preguntas que per-
mitieran constatar que efectivamente tenian
los conocimientos mencionados.

Once de los ninos participantes asistian a
una escuela publica con prestigio académico
importante, y que estaba catalogada, por sus
logros, sobre el primer cuartil de las escuelas
de la Ciudad de México, segun los resultados
de examenes nacionales aplicados en los ulti-
mos anos (esta informacion fue proporciona-
daporla directoraylos profesores del plantel).
También incluimos las respuestas de un nino
de quinto grado que asistia a otra escuela que
participé cuando exploramos la viabilidad
de las tareas propuestas. Al ser utiles e inte-
resantes sus respuestas —y puesto que este
nino asistia a una escuela de caracteristicas
similares que aquella en la que realizamos el
estudio principal— decidimos incorporarlas
en el analisis.

Aunque no era la intencion inicial, debido
a que los profesores de los grupos escogieron
a los participantes (decision que no pudimos
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refutar), los nifos seleccionados tenfan un
desempeno escolar destacado en matemati-
cas. Esto lo constatamos cuando, al iniciar la
actividad, todos comentaban que sus califica-
ciones en matematicas iban del 9 al 10, que son
las mas altas que se otorgan en la educacion
primaria mexicana. Posteriormente, la di-
rectora de la escuela corroboro el desempeno
destacado de los seleccionados.

Lo anterior debe tomarse en consideracion
alleer los resultados, pues se trata de ninos que
se encuentran por encima del promedio de sus

pares mexicanos en cuanto a desempeno esco-
lar en matemdticas. Aunque en esta investiga-
cién no buscamos evaluar ningtin desempeno
escolar, sino las ideas en torno a las relaciones
entre drea y perimetro, es probable que exista
alguna relacion entre ambos.

En el Cuadro 1 se anotan los datos genera-
les de los ninos. Las referencias posteriores a
cada uno de ellos se haran con la inicial de su
nombre ficticio, el grado que cursa y su edad.
Por ejemplo, D6-11 refiere a Diana, de sexto
gradoy 11 anos.

Cuadro 1. Datos generales de los nifios participantes en la investigacion

Nombre  Sexo  Edad Grado Calificacion y observaciones sobre
que cursa el desempenio escolar en matematicas
Diana F 11 anos 6° 9y 10
Zaida F 10 anos 10
Federico M 1lafos 10. Obtuvo el primer lugar en su escuela y segundo en su zona escolar
Emiliano M  12anos 10
Karina F 11 anos 5° 9y 10
Virgilio M 10afos 9y 10
Javier M 1lanos 9y 10
Martin M 11 aios 10
Arely F 10 anos 4° 10
Carola F  9anos 10. Ha participado en cursos para “ninos talento”
Noemi F 10 anos 10
Gabriel M 9anos 10

Fuente: elaboracion propia.

Para realizar laindagacion elaboramos seis
problemas que fueron planteados oralmente, a
cada nino por separado. En el articulo se ana-
lizan sélo tres por razones de espacio. El pro-
blema “las dos plazas” (ver adelante) se planted
dos veces: al iniciar la actividad y al finalizarla,
y constituye un instrumento de diagndstico y
de evaluacion de los avances logrados durante
el proceso de resolucion de los problemas.

Se pusieron a disposicion de los partici-
pantes materiales que eventualmente podrian
utilizar: lapiz, tijeras, calculadora, hojas blan-
cas y cuadriculadas, regla graduada, listones
y “cuadrados-unidad”, asi como las figuras

correspondientes al planteamiento de algu-
nos de los problemas, recortadas en carton.
Se trabajo en la biblioteca escolar cuando ésta
no estaba en uso. La actividad, dependiendo
de la habilidad de cada uno de los nifos para
resolver los problemas, durd entre 45 minutos
y una hora. El proceso fue audio grabado, y se
tomaron fotografias de las soluciones porque
no se autorizo a video-grabar.

Al finalizar la resolucion de cada proble-
ma se interrogaba al nino para que nos ex-
plicara el porqué de cada solucion. También
pedimos comprobar la validez de las respues-
tas y, cuando lo consideramos pertinente,
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incorporamos una contra-argumentacion,
en voz de ninos supuestos, para obtener mas
elementos de interpretacion de las soluciones
y las ideas subyacentes a las mismas. Es decir
que la base de la entrevista eran los problemas
planteados y su solucion y, a partir de ello, re-
currimos al interrogatorio critico (Piaget et
al., 1973) para dilucidar mejor el razonamien-
to de los ninos acerca de las relaciones A-P.

Ahorabien, aunque en los estudios de tipo
cualitativo y basados en el interrogatorio criti-
co, lo comun es que el nimero de participan-
tes sea reducido, dandose el caso de estudios
basados en las respuestas de dos, tres o cinco
ninos, conviene mencionar que el total de
12 participantes en esta investigacion fue deci-
dido en funcion de lo que en ciencias sociales
se denomina “saturacion de la informacion”.
Esta refiere al punto en que, una vez realizado
un cierto nimero de cuestionamientos o en-
trevistas, nuevos interrogatorios dejan de pro-
porcionar datos diferentes a los ya recogidos.
Asi, cuando los interrogatorios comenzaron
a arrojar datos similares a los ya colectados e
identificamos ciertos patrones en las respues-
tas, cerramos la etapa de recoleccion de datos.

Para interpretar los datos utilizamos el
enfoque inductivo general (GIA) de Thomas
(2006) para organizar y analizar datos cua-
litativos. Este enfoque se concreta en cuatro
etapas que en conjunto permiten reducir y
analizar los datos, asi como elaborar catego-
rias con ellos:

a) lectura cuidadosa y repetida de los da-
tos crudos para identificar temas de
interés conforme a los objetivos de la
investigacion;

b) limpieza y condensacién de los datos
en un formato reducido;

o creacion de categorias con base en el
marco conceptual adoptado; y

d) revision continua de los datos y refina-
miento del sistema de categorias resul-
tante.

RESULTADOS

Primer acercamiento a las relaciones A-P:
el problema “las dos plazas”

Una vez constatado el conocimiento de los
ninos respecto del drea y el perimetro de las
figuras a las que se harfa referencia durante
la investigacion, se plantearon los problemas
previstos. En primer lugar, propusimos el que
llamamos “las dos plazas”, tomado y adap-
tado de D’Amore y Fandino (2006). Con este
problema identificamos las ideas espontaneas
respecto de las relaciones A-P. Se plante6 oral-
mente de la siguiente manera:

En un pueblo hay dos plazas, una plaza se lla-
ma Benito Judrez y la otra se llama Madero. El
perimetro de la plaza Benito Judrez es mayor
que el de la plaza Madero, ;cudl de las dos pla-
zas tiene un drea mayor?

Cuadro 2. Tipos y frecuencia de respuestas
al planteamiento inicial sobre la relacién area-perimetro

Grado Conbaseen Con base en la intuicion Respuestas que abandonan la aceptacion
que la intuicién “a mayor perimetro- inmediata (se problematiza la situacion, se
cursa “a mayor mayor area”, que luego se  anticipan posibilidades y se busca eviden-
perimetro- busca justificar cia: rectangulos de distintas medidas)
mayor area”
6° 2 0 2
5° 2 1 1
4° 3 1 0
Total 7 2 3 12

Fuente: elaboracion propia.
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Respuestas

Todos los ninos sostuvieron inicialmente la
idea de que la plaza Benito Judrez (con ma-
yor perimetro), tiene un drea mayor. No obs-
tante, hallamos una diferencia respecto de
los resultados reportados por Stavy y Tirosh
(1996), pues no siempre la respuesta “a mayor P,
mayor A” fue dada con base en la simple in-
tuicion. Varias de las respuestas muestran que
la aceptacion no es inmediata, y otras parecen
“intermedias” entre la intuicién y su abando-
no. Asi, recogimos: a) respuestas sustentadas
en la simple intuicion; b) respuestas sustenta-
das en la intuicion, que luego se tratan de jus-
tificar; c) respuestas que abandonan la acepta-
cién inmediata. Veamos en seguida cada una
de ellas.

a) Respuestas sustentadas en la simple
intuicion. Se trata de una aceptacion
espontanea e inmediata basada en la
intuicion “mas A, mas B”. No se requie-
re evidencia para responder, porque el
problema y su respuesta son evidentes
en si mismos. En este momento inicial,
los argumentos vertidos para justificar
la respuesta “a mayor perimetro, ma-
yor area” fueron expresados con certe-
za por la mayoria de los ninos; tal rela-
cion parecia obvia, obligada. Ejemplos
de esto son las siguientes respuestas:

Porque el mismo problema te esta di-
ciendo que la plaza Benito Judrez es
mayor (D6-11).

Para que tenga cierta superficie, debe
tener cierto perimetro, y si la Benito
Judrez tiene mds perimetro, significa
que tiene mas espacio (J5-11).

b) Respuestas sustentadas en la intuicion,
que luego se tratan de justificar. Estan
basadas en la intuicion “mayor P-mayor
A"y se acompanan de evidencias para

“probarlas”. Las respuestas clasificadas
aqui se dieron con inmediatez, y son
similares a las clasificadas en a). Por
ejemplo: “porque la figura es grande,
tiene numeros mayores y te da medidas
[areas] mayores” (K5-11). Empero, las
diferenciamos de aquéllas porque, aun-
que la situacion se considera evidente
en si misma, a peticion, quienes las dan
no responden de manera tautoldgica,
argumentando “la obviedad de la situa-
cion’, sino que esgrimen argumentos
que —se supone— muestran la validez
de “mayor P, mayor A™

Porque la Benito Judrez es mds grande
del perimetro, y si multiplicas base por
altura —yo me la imaginé rectdngu-
lo— seria mayor el resultado, y el otro
si el perimetro es de 9 por 4, daria 36,
y el otro es de 10 x 4, daria 40 (A4-10).

o Respuestas que abandonan la acepta-
cioninmediata. Las respuestas clasifica-
das aqui también incorporan eviden-
cia producida por los resolutores, pero
ésta tiene un papel distinto que el que
orienta a probar la intuiciéon “mds A,
mds B”. Se sustentan en la problemati-
zacion de la situacion y exploran posi-
bles soluciones mediante produccion
de evidencias. Quienes dieron una
respuesta de este tipo son alumnos de
quinto y sexto grados y ninguno de
ellos acepta inmediatamente (por sim-
ple intuicion) que “a mayor P, mayor A”.

En los tres casos clasificados aqui se consi-
dera que la situacion planteada es problema-
tica, que la respuesta no es obvia, y que debe
producirse y recogerse evidencia para poder
responder. Para colectar la evidencia se recu-
rri6 siempre al trazo de rectangulos y al cal-
culo de su drea. Un ejemplo de respuesta es el
siguiente:
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Figura 2. Estrategia de E6-12 para explorar la validez de su hipotesis
sobre la relacion que plantea el problema “las dos plazas”

Figura A - 00 Evnm
‘\‘\'s
} AL >
Figura B
Figura C :
7
Figura D

Fuente: dibujo elaborado por E6-12.

Cuadro 3. Sintesis de las estrategias utilizadas por E6-12 en
su primer acercamiento al problema “las dos plazas”

Figuras propues- Perimetro Area Observaciones
tas por E6-12
A 30430+10+10=80 u 300 u?
B 20x4=80u 400 u? Igual perimetro y mayor drea que A
C 25+25+10+10=70u 250 u? Menor perimetro y drea que Ay B
D 5+5+30+30=70u 150 u2 Menor perimetro y drea que A y B. Igual perime-

troy menor drea que C

Fuente: elaboracion propia.

E6-12: [dice pensativo]: “depende”, luego di-
buja rectdngulos con medidas diferentes y
calcula el area y el perimetro de cada uno. Al
hacerlo, intenta obtener evidencia para explo-
rar alguna posible solucion (Fig. 2).

Sin embargo, los casos que considera E6-12
no lo llevan a una conclusion clara sobre la re-
lacion posible entre drea y perimetro, veamos
por qué (Cuadro 3). Como se ve al comparar
las figuras A y B dibujadas por este estudiante,
el perimetro se conserva, pero en una de ellas
el area es mayor; al comparar la figura C con la
AvylaB, el perimetro disminuye y el drea tam-
bién. En la figura D, el perimetro es menor que
en las figuras A y B, e igual que en la C, el drea

es menor que en el resto de las figuras. No le
es posible, entonces, concluir sobre la relacion
que analiza con base en casos cuyos resulta-
dos no conducen a mostrar que es posible que
un perimetro menor pueda determinar un
area igual o mayor. Las exploraciones de los
otros dos ninos ubicados en esta categoria son
similares.

Ahora bien, utilizar rectangulos donde se
hacen variar las medidas como camino para
recoger evidencias es un método pertinente,
sin embargo, “el espacio de prueba” generado
tiene limitaciones: ademds de no ser sistematico
se restringe a un cierto tipo y nimero de casos.

La conclusion que obtenemos de las res-
puestas iniciales al problema “las dos plazas”
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Figura 3. Problema “los tres corrales”

Se entregan al nifo las siguientes figuras recortadas y sin medidas.

15cm

10cm 10cm

10cm

5cm

5cm

30cm

Se plantea el problema: estas figuras representan corrales. Fijate en ellas y luego contesta las preguntas que te haré:
a) ;Crees que hay alguno en el que quepan mas animales que en los otros, 0 no?

b) ;Como lo sabes?

¢) Los tres corrales estan cercados con alambre de puias, para que no se salgan los animales. ;Ta crees que en todos
se gasto la misma cantidad de alambre para cercarlo, 0 en cada uno se gasto distinta cantidad?

d) ;C6mo lo sabes?

Fuente: elaboracion propia.

es que, si bien algunos ninos abandonan la
aceptacion inmediata y problematizan la si-
tuacion, finalmente todos aceptan que “a ma-
yor perimetro, necesariamente mayor drea”. A
ello contribuye que, quienes problematizan y
exploran soluciones, generan pruebas que no
los conducenamostrar quelarelacion mayorp,
mayor A, no es obligada. Es decir, que no es la
intuicion la que sustenta la respuesta, sino la
calidad de la evidencia recogida.

El poder heuristico de las imdgenes
Frente al problema “los tres corrales”

Una vez planteado el problema de “las dos pla-
zas”, se plantearon otros cinco. Analizaremos
tres de ellos, ya que es lo que el espacio nos
permite. Comenzamos con “los tres corrales”
(Fig. 3) que parece ser un punto de inflexion
en el razonamiento de los ninos.

Este problema tiene diferencias importan-
tes con “las dos plazas™

1. En “las dos plazas” era necesario ima-
ginar la forma delas plazas. En “los tres
corrales” se proporcionaron represen-
taciones fisicas de los corrales, por lo
que su forma es perceptible, ademds
de que dichas representaciones pueden
manipularse y medirse.

2. Enel problema “las dos plazas” se explo-
16 la relacion perimetro-drea, y en “los
tres corrales” se explora la relacion drea-
perimetro (especificamente la acepta-
cion de la idea “igual A, diferente P”).

3. En“lostres corrales” las palabras dreay
perimetro no se mencionan. Se explo-
16 si los ninos relacionan estas nocio-
nes con la cantidad de animales que les
cabe a los corrales y el alambre necesa-
rio para cercarlos.

En el Cuadro 4 se anotan los tres tipos de
respuesta dados al problema.
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Cuadro 4. Tipos de respuesta al problema “los tres corrales”

Sostiene dependencia
entre A y P

Declara la independencia
entre A y P, con base en
evidencia empirica (visualiza-
cién o medicion)

Declara independencia
entre A y P por deduccion
operatoria

A4-10, D6-11, Z6-10 V5-10, J5-11, N4-10, C4-9 E6-12, F6-11, M5-11, K5-11, G4-9

3 4 5 Total: 12

Fuente: elaboracion propia.

a) Respuestas que sostienen dependencia y perimetro, pues si bien ya habian

entre drea y perimetro. Aqui, el proble-
ma y su solucion son evidentes en si
mismos. Por ejemplo, ante la pregunta
¢), una vez que se comprueba la igual-
dad de dreas, las respuestas respecto
del perimetro son del tipo:

Yo digo que en todos [se gastd] lo mis-
mo [dealambre], porque tienen la mis-
ma drea [T piensas eso?”, pregunta
lainvestigadora].

Si, yo digo [con certeza, como confir-
mando que esa es su opinion] (D6-11).

b) Respuestas que declaran independencia
A-P, basadas en evidencia empirica. Es-
tas respuestas se caracterizan porque
no se anticipan hipétesis; se hace ne-
cesario medir (recoger evidencia) para
llegar a una conclusion. Un ejemplo de
esto, habiéndose establecido la igual-
dad de las areas, y también ante la pre-
gunta c), es el siguiente:

Depende del perimetro [decide medir
antes de ofrecer su respuesta; conclu-
yel: éste necesita menos alambre [se-
nala el rectangulo largo, por error de
medicion] (J5-11).

Al margen del error cometido, las
respuestas clasificadas en este rubro
reflejan que quienes las dan aceptan
una posible independencia entre area

senalado que al rectangulo largo y al
hexdgono les cabia la misma cantidad
de animales, no consideraron contra-
dictorio que el corral representado por
el rectdngulo largo necesitara una di-
ferente cantidad de alambre, pues ésta
“depende del perimetro” y no del drea.
Respuestas que declaran independencia
entre drea y perimetro, por anticipacion
deductiva. A diferencia de lo que suce-
did con el problema “las dos plazas”, en
“los tres corrales” seis nifos notaron,
desde un principio, la independencia
entre drea y perimetro. Habiendo es-
tablecido la igualdad entre las dreas de
las tres figuras, afirmaron que los peri-
metros eran distintos. Los argumentos
fueron anticipatorios y se recurrio a
elementos obtenidos por visualizacion
como medio de argumentacion de las
respuestas, pero las variables de la si-
tuacion que llevaron a esa deduccion
fueron distintas:

1. La mayor longitud (notablemen-
te evidente) de dos de los lados de
la figura en forma de rectangulo
(3 veces).

2. El numero de angulos o de lados
(3 veces).

3. Laforma mas préximaal cuadrado
(una vez).

Una respuesta que ejemplifica el
caso 2 es la siguiente:
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Yo digo que puede cambiar... [el peri-
metro] tal vez en éstos sea igual [senala
los dos rectangulos], pero éste [el hexa-
gono] tiene aqui otro espacio sobrante,
que ocuparfa mds cerca, porque €éstos
el rectangulo ancho y el rectdngulo
largo] tienen cuatro lados, pero en este
caso [el hexdgonol, tiene seis lados, es
mayor perimetro, porque [el alambre]
tendria que ocupar este espacio [sena-
lalos lados de la concavidad] (E6-12).

La siguiente respuesta integra ar-

gumentos del tipo 1y 2. En este caso,
el hexagono se sustituyo involuntaria-
mente por el octagono (la herradura)
del problema “dos corrales” (ver adelan-
te). A pesar de esto, la insertamos por la
claridad de los argumentos esgrimidos:

10cm

M5-11: yo digo que en estos dos gasta-
ron mds [senala el rectangulo largo y
la “herradura’], ya que tienen un peri-
metro mayor estos dos.

Inv: stienen un perimetro mayor?

M5-11: me imagino que si tienen un
perimetro mayor, éste simplemente
por estar mil veces mds largo que éste;
y éste, por el hecho de tener que rodear

asi [senala la concavidad en la herra-
dura], por lo tanto, en el que menos
han de haber gastado ha de haber sido

en éste [senala el rectdngulo anchol.

Los dos corrales: aun frente a
representaciones fisicas de las figuras

Casi todos los ninos a los que se planted este
problema (9 de los 12) establecieron la des-
igualdad de las areas y notaron la independen-
cia A-P. Cinco de ellos respondieron inmedia-
tamente, sin recurrir a la medicion, fijando la
atencion en la concavidad de uno de los corra-
les (G4-9, N4-10, M5-11, E6-12, Z6-10). Ejemplos
de los argumentos vertidos en este caso, son:

Pues es lo mismo que en el problema anterior.
Es que tiene “como entradas” (G4-9).

Si aqui le quisiéramos poner mas alambre, le
tendriamos que poner... esta parte se anade
[senala los lados de 5 cm paralelos a los de 10
cm], porque acd [senala el lado de 15 cm del
rectangulo] nada mds estd recto, y aqui esto se
anade [senala de nuevo los lados de 5 cm para-
lelos alos de 10 cm] (Z6-10).

El resto de los nifos (4) decidio medir an-
tes de dar su respuesta.

Figura 4. Problema “los dos corrales”

Se entregan las siguientes figuras recortadas y sin medidas

15cm

Pregunta: estas dos figuras representan corrales.

5cm 5cm
>

5cm

10cm

15cm

a) ;A cudl de estos corrales les cabran mds [animales]?
b) ;En cudl se gastard menos cantidad de alambre de puas para cercarlo?

Fuente: elaboracion propia.
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Con base en las respuestas a este proble-
ma, observamos que la concavidad fue esen-
cial para confirmar la independencia A-P,
pues ayudo a percatarse de que hay figuras
con mayor area, pero menor perimetro que
otras; especificamente, se hizo evidente que
(en este caso) el rectingulo tiene mayor drea
y que —en lo que parecerfa una paradoja— la
concavidad aumento el perimetro a la vez que
disminuyo el drea.

Dos corrales (imaginados) con
perimetros iguales: ligero retroceso
ante la falta de evidencia fisica
Imaginar dos corrales para establecer
relacion entre su area y su perimetro

Los problemas donde se eliminaron las repre-
sentaciones fisicas para pensar la relacion A-P
constituyeron un punto critico en el proceso
hacia la deduccion operatoria. [lustramos este
hecho con el siguiente problema:

Figura 5. Problema “dos corrales (imaginados) de igual perimetro”

Imagina que se tienen dos corrales.

El corral 3 y el corral 4. En los dos se gast6 la misma cantidad de alambre de ptias para cercarlos.
a) ;A cudl corral crees que le caben mds animales, o crees que les caben la misma cantidad a los dos?

b) ;Cémo supiste la respuesta?

Fuente: elaboracion propia.

Cuadro 5. Problema cinco: los dos corrales de igual perimetro

Retorna a la dependencia entre A y P
(igual P, igual A)

Retorna a la dependencia
A-P, pero el interrogatorio
ayuda a recuperar la idea de

Declara independen-
cia entre Py A, por
deduccion operatoria

La respuesta al prqble— Busca justificar independencia P-A
ma de nuevo es evidente
en si misma
G4-9,V5-10, D6-11 N4-10 K5-11 A4-10, C4-9, J5-11, E6-12,
F6, Z6-10, M5-11
3 1 1 6 Total: 12

Fuente: elaboracion propia.

Como se ve en el Cuadro 5, la mitad de las
respuestas reflejan un retorno a la intuicion
“mayor P, mayor A”, que atribuimos a la ausen-
cia de evidencia fisica.

Las respuestas recabadas son, hasta cierto
punto, reiterativas de las dadas en otros pro-
blemas, lo que parece constatar la validez de
nuestra categorizacion. Veamos:

a) respuestas que retornanala dependen-
cia A-P, en este caso “igual P-igual A”;

b) respuestas con base en la dependencia
A-P, que se tratan de justificar;

o respuestas en las que el interrogatorio
ayuda a restablecer la independencia P-A;

d) respuestas que declaran independencia
A-P, producidas por deduccion opera-
toria.

Veamos primero un ejemplo de respuesta
tipo a) y uno de tipo b) ante el problema “dos
corrales (imaginados) de igual perimetro™

a) [Los dos corrales tendrdn] la misma
drea, el mismo tamano, porque como
las dos figuras que hagas son del mis-
mo perimetro, van a tener la misma
area (V5-10).

b) Porque si hay un perimetro igual, tam-
bién tiene que medir la misma drea
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[trata de justificar utilizando dos lis- 2. A unavariacion en las medidas de rec-

tones de igual longitud para hacer un tangulos isoperimétricos corresponde
circulo y un tridngulo isoperimétricos, una variacion en el drea; los rectangu-
pero después de unos momentos de los mds proximos al cuadrado tienen
reflexion no continta porque no tiene mayor drea (3 ninos).

elementos para medir sus dreas] (N4-10).
Los siguientes son ejemplos de 1).

A continuacion, insertamos algunas res- Se senalan como prueba las figuras con-

puestas ubicadas en d), asi como los razona-  cavas elaboradas en problemas anteriores (A4-
mientos que las sustentan. 10), como se ve en la Fig. 6:
Respuestas que declaran independencia P-A por Con mds esquinas quedarfa el espacio reduci-
deduccién operatoria. En este caso, los argu- do; [“dibuja” en el aire una figura en zigzag y
mentos se basan en una anticipacion (deduc- luego dibuja una figura con muchas entrantes
tiva) de las transformaciones. Identificamos en el papel] (C4-9).

dos tipos de argumentos:
Hice dos figuras diferentes, y con esas dos fi-
1. Las concavidades, o nimero de vérti- guras pude hacer mismo perimetro pero que
ces o lados, provocan una variacion en en el drea cupieran menos animales (J5-11).
el drea (3 ninos).

Figura 6. Figuras que muestran que las concavidades
provocan una variacion en el drea

Fuente: elaboracién propia.

Figura 7. Figuras elaboradas para mostrar que las concavidades
pueden disminuir el drea y mantener el perimetro constante

Figura hecha por C4-9 Figura hecha por J5-11

— LU

—

REEE R

Fuente: elaboracion propia.
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Ejemplos de respuestas tipo 2) son:

E6-12'y F6-11 usaron como argumento im-
plicito de su respuesta que, entre un cuadrado
y un rectangulo no cuadrado isoperimétri-
cos, el cuadrado tiene un area mayor. Uno
pensd en un rectdngulo con medidas 30 x 10y
un cuadrado de lado 20; el otro, en un rectan-
gulo de dimensiones 15 x 5y un cuadrado de
lado 10. Ambos mostraron que el perimetro es
el mismo, pero las dreas son diferentes.

26-10 utilizd los argumentos mencionados
en 1) y 2) para explicar su respuesta y luego ex-
trajo la siguiente conclusion:

Pues saco [por conclusion] que no depende
del perimetro como sea el area, y no depende
del drea como sea el perimetro, como en estos
dos ejemplos. .. Porque haz de cuenta que aqui
tienen el mismo drea, pero no tienen el mismo
perimetro, y aqui tienen el mismo perimetro,
pero no tienen el mismo drea [va senalando las
figuras del problema “tres corrales” y luego las
que hizo con los listones disponibles para re-
solver el problema] (Z6-10).

Al final del proceso: abandono
diferenciado de la intuicion

“mayor P, mayor A”

Como se menciono al inicio del escrito, para
finalizar la actividad se planteé de nuevo el
problema “las dos plazas”. En el Cuadro 6 se
aprecian los cuatro tipos de respuesta que se
obtuvieron, y que muestran distinto nivel de

progreso en la deduccion operatoria ante la
relacion A-P; los describimos a continuacion.

Retorno a la intuicién “mayor P, mayor A”

Se ubican aqui las respuestas de ninos que
habian aceptado la independencia A-P ante la
evidencia fisica, pero que regresaron a la in-
tuicion “mayor P, mayor A” ante la ausencia de
tal evidencia. Es asi que a este segundo plan-
teamiento se responde: “la plaza Benito Judrez
tiene mds drea porque tiene mds perimetro”.
El siguiente es uno de estos casos:

La plaza de mds perimetro tiene mds drea...
porque si tiene mds perimetro tiene mas drea
adentro, y si tiene menos perimetro tiene me-
nos area adentro (G4-9).

La posibilidad de variaciéon
depende del contexto

Sélo en un caso (C4-9) se exponen ideas que
se modifican segun el contexto del problema.
Se pueden hacer poligonos concavos para dis-
minuir el drea y mantener o aumentar el peri-
metro en el caso del alambre para los corrales,
pero no se pueden modificar las plazas, por-
que “ahi es como mas fijo”. De este modo, si se
trata de corrales y de cercas de alambre para
que no se salgan los animales, las respuestas
pueden sustentarse en la independencia entre
drea y perimetro, pero se basan en una idea

Cuadro 6. Respuestas al segundo planteamiento del problema “las dos plazas”

Abandono de la
intuicién “mayor
P, mayor A”, ante

Otras respuestas
(respuestas locales,
dadas en funcion del

Son posibles distintas
relaciones A, P, pero
solo hay certeza si se

Abandono franco
de la intuicién y
aceptacion de la inde-

la evidencia fisica contexto) conocen las figurasy  pendencia entre area
y retorno ante su las medidas y perimetro mediante
ausencia deduccion operatoria
V5-10, G4-9, D6-11 C4-9 N4-10, K5-11 F6-11, E6-12, Z6-0, J5-11,
M5-11, AK4
3 1 2 6 Total: 12

Fuente: elaboracion propia.
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estatica del area, y responden a la intuicion
inicial “mayor P, mayor A”, si el referente fisico
es dificilmente modificable (C4-9).

Son posibles distintas relaciones area-
perimetro, pero sélo hay certeza si se
conocen las figuras y las medidas

Estas respuestas se diferencian de las anteriores
porque, aunque parecen aceptar —en princi-
pio— las distintas relaciones A-P, hacen explici-
ta la necesidad de referirse a figuras especificas
para determinar dicha relacion con certeza:

K5-11 habia dicho: “[para que quepan mas ani-
males en un corral] debera tener la forma de
un rectangulo, pero mas parecido al cuadrado
[...] Porque aqui [en un rectdngulo cercano al
cuadrado] estd mds junto todo lo de adentro,
entonces seria menos cerca de alambre y en el
mds alargado usarias mas”.

En cambio, cuando se le pregunté por las dos
plazas contestd: “no podemos saber, porque si
no te dan las medidas, no puede saberse” (K5-11).

Respuestas que reconocen abiertamente
la independencia area-perimetro

Este tipo de respuestas fueron las mds nume-
rosas. En quienes responden de este modo

prevalecen algunas formas de razonamiento:
la perspectiva sobre el drea se ha vuelto total-
mente dindmica, es decir que es posible anti-
cipar transformaciones y elaborar respuestas
a partir de estas anticipaciones. Una idea im-
portante que aparece en quienes responden
de esta manera es que hay transformaciones
en el perimetro que afectan el area:

El drea, depende de cdmo esté organizado el
perimetro (M5 -11).

Puede [ser] que la plaza que tiene menor pe-
rimetro tenga mds drea, por como se pueden
acomodar las plazas (J5-11).

Otra idea poderosa que predomina entre
quienes responden por deduccion operatoria es
la construccion de rectangulos isoperimétricos
(0 no isoperimétricos, segtin sea el caso), para
tratar de explorar la relacion entre las medidas
de los lados y el drea. Surgen aqui dos ideas-
fuerza en los ninos que podemos considerar
como en un nivel més alto de comprension de
las relaciones drea-perimetro: a) “el cuadrado
tiene mds drea que un rectangulo” no cuadra-
do (F6-11); b) dados dos perimetros iguales, “un
rectangulo ultra-largo y ultra-angosto” te ase-
gura que el drea sea mas pequena (M5-11).

Algunas ocasiones (cuatro) aparecio la
idea de elaborar poligonos con entrantes para

Figura 8. Figura elaborada por J5-11 para mostrar como el area
de la plaza depende de “como esté acomodada”

Fuente: elaboracion propia.
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Figura 9. Rectangulo elaborado por M5-11 para mostrar la validez de
su idea acerca de como un rectangulo “ultra-largo” y “ultra-angosto” tiene menos
area que otro isoperimétrico con forma mas cercana al cuadrado

Fuente: elaboracion propia.

disminuir el drea, manteniendo el perimetro;
esotra estrategia que permitid alos ninos con-
cluir: “[el area] depende de como esté acomo-
dada la figura”, o “si [el perimetro] tiene mas
‘vueltas, puede disminuir [el area]” (A4-10).

En general, entre quienes han reconocido
independencia entre el drea y el perimetro,
hay un desprendimiento de los casos especi-
ficos, aunque se basan en ellos para obtener
conclusiones del tipo: “la forma cambia el
area” (F6-11), refiriéndose a que el drea de-
pende de las dimensiones de los rectangulos
isoperimétricos, “saco [por conclusion] que
no depende del perimetro como sea el area,
y no depende del area como sea el perimetro,
como en estos dos ejemplos (Z6-10)". El dina-
mismo de las imagenes alcanzado por estos
ninos se ve también en expresiones como:
“contesté mal [el problema la primera vez]
porque no habia pensado en la forma de las
plazas” (E6-12), 0 “jpues ya ni s¢, porque resul-
ta que a veces una figura tiene un perimetro
grande y un drea bien chiquita! Pueden ser las
dos” (M5-11 se refiere a que puede cumplirse
tanto la afirmacién “mayor P, mayor A”, como
“mayor P, menor A”).

CONCLUSIONES

Esta investigacion tuvo como primer objetivo
conocer si un grupo de ninos de entre 9y 12
anos acepta espontdneamente la regla “mayor
perimetro, mayor area”. Una vez comprobado
que éste era el caso, la intencion fue evaluar
si al proponer a los participantes una serie de
problemas que implican diversas relaciones
drea-perimetro: a) abandonan la intuiciéon
expresada en esta regla durante el proceso
de resolucion de dichos problemas; y b) cual
es el proceso mediante el cual ocurre este
abandono.

La indagacion se realiz6 con 12 ninos de
alto desempeno escolar en matematicas que
cursaban cuarto, quinto y sexto grado de
educacion primaria. No obstante que los par-
ticipantes estaban por encima del promedio
en su desempeno matematico escolar, en su
mayoria no habian reflexionado sobre las re-
laciones entre el drea y el perimetro de figuras
planas, o al menos no dieron muestra de ello.
Todos sostuvieron inicialmente que “a ma-
yor perimetro, mayor area’ y, en su mayoria,
mostraron una perspectiva estdtica del drea,
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asi como una conviccion de que la relacion
enunciada entre drea y perimetro es necesa-
ria. No obstante, de manera distinta a como
se ha afirmado en investigaciones como la de
Stavy y Tirosh (1996), identificamos tres ninos
que desde su primer acercamiento proble-
matizaron la situacion y trataron de obtener
evidencias que sustentaran su respuesta dibu-
jando rectangulos de dimensiones variadas y
calculando y comparando sus areas. Es debi-
do a la falta de sistematicidad en las pruebas
generadas por ellos mismos para explorar las
relaciones A-P, que en su primer encuentro
con estas relaciones concluyeron en el sentido
que dicta la intuicion.

No obstante, los datos muestran que con
el didlogo derivado de la resolucion de los
problemas planteados —y habiendo media-
do el apoyo de representaciones fisicas de las
figuras y su manipulacion libre— la mayoria
comprendié que las relaciones A-P no son
obligadas. Es decir, aceptaron la independen-
cia entre el drea y el perimetro, aunque con
distintos niveles de claridad y certeza. El pro-
ceso que antecedio a tal aceptacion se descri-
be en seguida, conforme a nuestras preguntas
y objetivos de investigacion.

El papel heuristico de las imdgenes. Piaget sos-
tuvo hace décadas que el papel heuristico de
las imagenes es fundamental en el desarrollo
de la deduccion operatoria en geometria. En
esta investigacion constatamos dicho valor.
Proporcionar a los alumnos representaciones
tisicas de las figuras referidas en algunos pro-
blemas fue un factor esencial para el abando-
no de la intuicion “a mayor perimetro-mayor
drea” y sus variantes, incluso entre quienes
desde el inicio problematizaron la relacion.
En efecto, el hecho de visualizar y manipular
figuras donde se puso en evidencia la inde-
pendencia A-P (problema “los tres corrales”)
pareci6 favorecer la ruptura con la intuicién
“mds A, mds P”. En esta situacion, la manipula-
cién y la reflexion sobre ella dio a cuatro ninos
la posibilidad de identificar la independencia

en el caso “igual drea, distinto perimetro”.
Mientras que, para otros cinco, proporciond
un medio para comprobarla.

Las figuras incluidas en el problema “los
dos corrales” tuvieron un papel similar al an-
terior. En este caso, la concavidad en una de
ellas jugé un rol fundamental para recono-
cer (0 confirmar, en el caso de quienes desde
el inicio desconfiaron de la intuicion) que es
posible la relacion “mayor perimetro-menor
drea”. Lo anterior al hacerse evidente que es
posible lo que parece una paradoja: la conca-
vidad aumenta el perimetro a la vez que dis-
minuye el drea.

La anticipacion y la prueba de hipotesis. Bang
(1965a; 1965b) afirma que las constataciones
empiricas a través de manipulacion de ma-
teriales sirven para verificar hipdtesis elabo-
radas por los ninos. En su opinion, la repre-
sentacion visual apoya de manera importante
en el progreso hacia la deduccion geométrica.
En este estudio, como ya lo mencionamos, las
representaciones fisicas y su manipulacion
efectivamente favorecieron, tanto la reflexion
sobre las relaciones implicadas, como la ca-
pacidad de elaborar hipétesis. Esto porque,
como senalan Piaget (1971) y Piaget e Inhelder
(1997), el resultado de la accion se proyecta ha-
cia el plano de las representaciones (mentales),
y con ello favorece la capacidad de anticipar
los resultados de posibles transformaciones,
tanto sobre las figuras presentes, como sobre
figuras imaginadas.

Estas hipotesis anticipatorias se obser-
varon progresivamente en las tareas de reso-
lucion de los problemas y mostraron su fun-
cionalidad en el progreso hacia la deduccion
operatoria en el caso especifico de las relacio-
nes A-P, puesto que constituyeron un instru-
mento que, como vimos, permite manipulary
transformar las figuras y establecer relaciones
A-P en el pensamiento sin que las figuras estén
fisicamente presentes, o sin que las transfor-
maciones se realicen fisicamente. Tal fue el
caso de la produccion de figuras con muchas
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entrantes para disminuir el drea y aumentar
el perimetro.

Conviene, empero, enfatizar que esta ca-
pacidad de generar hipdtesis y anticipar re-
sultados no es lineal. Ante los problemas en
los que —ya avanzada la actividad— no se
proporcionaron representaciones fisicas de
las figuras (por ejemplo, en el problema “co-
rrales [imaginados] de perimetro igual”), cin-
co ninos regresaron a la primera intuicion, al
perder de vista las distintas posibilidades en
las relaciones A-P, cuestion que habian ganado
con la manipulacion fisica de las figuras.

A pesar de esta “recaida” observada en algu-
nos ninos, al finalizar la resolucién de los pro-
blemas y haber establecido un didlogo reflexivo
sobre las soluciones, la mayoria modifico su
perspectiva inicial sobre las relaciones A-P.

Asi, ante el segundo planteamiento del
problema “las dos plazas”, actividad con la cual
se cerro la secuencia que permitio identificar el
proceso hacia la deduccion operatoria, la mi-
tad de los participantes mostré haber abando-
nado de manera franca la idea inicial para dar
paso a otra mas flexible y dinamica: las relacio-
nes entre drea y perimetro no son obligadas.

El valor de la anticipacion y generacion de
hipotesis se constatd, por ejemplo, en los acer-
camientos producidos para resolver el proble-
ma “las dos plazas” y otros similares:

1. Imaginar diversos rectangulos y cal-
cular sus areas y perimetros, donde las
medidas obtenidas (dreas) se convier-
ten en la evidencia que permite extraer
conclusiones con un cierto espacio de
validez.

2. Organizar el perimetro de manera tal
que determine una figura con sufi-
cientes concavidades para que, a la vez
que el perimetro se conserve, el area
decrezca.

La potencia de la anticipacion y produc-
cion de hipdtesis, y su impacto en el pen-
samiento, se observa especialmente en las

respuestas de algunos ninos: en el hecho de
“hacer rectangulos ‘ultralargos’y ‘ultraangos-
tos’ para producir figuras ‘con mucho peri-
metro’ y drea ‘bien chiquita”, y en hacer fi-
guras con multiples entrantes para aumentar
el perimetro y disminuir el drea, o en sugerir
plazas y parques con perimetros notablemen-
te sinuosos.

;En qué momento y ante qué situaciones
se rebasan los limites de la imagen concreta y
se actua con base en la deduccion operatoria?
Aliniciar la investigacion nos planteamos esta
pregunta. Al finalizarla, nos damos cuenta
que la respuesta, ni es facil, ni es unica. Algu-
nos ninos, nos parece, iniciaron la actividad
con una reflexiéon importante sobre las figu-
ras concretas; de ahi que no hayan respondido
intuitivamente ni siquiera al problema de las
dos plazas. Otros, en cambio, no habian he-
cho ninguna reflexion al respecto.

No obstante la dificultad mencionada, hay
aspectos que es posible destacar. En el punto
final de la secuencia, quienes reconocieron la
independencia en la variacion drea-perimetro
utilizaron la deduccién operatoria, que en geo-
metria se caracteriza por la capacidad de trans-
formar las figuras en el pensamiento, de antici-
par las transformaciones y sus consecuencias,
de apartarse de las imdgenes concretas e ir mds
alla de ellas para obtener conclusiones. Algu-
nos ninos, en cambio, sostuvieron sus ideas
iniciales y otros titubearon, o sefalaron la ne-
cesidad de contar con medidas precisas para
poder establecer la relacion con certeza. Pero
aun este altimo tipo de respuestas nos parece
un avance en el abandono de la intuicion “ma-
yor P, mayor A", y en el camino hacia la deduc-
cion operatoria en geometria, porque las res-
puestas ya no reflejan el automatismo inicial,
ni una concepcion estatica del area, sino una
cierta reflexion que lleva a considerar necesa-
rio medir para poder responder.

Ahora bien, en muchos de los nifnos se ob-
serva la capacidad de resolver (con base en la
deduccion operatoria) los problemas donde
los corrales ya no estan presentes fisicamente,
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mientras que, para otros, las manipulaciones
fisicas se mostraron como condicion obligada
para mantenerse alejados de la intuicion y, por
ello, fallaron en estos problemas.

En otras palabras, por ahora no es posible
dar una unica respuesta a nuestra pregunta.
Los distintos niveles de progreso en la capa-
cidad deductiva con que cada nino inicié
la secuencia parecen intervenir en ello. No
obstante, reiteramos que la visualizacion y
manipulacion de figuras, en general, fueron
fundamentales para hacer progresar hacia la
deduccion operatoria, sin importar el nivel
que ésta hubiera alcanzado al momento de
resolver los problemas.

Por tltimo, un dato destacable es que la
edad parece contar en alguna medida en el
desarrollo de la deduccién operatoria, pues es
facil observar que, a excepcion de una nina de
cuarto grado, los ninos de 11 o 12 afos son los
que reflejan en sus respuestas un abandono
franco de laintuicion y laaceptacion delainde-
pendencia A-P mediante deduccion operatoria.

REFLEXIONES ADICIONALES SOBRE
LAS SITUACIONES PLANTEADAS

En los programas de matematicas para la edu-
cacion primaria vigentes en México se inclu-
yen las relaciones A-P y su tratamiento se basa
en un enfoque en el que figuras de lados rectos
dibujadas sobre cuadriculas prevalecen como
recurso de ensenanza; con tal acercamiento se
espera lograr el entendimiento de que la rela-
cion entre estas dos magnitudes no es obligada.
En los hechos, se trata de un enfoque aritmé-
tico en el que la actividad que se promueve es
basicamente el conteo de cuadritos, o “lados
de cuadritos”, y donde se observa que a un
cierto perimetro pueden corresponder dos o
mas figuras de drea distinta. O viceversa: a fi-
guras con la misma drea (mismo numero de

cuadritos) puede corresponder un perimetro
distinto.

La investigacion aqui reportada tuvo por
objetivo conocer el proceso por el cual se
abandona la intuicién “a mayor area, mayor
perimetro”, y se avanza hacia la deduccion
operatoria para pensar las relaciones entre ta-
les magnitudes. Sin embargo, las situaciones
planteadas para conocer dicho proceso ame-
ritan algunas reflexiones potencialmente tti-
les para la ensenanza. En este trabajo, nos va-
limos de un acercamiento de tipo geométrico
en el que sesitud alos ninos frentea problemas
que obligan a la anticipacion de soluciones y la
prueba de hipétesis mediante manipulacion
tisica o mental de ciertas figuras.

Trabajar las relaciones A-P desde esta
perspectiva geométrica se muestra como un
recurso poderoso que lleva a reflexionar en
torno a relaciones que, como dijeron varios de
los participantes, nunca habian pensado. Al
respecto cabe destacar que la manipulacion
libre de figuras como apoyo para resolver un
problema, asi como la anticipacion de solucio-
nes a los problemas que permitieron un acer-
camiento desde el campo geométrico, contri-
buyeron de manera esencial al abandono de la
intuicion que considera necesaria la relacion
“mayor A, mayor P”, y que algunos autores
han considerado incluso como un obstaculo
epistemologico.

En tal sentido, esta investigacion también
proporcioné evidencias de que las propues-
tas basadas exclusivamente en acercamien-
tos predominantemente aritméticos (como
el dibujo de figuras sobre cuadriculas y el
conteo de unidades cuadradas) tienen limi-
taciones que es importante rebasar para que
las relaciones entre area y perimetro de figu-
ras planas proporcionen a los estudiantes un
espacio auténtico de exploracion y reflexion
matemdtica.
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