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Appendix 

Appendix A. Dynamic model of manipulator robot.   

a. Inertia matrix 

  

𝑀(𝑞) = [

𝑀11 𝑀12 𝑀13 𝑀14

𝑀21 𝑀22 𝑀23 𝑀24

𝑀31

𝑀41

𝑀32

𝑀42

𝑀33

𝑀43

𝑀34

𝑀44

] 

(A.1) 

 

Where: 

𝑀11 = (𝑚2𝑙𝑐2
2𝑐2

2 + 𝑚3𝑙2
2𝑐2

2 + 2𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐23 + 𝑚3𝑙𝑐3
2 𝑐23

2 + 𝑚4(𝑙2
2𝑐2

2 + 𝑙3𝑐23
2 + 𝑙𝑐4

2 𝑐234
2 + 2𝑙2𝑙3𝑐2𝑐23 +

2𝑙3𝑙𝑐4𝑐23𝑐234 + 2𝑙2𝑙𝑐4𝑐4𝑐2𝑐234) + 𝐼𝑦𝑦1
+ 𝑠2

2𝐼𝑥𝑥1
+ 𝑐2

2𝐼𝑦𝑦2
+ 𝐼𝑥𝑥3

(𝑐3
2𝑠2

2 + 𝑠3
2𝑐2

2 −
1

2
s(2𝑞2) s(2𝑞3)) +

𝐼𝑦𝑦3
(𝑠3

2𝑠2
2 + 𝑐31

2 𝑐2
2 −

1

2
s(2𝑞2) s(2𝑞3)) + (𝑐4

2𝐼𝑥𝑥4
+ 𝑠4

2𝐼𝑦𝑦4
) (𝑠2

2𝑐3
2 +

1

2
s(2𝑞2) + s(2𝑞3) + 𝑠3

2𝑐2
2) +

(𝐼𝑥𝑥4
− 𝐼𝑦𝑦4

) (
1

2
c(2𝑞2) s(2𝑞3) 𝑠(2𝑞4) +

1

2
c(2𝑞3) s(2𝑞2) s(2𝑞1)) + (𝑠4

2𝐼𝑥𝑥4
− 𝑐4

2𝐼𝑦𝑦4
) (𝑠2

2𝑠3
2 −

1

2
s(2𝑞2) s(2𝑞3) + 𝑐2

2𝑐3
2)  

𝑀12 = 𝑀13 = 𝑀14 = 𝑀31 = 𝑀41 = 0 

𝑀22 = 𝑚2 𝑙𝑐2
2  + 𝑚3 𝑙2

2  +  2𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐3  +  𝑚3 𝑙𝑐3
2  + 𝑚4(𝑙2

2 +  𝑙3
2 +  𝑙𝑐4

2 +  𝑙2𝑙3𝑐3 +  2 𝑙3𝑙𝑐4𝑐4 +

 2 𝑙2𝑙𝑐4𝑐34) +  𝐼𝑧𝑧2
+ 𝐼𝑧𝑧3

 

𝑀23 = 𝑚3 𝑙2𝑙𝑐3 𝑐3  + 𝑚3 𝑙𝑐3
2 + 𝑚4(𝑙3

2  +  𝑙𝑐4
2  +  𝑙2 𝑙3 𝑐3  +  2 𝑙3 𝑙𝑐4 𝑐4  +  𝑙2 𝑙𝑐4 𝑐34 ) + 𝐼𝑧𝑧3

 

𝑀24 = 𝑚4(𝑙𝑐4
2 + 𝑙3𝑙𝑐4𝑐4 + 𝑙2𝑙𝑐4𝑐34) 

𝑀32 = 𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐3 + 𝑚3𝑙𝑐3
2  +  𝑚4 (𝑙3

2 +  𝑙𝑐4
2 + 2𝑙2𝑙3𝑐3 +  2 𝑙3𝑙𝑐4𝑐4 +  𝑙3𝑙𝑐4𝑐34) + 𝐼𝑧𝑧3

 

𝑀33 = 𝑚3𝑙𝑐3
2  +  𝑚4 (𝑙3

2 +  𝑙𝑐4
2 +  2𝑙3𝑙𝑐4𝑐4) +  𝐼𝑧𝑧3

 

𝑀34 = 𝑚4(𝑙𝑐4
2 + 𝑙3𝑙𝑐4𝑐4) 

𝑀42 = 𝑚4 [ 𝑙𝑐4
2 +  𝑙3𝑙𝑐4𝑐4 +  𝑙2𝑙𝑐4𝑐34] 

𝑀43 = 𝑚4[𝑙𝑐4
2 +  𝑙3𝑙𝑐4𝑐4] 

𝑀44 =  𝑚4 [𝑙𝑐4
2] 

 

b. Coriolis matrix 

𝐶(𝑞, 𝑞̇) = [

𝐶11 𝐶12 𝐶13 𝐶14

𝐶21 𝐶22 𝐶23 𝐶24

𝐶31

𝐶41

𝐶32

𝐶42

𝐶33

𝐶43

𝐶34

𝐶44

] 

(A.2) 

Where: 

𝐶11 = 2𝑚2 𝑙𝑐2
2 𝑐2 𝑠2 𝑞̇2  + [(𝐼𝑥𝑥2

− 𝐼𝑦𝑦2
)𝑠(2𝑞2) + (𝐼𝑥𝑥3

− 𝐼𝑦𝑦3
)𝑠(2𝑞2) 𝑐(2𝑞3)

+ (𝐼𝑥𝑥3
− 𝐼𝑦𝑦3

)𝑠(2𝑞3) 𝑐(2𝑞2) − (2𝑚4)(𝑙2
2 𝑐2𝑠2 + 𝑙2𝑙3 𝑐23 𝑠2 +  𝑙2𝑙𝑐4𝑐234𝑠2)]𝑞̇2 

𝐶12 = [(−2)(𝑚3𝑙2
2𝑐2𝑠2 +  𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐2𝑠23 + 𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐23𝑠2 + 𝑚3𝑙𝑐3

2𝑐23𝑠23) − 2𝑚4(𝑙3
2𝑐23𝑠23 +  𝑙𝑐4𝑐234𝑠234

+  𝑙2𝑙3𝑐2𝑠23 + 𝑙3𝑙𝑐4𝑐23𝑠234 + 𝑙3𝑙𝑐4𝑐234𝑠23 + 𝑙2𝑙𝑐4𝑐2𝑠234) + (𝑐4
2𝐼𝑥𝑥4

+  𝑠4
2𝐼𝑦𝑦4

)( 𝑐3
2 𝑠(2𝑞2)  − 𝑠3

2 𝑠(2𝑞2)  +  𝑠(2𝑞3) 𝑐(2𝑞2))  + (𝑠4𝐼𝑥𝑥4
}  

+  𝑐4
2𝐼𝑦𝑦4

)( 𝑠3
2 𝑠(2𝑞2)  − 𝑐3

2 𝑠(2𝑞2)  −  𝑠(2𝑞3) 𝑐(2𝑞2) )

+  (𝐼𝑦𝑦4
 −  𝐼𝑥𝑥4

 )(𝑠(2𝑞3)𝑠(2𝑞4)𝑠(2𝑞2)) +  (𝐼𝑥𝑥4
 

−  𝐼𝑦𝑦4
) (𝑐(2𝑞3) 𝑠(2𝑞1) 𝑐(2𝑞2))]𝑞̇1 
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𝐶13 = [2 𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐2𝑠23 +  2 𝑚3𝑙𝑐3
2𝑐23𝑠23 + (𝐼𝑥𝑥3

− 𝐼𝑦𝑦3
) 𝑐(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3)  + (𝐼𝑥𝑥3

− 𝐼𝑦𝑦3
)𝑠(2𝑞2)𝑐(2𝑞3)

− 2𝑚4(𝑙3
2𝑐23𝑠23 +  𝑙𝑐4𝑐234𝑠234 + 𝑙2𝑙3𝑐2𝑠23 +  𝑙3𝑙𝑐4𝑐23𝑠234 +  𝑙3𝑙𝑐4𝑐234𝑠23

+ 𝑙2𝑙𝑐4𝑐2𝑠234) + (𝑐4
2 𝐼𝑥𝑥4

 +  𝑠4
2 𝐼𝑦𝑦4

)(−𝑠2
2 𝑠(2𝑞3) + 𝑐2

2 𝑠(2𝑞3) +  𝑠(2𝑞2)𝑐(2𝑞3))

+  (𝑠4
2 𝐼𝑥𝑥4

 +  𝑐4
2 𝐼𝑦𝑦4

)(𝑠2
2 𝑠(2𝑞3) − 𝑐3 𝑠(2𝑞3) −  𝑠(2𝑞2)𝑐(2𝑞3))

+  (𝐼𝑥𝑥4
 −  𝐼𝑦𝑦4

)( 𝑐(2𝑞2)𝑠(2𝑞4)𝑐(2𝑞3) − 𝑠(2𝑞2)𝑠(2𝑞4)𝑠(2𝑞3))] 𝑞̇1 

𝐶14 =  𝑞̇1[−2𝑚4 (𝑙𝑐4
2𝑐234 𝑠234   + 𝑙3𝑙𝑐4𝑐23𝑠234  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑐2𝑠234)   

+  (𝐼𝑦𝑦4
 −  𝐼𝑥𝑥4

) (𝑠2
2 𝑐2

2 𝑠(2𝑞4) +  𝑠3
2𝑐2

2 𝑠(2𝑞4)   +  
1

2
 𝑠(2𝑞2)𝑠(2𝑞3)𝑠(2𝑞4))

+ (𝐼𝑥𝑥4
 −  𝐼𝑦𝑦4

 ) (𝑠3
2 𝑠2

2 𝑠(2𝑞4) + 𝑐2
2𝑐3

2 𝑠(2𝑞4)  +  𝑐(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3) 𝑐(2𝑞4)  

+  𝑐(2𝑞3) 𝑠(2𝑞2) 𝑐(2𝑞4))] 

𝐶21 =  𝑞̇1 [𝑚2𝑙𝑐2
2𝑐2 𝑠2𝑞̇2  +  𝑚3𝑙2

2𝑐2𝑠2𝑞̇2  + 𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐2𝑠23  +  𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐23𝑠2  +  𝑚3𝑙𝑐3
2 𝑐23𝑠23

+  𝑚4( 𝑙2
2𝑐2𝑠2  +  𝑙3

2𝑐23𝑠23  +  𝑙𝑐4𝑐234𝑠234  +  𝑙2𝑙3𝑐2𝑠23  +  𝑙2𝑙3𝑐23𝑠2  

+  𝑙3𝑙𝑐4𝑐23𝑠234  +  𝑙3𝑙𝑐4𝑐234𝑠23  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑐2𝑠234  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑐234𝑠2) −
1

2
 [(𝐼𝑥𝑥2

 

−  𝐼𝑦𝑦2
) 𝑠(2𝑞2)  + (𝐼𝑥𝑥3

 −  𝐼𝑦𝑦3
)𝑐(2𝑞3)𝑠(2𝑞2) + (𝐼𝑥𝑥3

 −  𝐼𝑦𝑦3
) 𝑠(2𝑞3)𝑐(2𝑞2)  

+ (𝐼𝑥𝑥4
 −  𝐼𝑦𝑦4

) (𝑐(2𝑞3)𝑠(2𝑞2) 𝑐(2𝑞4)   +  𝑐(2𝑞4) 𝑠(2𝑞3) 𝑐(2𝑞2)

+ 𝑠(2𝑞4) (𝑐(2𝑞3) 𝑐(2𝑞2)  − 𝑠(2𝑞3) 𝑠(2𝑞2)))]] 

𝐶22 = −2𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑠3 𝑞̇3  − 2𝑚4[𝑞̇3 (𝑙2𝑙3𝑠3  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34)  +  𝑞̇4 (𝑙3𝑙𝑐4𝑠4  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34 ) 

𝐶23 = 𝑞̇3 (−𝑚_3𝑙_2𝑙𝑐_3 𝑠_3) − 𝑚_4[𝑞̇3(𝑙2𝑙3𝑠3  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34)  + 𝑞̇4 (2 𝑙3𝑙𝑐4𝑠4  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34) 

𝐶24 = −𝑚4[𝑙2𝑙𝑐4𝑠34 𝑞̇3  +  𝑞̇4 (𝑙3𝑙𝑐4𝑠4  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34)] 

𝐶31 =  𝑞̇1  [𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑐2𝑠23  + 𝑚3𝑙𝑐3
2𝑐23𝑠23  𝑚4 (𝑙3

2𝑐23𝑠23  +  𝑙𝑐4𝑐234𝑠234  +  𝑙2𝑙3𝑐2𝑠23  

+  𝑙3𝑙𝑐4𝑐23𝑠234 +𝑙3𝑙𝑐4𝑐234𝑠23  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑐2𝑠234)  −
1

2
 [(𝐼𝑦𝑦3

 +  𝐼𝑥𝑥3
) 𝑐(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3)

+  (𝐼𝑥𝑥3
 − 𝐼𝑦𝑦3

) 𝑠(2𝑞2) 𝑐(2𝑞3)  (𝐼𝑥𝑥4
 −  𝐼𝑦𝑦4

) (𝑐(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3) 𝑐(2𝑞4)  

+  𝑐(2𝑞4) 𝑠(2𝑞2) 𝑐(2𝑞3) +  𝑠(2𝑞4) ( 𝑐(2𝑞2) 𝑐(2𝑞3)  −  𝑠(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3)))]] 

𝐶32 = 𝑞̇2[𝑚3𝑙2𝑙𝑐3𝑠3  +  𝑚4(𝑙2𝑙3𝑠3  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34)] 

𝐶33 = −2𝑚4 𝑙3𝑙𝑐4𝑠4𝑞̇4 

𝐶34 = −2𝑚4 [𝑞̇2 (2 𝑙3𝑙𝑐4𝑠4)  +  𝑞̇4 (𝑙3𝑙𝑐4𝑠4)] 

𝐶41 = 
−

1

2
 𝑞̇1 [(𝑐(2𝑞3) 𝑐(2𝑞2) 𝑠(2𝑞4)  − 𝑠(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3) 𝑠(2𝑞4) +  𝑐(2𝑞4) (𝑐(2𝑞2) 𝑠(2𝑞3)  

+  𝑐(2𝑞3) 𝑠(2𝑞2))) (𝐼𝑥𝑥4
 −  𝐼𝑦𝑦4

)]  

𝐶42 = 𝑚4 [𝑞̇2 (𝑙3𝑙𝑐4𝑠4  +  𝑙2𝑙𝑐4𝑠34)] 

𝐶43 = + 𝑚4  [𝑞̇2 ( 2 𝑙3𝑙𝑐4𝑠4 )  + 𝑙3𝑙𝑐4𝑠4 𝑞̇3] 

𝐶44 = 0 

 

 

c. Gravity vector 

𝑔(𝑞) = [

0
𝑙𝑐2𝑚2𝑐2  −  𝑙2𝑚3𝑐2 − 𝑙𝑐3𝑚3𝑐23  +  𝑚4 (𝑙_2 𝑐_2 +  𝑙3𝑐23  +  𝑙𝑐4𝑐234)

𝑙𝑐3𝑚3𝑐23  +  𝑚4 (𝑙3 𝑐23  +  𝑙𝑐4 𝑐234)
𝑚4𝑙𝑐4𝑐234 

] 

(A.3) 

 

Nomenclature: 

 

𝑠𝑎
𝑦

= 𝑠𝑖𝑛𝑦(𝑎)             𝑐𝑎
𝑦

= 𝑐𝑜𝑠𝑦(𝑎)  

𝑠𝑎𝑏
𝑦

= 𝑠𝑖𝑛𝑦(𝑎 + 𝑏)             𝑐𝑎𝑏
𝑦

= 𝑐𝑜𝑠𝑦(𝑎 + 𝑏)  

𝑠𝑎𝑏𝑐
𝑦

= 𝑠𝑖𝑛𝑦(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)             𝑐𝑎𝑏𝑐
𝑦

= 𝑐𝑜𝑠𝑦(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) 
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𝐼𝑎 = [

𝐼𝑥𝑥𝑎
0 0

0 𝐼𝑦𝑦𝑎
0

0 0 𝐼𝑧𝑧𝑎

], with  𝑎 = 1, 2, 3, 4. 

 

 


