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Abstract

Introduction: The Richards equation or a simplification, such as the Green and Ampt equation, is
mainly used to describe the flow of water in the soil. The Richards equation produces accurate results,
but lacks general analytical solutions, so the Green and Ampt equation is used as an intermediate way
of modeling the phenomenon by maintaining physical-mathematical bases in the representation.
Objective: To optimize the parameters of saturated hydraulic conductivity and wetting front
suction of the Green and Ampt equation by means of a nonlinear optimization algorithm, and to
validate the solution to optimize the parameters as a function of soil textures.
Methodology: The Levenberg-Marquardt algorithm was used to estimate the infiltration parameters
of the Green and Ampt equation, and the initial pair of values was taken according to soil texture.
Results: This model was used to calculate the hydraulic conductivity parameters at saturation and
wetting front suction.
Study limitations: A homogeneous soil column and a constant initial moisture content were
considered for the whole column.
Keywords: infiltration, Originality: The optimization algorithm was oriented to keep the parameter values within the
saturated hydraulic range established in the textural classes.
conductivity, wetting front  Conclusions: An optimization algorithm was implemented to estimate the parameters K, and h;
suction, Levenberg Marquardt by solving the Green and Ampt equation, which included code performance review and
algorithm, soil texture.  experimental validation with infiltration tests.

Resumen

Introduccion: Para describir el flujo de agua en el suelo se utiliza principalmente la ecuacién de
Richards o una simplificacién, como la ecuacién de Green y Ampt. La primera produce resultados
precisos, pero carece de soluciones analiticas generales, por lo cual se utiliza la ecuacién de Green
y Ampt como una forma intermedia de modelar el fenémeno al mantener bases fisico-matemadticas
en la representacion.
Objetivo: Optimizar los pardmetros de conductividad hidrdulica a saturacién y la succién en el
frente de humedecimiento de la ecuacién de Green y Ampt mediante un algoritmo de optimizacién
no lineal, y validar la solucién para obtener la optimizacién de pardmetros en funcién de las
texturas de los suelos.
Metodologia: Se utiliz6 el algoritmo de Levenberg-Marquardt para estimar los pardmetros de
infiltracién de la ecuacién de Green y Ampt, y en funcién de la textura del suelo se tomaron el par
de valores iniciales.
Resultados: El modelo obtenido permitié calcular los pardmetros de conductividad hidrdulica a
saturacion y la succién en el frente de humedecimiento.
Limitaciones del estudio: Se consider6 una columna homogénea de suelo y un contenido de
Palabras clave: infiltracién, humedad inicial constante en toda la columna.
conductividad hidrdulica ~ Originalidad: El algoritmo de optimizacién se orienté para mantener los valores de los parimetros
a saturacién, succién en el  dentro del rango establecido en las clases texturales.
frente de humedecimiento, Conclusiones: Se implementé un algoritmo de optimizacién para calcular los pardmetros K, y h;
algoritmo Levenberg mediante la solucion de la ecuacion de Green y Ampt, la cual incluy6 la revision del funcionamiento
Marquardt, textura del suelo.  del cédigo y la validacion experimental con pruebas de infiltracion.
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Introduction

Soil water flow is important in areas such as soil
mechanics, irrigation, drainage, hydrology and
agriculture (Fuentes et al.,, 2020). This phenomenon
can be described physically with the Richards
equation (1931), which produces accurate results if
the hydrodynamic properties and boundary conditions
are known, but it lacks general analytical solutions,
and therefore highly complex numerical methods
are usually required for its solution (Damodhara-Rao
et al, 2006; Ma et al., 2010; Malek & Peters, 2011).
Alternatively, there are physically based approximate
models, which are the result of simplifying the initial
conditions. In particular, the equation of Green and
Ampt (1911) is an alternative to simulate the process
of vertical infiltration of water into the soil, which has
been used in surface irrigation. (Chdvez et al., 2018,
2020; Naghedifar et al., 2020; Saucedo et al., 2015).

The application of the Green and Ampt equation
involves soil physical property parameters (Ali & Islam,
2018; Damodhara-Rao et al., 2006); however, there are
two key parameters that are not viable to measure
experimentally: saturated hydraulic conductivity (K)
and wetting front suction (k). The value of K, can be
measured directly in the field using rainfall simulators,
infiltration meters and constant or variable load
permeameters (GOmez-Tagle et al., 2008), as well
as Guelph permeameter. However, these methods
need long periods of time to achieve a stable value,
which leads to the use of large volumes of water for
estimation (Castiglion et al., 2018). This uncertainty in
the values of these soil hydrodynamic parameters can
be considered an obstacle to optimal irrigation design
due to the high degree of difficulty in calculating them,
although most of the time it depends on the experience
of the modeler. The parameters of the Green and Ampt
equation have been optimized by least-squares fitting
under rainfall conditions (Chen et al., 2015; Xiang et al.,
2016). Chen et al. (2015) showed that these parameters
are affected by the duration of precipitation used in
their modeling. Currently, different theoretical and
empirical approaches such as pedotransfer functions
(Saxton & Rawls, 2006; Trejo-Alonso et al., 2020) and
artificial neural networks are used to estimate these
parameters (Trejo-Alonso et al.,, 2021). Nevertheless,
pedotransfer functions are only applicable in the
area where the model was calibrated, and neural
networks represent a high computational cost (higher
computational time).

Therefore, the objectives of this work were to optimize
the parameters K, and h; of the Green and Ampt
equation by using a nonlinear optimization algorithm
and to validate the solution to achieve the optimization
of parameters as a function of soil textures.

Introducciéon

El movimiento del agua del suelo es importante en
dreas como la mecdnica de suelos, el riego, el drenaje,
la hidrologia y la agricultura (Fuentes et al., 2020).
Este fendmeno se puede describir fisicamente
mediante la ecuacién de Richards (1931), la cual
produce resultados precisos si se conocen las
propiedades hidrodindmicas y condiciones de frontera,
pero carece de soluciones analiticas generales, por lo
que normalmente se requieren métodos numeéricos
de alta complejidad para su solucién (Damodhara-Rao
et al., 2006; Ma et al., 2010; Malek & Peters, 2011).
Como alternativa, existen modelos aproximados de
base fisica, que son resultado de la simplificacién
de las condiciones iniciales. De manera particular, la
ecuacion de Green y Ampt (1911) es una alternativa
para simular el proceso de infiltracién vertical de agua
en el suelo, la cual ha sido utilizada en el riego por
gravedad (Chdvez et al., 2018, 2020; Naghedifar et al.,
2020; Saucedo et al., 2015).

La aplicacién de la ecuacién de Green y Ampt requiere
pardmetros de las propiedades fisicas de los suelos
(Ali & Islam, 2018; Damodhara-Rao et al., 2006); sin
embargo, hay dos pardmetros clave que no es viable
medirlos experimentalmente: la conductividad
hidrdulica a saturacién (K,) y la succién en el frente
de humedecimiento (k). El valor de K, se puede
medir directamente en campo mediante simuladores
de lluvia, infiltrémetros y permedmetros de carga
constante o variable (Gémez-Tagle et al., 2008), asi
como el permedmetro de Guelph. Sin embargo, estos
métodos requieren largos periodos de tiempo para
lograr un valor estable, lo cual conlleva a utilizar
grandes volumenes de agua para su estimacion
(Castiglion et al.,, 2018). La incertidumbre en los
valores de estos pardmetros hidrodindmicos del suelo
se puede considerar un obstdculo para el éptimo
diseno del riego debido al alto grado de dificultad para
calcularlos, aunque la mayoria de las veces depende
de la experiencia del modelador. Se han realizado
optimizaciones de los pardmetros de la ecuacién
de Green y Ampt mediante un ajuste de minimos
cuadrados bajo condiciones de lluvia (Chen et al., 2015;
Xiang et al., 2016). Chen et al. (2015) demostraron que
estos pardmetros se ven afectados por la duracién
de las precipitaciones utilizadas en su modelacién.
Actualmente, se utilizan diferentes enfoques tedricos
y empiricos como funciones de pedotransferencia
(Saxton & Rawls, 2006; Trejo-Alonso et al., 2020) y redes
neuronales artificiales para calcular estos pardmetros
(Trejo-Alonso et al., 2021). No obstante, las funciones
de pedotransferencia solo son aplicables en la zona
donde se calibr6 el modelo, y las redes neuronales
requieren un alto costo computacional (mayor tiempo
de computo).
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Materials and methods
The Green and Ampt equation

The Green and Ampt equation is established from
the continuity equation and Darcy's law (1856) with the
following assumptions: a) the initial moisture profile in
a soil column is uniform: 6 = 6,, b) water pressure at the
soil surface is hydrostatic: yy=h = 0 (where h is the water
depth on the soil surface), c) there is a well-defined
wetting front characterized by a negative pressure: | =
-h; < 0 (where h;is the wetting front suction) and d) the
region between the soil surface and the wetting front
is completely saturated (piston flow): 8 = 6, and K = K|
(where Ks is the saturated hydraulic conductivity; that
is, the value of the hydraulic conductivity of Darcy's
law corresponding to the volumetric water content at
saturation). The resulting ordinary differential equation
is as follows:

dawm K |1+ (h +1f)(6,-6,) (1)
dt I

where I the cumulative infiltration, t is the time, and 6,
and 6, are the initial and saturated moisture contents,
respectively.

If the water depth over the surface is considered
independent of time, Equation (1) is analytically
integrated with the initial condition I = 0 at t = 0, which
results in the following:

(2)

1+

I=K t+2ln JA=(h+h)6,-6,)

When the amount of water flowing at infinity is
neglected, the infiltrated water depth as assumed by
Green and Ampt is equal to the volume per unit area
stored in the piston: I(t) = z{(t)A0 with A6 = 6, - 6,, and
z{t) is the piston front (Fuentes et al., 2012).

Parameter optimization

In nonlinear regression models, each observation y, is
written as a response function f{x; f). An important
difference in nonlinear regression models is that the
number of parameters £ of the regression is not directly
related to the number of variables x; in the model
(Cornejo-Zuniga & Rebolledo-Vega, 2016). To estimate
the parameters K, and h; using an infiltration test, the
Levenberg-Marquardt algorithm (Moré, 1978) is applied,
which has been a standard technique for nonlinear least
squares problems (Chdvez et al., 2022; Fuentes, et al,,
2022; Simtinek & Hopmans, 2018). The parameter update
is performed iteratively with the following expression:

p=-[1JJ+u, " J'r (3)
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Considerando lo anterior, los objetivos de este trabajo
fueron optimizar los pardmetros K| y h; de la ecuacion
de Green y Ampt mediante el uso de un algoritmo de
optimizacién no lineal y validar la solucién para obtener
la optimizacién de pardmetros en funcién de las texturas
de los suelos.

Materiales y métodos
La ecuacion de Green y Ampt

La ecuacién de Green y Ampt se establece a partir de
la ecuacién de continuidad y la ley de Darcy (1856)
con las siguientes hipoétesis: a) el perfil de humedad
inicial en una columna de suelo es uniforme: 6 = 6,
b) la presién del agua en la superficie del suelo es
hidrostdtica: Y = h = 0 (donde h es la ldmina de agua
sobre la superficie del suelo), ¢) existe un frente de
humedecimiento bien definido caracterizado por una
presion negativa: § = -h; < 0 (donde h; es la succion
en el frente de humedecimiento), y d) la regién entre
la superficie del suelo y el frente de humedecimiento
estd completamente saturada (flujo en piston):
0=0,y K=K, (donde K, es la conductividad hidrdulica
a saturacién; es decir, el valor de la conductividad
hidrdulica de la ley de Darcy correspondiente al
contenido volumétrico de agua a saturacion). La ecuacién
diferencial ordinaria resultante es la siguiente:

d) (h+hf)©6,-6,)
dt ’ I

(1)

donde I es la ldmina infiltrada acumulada, t es el
tiempo, y 6, y 6, son los contenidos de humedad a
saturacién e inicial, respectivamente.

Si el tirante de agua sobre la superficie se considera
independiente del tiempo, la Ecuacién (1) se integra
analiticamente con la condicién inicial [ =0 en t =0,
lo cual resulta en lo siguiente:

(2)

I=K,t+Aln |1+

) A= (h+h)(0,-6,)

Cuando se desprecia la cantidad de agua que fluye
en el infinito, la Idmina infiltrada como lo suponen
Green y Ampt es igual al volumen por unidad de
drea almacenado en el piston: I(t) = z{t)A6 con A6 =
0, - 0,, y z{t) es el frente del pistéon (Fuentes et al,
2012).

Optimizacién de parametros

En los modelos de regresién no lineal, cada observacién
¥; se escribe en términos de una funcién de respuesta
fix; B). Una diferencia importante de los modelos de
regresiéon no lineal es que el nimero de pardmetros
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where ] is the Jacobian matrix related to the variations
of the infiltration function for each parameter to be
optimized, I, is the identity matrix, r is the vector of
differences between the measured infiltrated water
depth and the one calculated with the optimization
algorithm, and p is the damping parameter that is fitted in
each iteration. The Jacobian matrix is calculated as follows:

A (4)
K, om
a
I T
a, A,
| ok, om, |

where [, is the equation of Green and Ampt and m is the
number of measured data. In this algorithm the values
of the Jacobian matrix are approximated numerically
by centered derivatives to improve computational time.

The optimization of the parameters was coded in a
program with functions and subroutines, which start
with a pair of initial values, to subsequently calculate
the Jacobian matrix and the error vector. This allows to
solve Equation (3), which results in a new pair of values.
This allows to calculate the error vector and check if it
is smaller than the previous iteration due to a tolerance.
If it is higher than the tolerance, the algorithm starts
again with the pair found in the last iteration, and
if this error vector is lower than the tolerance, the
program stops and prints the results. The diagram is
shown in Figure 1.

Input parameters

The input data required are the initial and saturation
moisture contents, as well as data derived from an
infiltration test (time and infiltrated water depth). To
determine the initial moisture content (6,), the input
variables are bulk density of soil (p,), gravimetric
moisture content (w,) and density of water (p,,):

0, = ( Pt
P

(5)

Porosity (¢) is the void space volume of the porous
media, which is calculated from bulk density (p,) and
quartz particle density (p,):

P (6)

where p, = 2.65 g-cm”.

Saturation moisture content (6,) is the volume of water
retained in the pore space, usually assimilated to the

B de la regresién no se relaciona directamente con el
numero de variables x; en el modelo (Cornejo-Zuniga &
Rebolledo-Vega, 2016). Para estimar los pardmetros K
y h;a partir de una prueba de infiltracion, se utiliza el
algoritmo Levenberg-Marquardt (Moré, 1978), el cual ha
sido una técnica estdndar para problemas de minimos
cuadrados no lineales (Chdvez et al., 2022; Fuentes, et
al., 2022; Simiinek & Hopmans, 2018). La actualizacién
de pardmetros se realiza de manera iterativa con la
siguiente expresion:
p=-1JJ+uL " J'r (3)
donde ] es la matriz Jacobiana relacionada con las
variaciones de la funcién de infiltracién respecto a cada
pardmetro a optimizar, I; es la matriz identidad, r es
el vector de diferencias entre la ldmina infiltrada
medida y la calculada con el algoritmo de optimizacién,
y y es el pardmetro de amortiguacién que se ajusta en
cada iteracion. La matriz Jacobiana se calcula de la
siguiente manera:

[Lon o] 4
9K,  oh
a,  a
J= aT(s ahf
a,  al,
| ok, om

donde I, es la ecuacién de Green y Ampt, y m es el
namero de datos medidos. En este algoritmo los valores
de la matriz Jacobiana se aproximan numéricamente
mediante derivadas centradas para mejorar el tiempo
de cémputo.

La optimizacién de los pardmetros se codific6 en
un programa con funciones y subrutinas, las cuales
comienzan con un par de valores iniciales, para
posteriormente calcular la matriz Jacobiana y el vector
de errores. Con esto es posible resolver la Ecuacién
(3), que da como resultado un par de valores nuevos.
Lo anterior permite calcular el vector de errores y revisar
si es menor a la iteracién anterior dada una tolerancia.
En caso de ser mayor a la tolerancia, el algoritmo inicia
de nuevo con el par encontrado en la ultima iteracién,
y si este vector de errores es menor a la tolerancia, el
programa termina e imprime los resultados. El diagrama
completo se muestra en la Figura 1.

Parametros de entrada

Los datos de entrada que se requieren son los contenidos
de humedad inicial y a saturacién, asi como los datos
obtenidos de una prueba de infiltracién (tiempo y ldmina
infiltrada). Para obtener el contenido de humedad inicial
(6,), las variables de acceso son la densidad aparente del

Ingenieria Agricola y Biosistemas | Vol. 14, ntim. 2, julio-diciembre 2022.



Fuentes et al.
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Figure 1. Levenberg-Marquardt flow chart for parameter optimization.
Figura 1. Diagrama de flujo de Levenberg-Marquardt para la optimizacién de parametros.

volumetric porosity (¢) by the following inequality:
0 < 6, < ¢; nevertheless, it is important to note that, for
a soil apparently saturated with water, a certain amount
of air is usually trapped. Therefore, the saturated water
content can be taken 6, = 0.9¢ (Haverkamp et al., 2016;
Rogowski, 1971). In this study, 6, will be taken as the
total porosity: 6, = .

Laboratory experiment

Soil samples were taken from agricultural plots in
the region of San Juan del Rio, Querétaro, Mexico,
following the methodology proposed by Reynolds and
Topp (2007). The soil was sieved with a number 10 mesh
(2 mm) and was outdoor dried for one week. Before

Ingenieria Agricola y Biosistemas | Vol. 14, issue 2, July-December 2022.

suelo (p,), el contenido gravimétrico de humedad (w,) y
la densidad del agua (p,):

P ) " (5)

P

6 =

0

La porosidad (¢) es el volumen del espacio vacio de
los medios porosos, la cual se calcula a partir de la
densidad aparente (p,) y la densidad de las particulas
de cuarzo (p,):

P (©)
ps

(p:I_

donde p, = 2.65 g-cm”.
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placing the soil in the column, a sample was taken and
sent to the laboratory to determine the initial moisture
content using the gravimetric method.

The infiltration test was carried out using two acrylic
columns of different lengths and circular cross section.
Both columns had a porous plate covered by a filter and
placed at the bottom to retain the soil and allow water
and air to escape (Figure 2). The inside of the columns
were partially coated with wax to create roughness
between the soil and the acrylic column. The soil was
placed in the column in 5 cm thick layers at a density
similar to that obtained in the field. A constant water
depth was kept during the infiltration test.

Table 1, adapted by Saucedo et al. (2013), shows the
mean values of some soil parameters (6,, 6,, K, and
h) based on soil texture, using the relationships
proposed by Rawls et al. (1991). To determine these
values, the soils used were analyzed at the laboratory
with the Bouyoucos hydrometer using the methods
of the Mexican standard NOM-021-SEMARNAT-2000

El contenido de humedad a saturacioén (6,) es el volumen
de agua contenido en el espacio poroso, normalmente
asimilada a la porosidad volumétrica (¢) por la siguiente
desigualdad: 0 < 6, < ¢; sin embargo, es importante
denotar que, en un suelo aparentemente saturado
con agua, generalmente queda atrapada una cierta
cantidad de aire. Por lo tanto, el contenido volumétrico
de humedad a saturacién puede ser tomado como
0, = 0.9¢ (Haverkamp et al., 2016; Rogowski, 1971).
En este trabajo, 6, serd tomado como la porosidad total:

0, = .
Experimento de laboratorio

Se tomaron muestras de suelo de parcelas agricolas de la
region de San Juan del Rio, Querétaro, México, siguiendo
la metodologia propuesta por Reynolds y Topp (2007).
El suelo se tamiz6 con malla ntimero 10 (2 mm) y se secé
al aire libre durante una semana. Antes de colocar el
suelo en la columna, se tomé una muestra para enviarla
al laboratorio con el fin de obtener el contenido de
humedad inicial por el método gravimétrico.

D
N
h
L
Filter /
Filtro

Porous cover / Tapa porosa

Figure 2. Schematic representation of a soil column.

Figura 2. Representacion esquemadtica de una columna de suelo.
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Table 1. Mean parameters of the Green and Ampt infiltration equation according to soil texture.
Cuadro 1. Parametros medios de la ecuacién de infiltracién de Green y Ampt en funcién de la textura del suelo.

Soil texture /

Parameters /Parametros

Textura del suelo 6, (cm®cm?) 6, (cm®cm?) i, (cm) K, (cm-h™)
Clay/Arcilla 0.36 0.49 140.26 0.05
Silty clay/ 0.32 0.48 100.16 0.05
Arcillo-limoso
Silty clay loam/ 0.26 0.49 60.12 0.15
Franco-arcillo-limoso
Clay loam/ 0.25 0.48 36.00 04
Franco-arcilloso
Sandy clay/ 0.25 0.42 25.72 05
Arcilla-arenosa
Silt/ 0.14 0.50 30.52 08
Limo
Loam/ 0.20 0.46 20.04 15
Franco
Silt loam/ 017 0.55 30.07 1.0
Franco-limoso
Sandy clay loam/ 018 0.42 35.61 2.0
Franco-arcillo-arenoso
Sandy loam/ 0.16 0.46 10.00 2.9

Franco-arenoso

(Secretaria del Medio Ambiente y Recursos Naturales
[SEMARNAT], 2002) and the texture triangle of the
United States Department of Agriculture (USDA).
Within the operation of the optimization algorithm,
the following condition was included: if the difference
of parameters in the current iteration with the
previous one is lower than 0.00001 %, or the number
of iterations is equal to 20, end the algorithm
sequence and display the results.

Results and discussion
Decoding the algorithm

The optimization algorithm was programmed us-
ing the Visual Basic.net language in the Micro-
soft Visual Studio 2019 integrated development
environment. This program can be installed on
any Windows 10 platform, and the speed in RAM
required is minimal, so any computer with a
mid-range processor and 4 GB of RAM supports
it. The program consists of four main sections:
a) main menu, b) displayed data from an infiltration
test, c) graphical results of measured vs. optimized
irrigation water depth and d) optimization results
(Figure 3).

Ingenieria Agricola y Biosistemas | Vol. 14, issue 2, July-December 2022.

Para realizar la prueba de infiltracion, se utilizaron dos
columnas de acrilico de diferente longitud y seccién
transversal circular. Ambas columnas tenian una placa
porosa cubierta por un filtro y colocada en la parte
inferior con el propésito de retener el suelo y permitir
la salida del agua y el aire (Figura 2). El interior de las
columnas se recubrié parcialmente con cera para crear
rugosidad entre el suelo y la columna de acrilico. El suelo
se colocé en la columna en capas de 5 cm de espesor
a una densidad similar a la obtenida en campo.
Durante la prueba de infiltracién se mantuvo un tirante
de agua constante.

En el Cuadro 1, adaptado por Saucedo et al. (2013), se
presentan los valores medios de algunos pardmetros
del suelo (6,, 6, K, y h) a partir de la textura del suelo,
partiendo de las relaciones porpuestas por Rawls et al.
(1991). Para conocer estos valores, los suelos utilizados
se analizaron en el laboratorio con el hidrémetro de
Bouyoucos utilizando los métodos de la norma mexicana
NOM-021-SEMARNAT-2000 (Secretaria del Medio
Ambiente y Recursos Naturales [SEMARNAT], 2002) y el
tridngulo de texturas del Departamento de Agricultura
de Estados Unidos de América (USDA). Dentro del
funcionamiento del algoritmo de optimizacién se agregd
la siguiente condicidn: si la diferencia de pardmetros en
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Table 2. Routines used in the computer program.
Cuadro 2. Rutinas utilizadas en el programa de cémputo.

Titel/ Titulo Routine /Rutina Task/Accién

It opens data from an infiltration test in *.xIs

Import Excel data/ format (time and cumulative infiltration)./
Importar datos de Excel Abre datos de una prueba de infiltracién en formato

*xlIs (tiempo y ldmina infiltrada acumulada).

Data from an infiltration test is loaded,

Open examples/ including input parameters./
) ) Abrir ejemplos Se cargan datos de una prueba de infiltracién, donde
File/ Archivo también se incluyen sus pardmetros de entrada.

It saves the simulated data with the optimized parameters
Save optimized data/ in *x1s format (time and cumulative infiltration)./
Guardar datos optimizados Guarda los datos simulados con los pardmetros optimizados
en formato *xIs (tiempo y ldmina infiltrada acumulada).

Exit program/
Salir del programa

It displays a window in which the user must enter the required
input parameters (bulk density, initial moisture, water
Input data/ depth, infiltration test column length and soil texture)./
Datos de entrada Muestra una ventana en la cual el usuario debe introducir
los pardmetros de entrada necesarios (densidad aparente,
humedad inicial, carga superficial, longitud de columna
de la prueba de infiltracién y textura del suelo).

It starts the parameter optimization process,
Run/ Run/ while charting the iterations in real time./
Ejecutar Ejecutar Inicia el proceso de optimizacién de pardmetros, al mismo
tiempo que grafica en tiempo real las iteraciones.

It displays a window with the results for each iteration
Calculation memory/ Calculation memory/ performed by the Levenberg-Marquardt algorithm./
Memoria de cdlculo Memoria de cdlculo Muestra una ventana con los resultados en cada iteracién
realizada por el algoritmo de Levenberg-Marquardt.

It opens a window displaying the authors' contact information./
Help/Ayuda Help/ Ayuda Abre una ventana donde se muestran los
datos de contacto de los autores.

Soil data/
Datos del suelo

Table 3. Physical characteristics of the study sites.
Cuadro 3. Propiedades fisicas de los sitios de estudio.

Soil sample / 3 3 3 3 3 Texture/
Muestra de suelo D (cm) P, (g-cm™) 6, (cm™-cm™) 6, (cm®-cm™) L (cm) h (cm) Textura
s1 9.2 1.0810 0.5921 0.1462 70.0000 6.0000 Sandy loam/
Franco-arenosa
2 8.8 1.1588 0.5627 0.1259 85.0000 6.0000 Clay/Arcillosa
s3 8.8 11713 0.5580 0.0280 85.0000 5.0000 Sandy loam/

Franco-arenosa
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Figure 4. Comparison between infiltrated water depth measured and calculated with the Green and Ampt equation.
Figura 4. Comparacién entre la lamina infiltrada medida y la calculada con la ecuacién de Green y Ampt.
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Table 2 shows the routines used for the proper
operation of the computer program we developed.
The task performed by each routine is also described.

Infiltration test

The initial conditions of the experiment are described
in Table 3, showing the results of the analyses
conducted at the laboratory, as well as the lengths
of the columns (L) filled with soil, diameters (D) and
surface water depths (h).

With the data from the initial conditions of the
experiments and the infiltrated water depth over a
period of time, the parameters K and h, of the Green
and Ampt equation were optimized according to the
soil texture. The results of the optimization for each
site are displayed in Figure 4, showing the fit of the
Green and Ampt model to the measured values.

Table 4 shows the optimization achieved, and the root
mean square error (RMSE), resulting from the infil-
trated water depth measured and the theoretical in-
filtrated water depth. Errors lower than 0.45 cm are
observed, showing that the optimization of param-
eters with initial values related to soil texture works
adequately. It is important to highlight that, from
the previous graph, it is possible to observe the good
fit of the optimized model with the data measured at
the laboratory.

Numerical validation

The validation of the numerical algorithm was
performed to remove programming errors and check
the consistency of correct solutions. Data reported
in the literature were used, and the results were
obtained using the one-dimensional solution of the
Richards equation (Chdvez et al.,, 2016; Fuentes et
al., 2020). The data used correspond to a sandy loam
soil from Montecillo, Mexico (Zatardin et al., 2003).
Parameter values for this soil are: p, = 1.3607 g-cm>,

la iteracion actual con la anterior es menor a 0.00001 %,
0 el ntmero de iteraciones es igual a 20, termine la
ejecucion del algoritmo y muestre los resultados.

Resultados y discusion
Codificacién del algoritmo

El algoritmo de optimizacién se programé en el
lenguaje Visual Basic.net en el entorno de desarrollo
integrado Microsoft Visual Studio 2019. Este programa
se puede instalar en cualquier plataforma de Windows
10, y la velocidad en la memoria RAM que se requiere
es minima, por lo que cualquier ordenador con un
procesador de gama media y 4 GB de RAM lo soporta.
El programa consta de cuatro secciones principales: a)
menu principal, b) datos desplegados de una prueba
de infiltracién, c) resultados grdficos de la ldmina de
riego medida vs la optimizada y d) resultados de la
optimizacién (Figura 3).

En el Cuadro 2 se muestran las rutinas utilizadas para
el adecuado funcionamiento del programa de cémputo
desarrollado. Ademds, se describe la accién que realizan
cada una de ellas.

Pruebas de infiltracién

Las condiciones iniciales del experimento se describen
en el Cuadro 3, donde se muestran los resultados de
los andlisis obtenidos en el laboratorio, asi como las
longitudes de las columnas (L) rellenas de suelo, los
didmetros (D) y los tirantes de agua en la superficie (h).

Con los datos de las condiciones iniciales de los
experimentos y la ldmina infiltrada en el tiempo,
se optimizaron los pardmetros K y h; de la ecuacion
de Green y Ampt en funcién de la textura del suelo.
Los resultados de la optimizacién se muestran para cada
sitio en la Figura 4, donde se aprecia el ajuste del modelo
de Green y Ampt a los valores medidos.

Table 4. Optimized values of the site analyzed according to the soil texture.
Cuadro 4. Valores optimizados del sitio analizado en funcién de la textura del suelo

Soil/Sitio K, (cm-h?) h; (cm) RMSE (cm)/RECM (cm)
S1 2.4869 2.0000 0.1323
S2 0.2132 119.0250 0.3052
S3 2.8071 10.0561 0.4236
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Figure 5. Comparison of the infiltrated water depth derived from the Richards equation and the one modeled with

the Green and Ampt equation.

Figura 5. Comparacién de la Idmina infiltrada obtenida con la ecuacién de Richards y la modelada con la ecuacién de

Green y Ampt.

Table 5. Optimized parameter values compared with those in the literature.
Cuadro 5. Valores de los parametros optimizados comparados con los de la literatura.

Experiment/Experimento

K, reported (cm-h")/
K, reportado (cm-h™)

K, optimized (cm-h™)/
K, optimizado (cm-h?)

Montecillo

1.84

2.28

0,= 0.1391 cm®cm>, h = 1.50 cm, ¢ = 0.4865 cm®.cm”,
0, = ¢ and 1= 70 cm. The parameters K, and h;
of the Green and Ampt equation were optimized using
the computational program according to soil texture
(Figure 5).

When comparing the result and the one reported in
the literature (Table 5), it is observed that there is no
considerable difference, since RMSE (0.1953 cm) is
considered the same, and this indicates that the result
measured using the Green and Ampt model optimizing
K,and h; varies very little.

The parameter h; is characteristic of the Green and
Ampt equation; therefore, it cannot be compared with
any other parameter of other equations. However, the

El Cuadro 4 muestra la optimizacién obtenida, asi
como la raiz del error cuadrdtico medio (RECM), que
es resultado de la ldmina infiltrada medida y la 1dmina
infiltrada tedrica. Se observan errores menores a
0.45 cm, lo cual indica que la optimizaciéon de
pardmetros con valores iniciales relacionados con
la textura del suelo funciona de manera adecuada.
Es importante resaltar que, a partir de la grafica anterior,
se puede observar el buen ajuste que presenta el modelo
optimizado con los datos medidos en laboratorio.

Validacién numérica
La validaciéon del algoritmo numérico se realizd

para eliminar errores de programacién y revisar
la consistencia de soluciones correctas. Se usaron
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value is adapted depending on the proportions of sand,
silt and clay in soil, so it can be considered inversely
proportional to K, because when K; decreases, the value
of h; increases.

If only soil texture is considered for the surface
irrigation design, the average K, value for the sandy
loam soil analyzed would be 2.9 cm-h’ (Table 1).
However, this type of soil is dominated by sand
characteristics, which leads to K, values higher than
1.5 cm-h™. The range of variation between both values
is very wide, which causes a substantial change in the
characteristic values of infiltration.

Therefore, it is recommended to perform infiltration
tests in soil columns to adequately represent the flow
in a one-dimensional manner, since other tests, such as
the double ring infiltrometer shows a two-dimensional
flow and, in addition, there is a preferential flow along
the cylinder walls, which in most cases is attributed
to the infiltration velocity. The advantage of using
columns with soil samples altered at the laboratory
allows control of all variables, such as bulk density, soil
depth, water depth, initial moisture, among others.

Temporal sensitivity of optimized
infiltration test parameters

A sensitivity analysis of the Green and Ampt
parameters was performed to verify how the estimation
errors of the two parameters propagate to the
infiltration estimates. Optimizations were made with
the experimental results at different times for each
site. For S1 a cumulative increment of At =1 h, for S2
a At =4 h and for S3 a At = 1 h. Figure 6 shows that
the parameters have the same trend, while K, gradually
decreases, the value of h; increases. The inverse process
occurs with the same trend; this indicates that the
algorithm optimizes the values according to the soil
texture and the more infiltration data one has, the
optimized parameters can vary considerably, either
decreasing or increasing their values gradually and
inversely proportional to each other. It also shows the
importance of performing an infiltration test at long
times, because, if it is performed at short times, the
pores are not filled with water, and one would only
have a value of hydraulic conductivity and not the
saturated hydraulic conductivity.

The program is delimited so that each pair of
new values proposed are within the limits of the
parameters, i.e., K, > 0 and 0 < h; < 200. Parameters are
adapted according to soil texture, with emphasis on the
Equation (7):
§= 2K, h; AO

(7)
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datos reportados en la literatura, cuyos resultados se
obtuvieron mediante la solucién unidimensional de la
ecuacion de Richards (Chdvez et al., 2016; Fuentes et
al., 2020). Los datos utilizados corresponden a un suelo
franco-arenoso de Montecillo, México (Zatardin et al,,
2003). Los valores de los pardmetros de este suelo son:
p = 1.3607 g-cm®, 6, = 0.1391 cm®.cm®, h = 1.50 cm,
@ = 0.4865 cm’.cm>, 6, = ¢ y L = 70 cm. Mediante el
programa de computo se optimizaron los pardmetros
K,y h;de la ecuacion de Green y Ampt, en funcién de
la textura del suelo (Figura 5).

Al comparar el resultado obtenido y el reportado en
la literatura (Cuadro 5), se observa que no existe una
diferencia considerable, ya que se considera igual la
raiz del RECM (0.1953 cm), y ésta nos indica que existe
poca variacion del resultado medido contra el modelo
de Green y Ampt optimizando K; y h;.

El pardmetro h, es caracteristico de la ecuacion de Green
y Ampt; por ello, no puede ser comparado con ningin
otro pardmetro de otras ecuaciones. Sin embargo, el
valor se ajusta dependiendo de las proporciones de
arena, limo y arcilla del suelo, por lo que se puede
considerar inversamente proporcional a K, ya que
cuando éste disminuye, el valor de h;aumenta.

Si Gnicamente se considera la textura del suelo para
realizar el disefio del riego por gravedad, el valor
medio de K, para el suelo franco-arenoso analizado
seria de 2.9 cm-h” (Cuadro 1). Sin embargo, en este
tipo de suelo predominan las caracteristicas de la arena,
lo cual conlleva a que se tengan valores de K, mayores a
1.5 cm-h™. El rango de variacion entre ambos valores es
muy amplio, lo cual genera un cambio sustancial en los
valores caracteristicos de la infiltracion.

Por lo anterior, se recomienda realizar pruebas de
infiltracién en columnas de suelo para representar
unidimensionalmente el flujo de manera adecuada,
ya que, en otro tipo de pruebas como el método de
doble cilindro, normalmente se cuenta con un flujo
bidimensional y, ademds, ocurre un flujo preferencial
por las paredes de los cilindros que en la mayoria de
las veces se le atribuyen a la velocidad de infiltracién.
La ventaja al utilizar columnas con muestras de suelo
alteradas en laboratorio es que permite tener control de
todas las variables, como la densidad, la profundidad, la
ldmina de agua, la humedad inicial, entre otras.

Sensibilidad temporal de los parametros
optimizados de la prueba de infiltracién

Se realiz6 un andlisis de sensibilidad de los pardmetros
de Green y Ampt para verificar como se propagan
los errores de estimaciéon de los dos pardmetros
a las estimaciones de la infiltracién. Se hicieron
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Figure 6. Evolution of K, and h; parameters.
Figura 6. Evolucion de los parametros K; y h;,.

where S is the sorptivity of the porous medium
(Philip, 1957). Without the use of initial parameters
related to soil texture, there can be an infinite
number of parameters to fit the data measured in an
infiltration test.

In this study, a computer with the following
characteristics was used: Intel® CoreTM i7-4710MQ CPU
@ 2.50 GHz and 32 GB RAM memory. The computation
time required to find the optimal values of K; and h; in
the experiments was 2 s. This is because the Green and
Ampt solution requires no knowledge of values at the
previous time level; therefore, it is possible to solve it
exclusively in the required time, as in the exact times
where it is compared with the measured data. On the
other hand, the Richards equation needs the pressure
values at the previous time level, which delays, in at
least one iteration, the calculation of the infiltrated
water depth.

Conclusions

An optimization algorithm was used to calculate the
parameters K, and h, by solving the inverse problem of the

optimizaciones con los resultados experimentales
en diferentes tiempos para cada sitio. En S1 se utilizé
un incremento acumulado de At = 1 h, en el S2 un
At=4hyen S3unAt=1h. En la Figura 6 se observa que
los pardmetros presentan la misma tendencia, mientras
el K; disminuye gradualmente, el valor de h; aumenta.
El proceso inverso ocurre con la misma tendencia; esto
indica que el algoritmo optimiza los valores de acuerdo
con la textura del suelo y entre mds datos de infiltracién
se tienen, los pardmetros optimizados pueden variar
considerablemente, ya sea disminuyendo o aumentando
sus valores de forma gradual e inversamente
proporcional entre ellos. Asimismo, se muestra la
importancia de realizar una prueba de infiltracién en
tiempos largos, ya que, si se realiza en tiempos cortos, los
poros no se encuentran completamente llenos de agua
y solo se tendria un valor de conductividad hidrdulica y
no la conductividad hidrdulica a saturacién.

El programa estd delimitado para que cada par de
nuevos valores que se propongan estén dentro de los
limites de los pardmetros; es decir K;> 0y 0 < h:< 200.
Los pardmetros se ajustan en funcién de la textura del
suelo, haciendo énfasis en la Ecuacién (7):
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Green and Ampt equation, which included reviewing
the performance of the code and experimental
validation with infiltration tests. The algorithm was
tested using infiltration data taken from the literature,
and the results found were satisfactory, with RMSE values
< 0.45 cm.

The estimation of hydrodynamic parameters of
saturated hydraulic conductivity and wetting front
suction was performed with the Levenberg-Marquardt
algorithm. The main advantage of the presented
optimization is the short computational time required
to optimize the parameters of the Green and Ampt
equation, compared to the Richards equation reported
in the literature. It was shown that, by using infiltration
test data from the literature, the values derived for K,
with the proposed nonlinear optimization algorithm
are very similar to those found with the Richards
equation, which provides certainty and reliability when
calculating the parameters.

The sensitivity analysis suggests that the duration time
of the infiltration test significantly affects the K, and h,
values, so it is recommended to perform an infiltration
test up to the maximum infiltration, since variations
in the infiltrated water depth with time may cause the
curve to be adapted to a different pair of parameters.
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§?= 2K, h; A6 (7)

donde S es la sorbilidad del medio poroso (Philip,
1957). Sin el uso de pardmetros iniciales relacionados
con la textura del suelo, pueden existir una infinidad
de pardmetros de ajuste de los datos medidos en una
prueba de infiltracién.

En este trabajado se utiliz6 un ordenador con las
siguientes caracteristicas: Procesador Intel® CoreTM i7-
4710MQ CPU @ 2.50 GHz y memoria RAM de 32 GB.
El tiempo de cémputo requerido para encontrar los
valores optimos de K y h; en los experimentos fue de
2 s. Esto debido a que la solucién de Green y Ampt
no requiere del conocimiento de valores en el nivel
de tiempo anterior; por lo tanto, es posible resolverla
exclusivamente en el tiempo requerido, como en
los tiempos exactos donde se compara con los datos
medidos. Por su parte, la ecuacién de Richards requiere
los valores de presion en el nivel de tiempo anterior, lo
cual retrasa, en al menos una iteracion, el cdlculo de la
ldmina infiltrada.

Conclusiones

Se implementé un algoritmo de optimizacién para
calcular los pardmetros K; y h; mediante la solucién del
problema inverso de la ecuacién de Green y Ampt, lo
cual incluy®6 la revisién del funcionamiento del cédigo y
la validacién experimental con pruebas de infiltracion.
El algoritmo se puso a prueba utilizando datos de
infiltracién tomados de la literatura, y los resultados
encontrados fueron satisfactorios, con valores de RECM
<0.45 cm.

La estimacién de los pardmetros hidrodindmicos
de conductividad hidrdulica a saturacién y succién
en el frente de humedad se realiz6 con el algoritmo
de Levenberg-Marquardt. La principal ventaja de la
optimizacién presentada es el poco tiempo de computo
que requiere para optimizar los pardmetros de la
ecuacién de Green y Ampt, comparado con la ecuaciéon
de Richards reportada en la literatura. Se mostré
que, al usar datos de pruebas de infiltracién de la
literatura, los valores obtenidos de K, con el algoritmo
de optimizacién no lineal propuesto son muy similares
a los encontrados con la ecuacién de Richards, lo cual
brinda certeza y confiabilidad al realizar el cdlculo
de los pardmetros.

El andlisis de sensibilidad indica que el tiempo
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