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Resumen

El control estadistico de procesos es un conjunto de técnicas donde su empleo puede contribuir a mejorar la calidad
de cualquier proceso industrial. En particular, las cartas de control o monitoreo son herramientas poderosas para
detectar deterioro en la calidad de un proceso. Sin embargo, cuando las variables o caracteristicas de calidad del
proceso son discretas, el uso de una carta de control puede implicar altos costos de muestreo. Aunque muchos es-
quemas existentes no restringen el tamafio de muestra a un valor determinado, se sabe que la eleccién del tamafio
de muestra tiene un efecto en el desempefio de una carta de control: usar un tamafio de muestra grande implica
mejor precision en la estimacion, por lo tanto, la carta tendra mejor desempefio, y viceversa, usar un tamafio de
muestra pequefio implica peor precision, por lo tanto, la carta tendra un desempefio pobre. En este articulo se estudia
el desempefio de la carta de control D” para variables discretas y se analiza el efecto que tiene el tamafio de muestra.
Adicionalmente, se obtienen disefios 6ptimos de la carta. La medida de desempefio que se emplea es la longitud
promedio de corrida (ARL, Average Run Length).

Descriptores: ARL, cartas de control, multinomial, tamafio de muestra.

Abstract

The application of the Statistical Process Control or SPC is useful to improve any industrial process. For example, the control
charts are powerful tools to detect quality deterioration. However, high sampling costs can be involved when the quality charac-
teristics are discrete. It is known that the sample size affects the control charts performance: a large sample size implies high
performance and vice versa, a small sample implies worst performance. In this article, the performance of D* control chart is
studied and the sample size effect is analyzed. Additionally, optimal designs are obtained. The analysis is made in ARL terms.

Keywords: ARL, control charts, multinomial, sample size.



CARTA DE CONTROL PARA PROCESOS MULTINOMIALES: ESTUDIO DE DESEMPENO

INTRODUCCION

La calidad es un aspecto imprescindible en la fabrica-
cion de productos. Hay factores que introducen varia-
cion en un proceso de producciéon, por ejemplo, la
materia prima varia de lote en lote y las maquinas y
herramientas se desgastan. Entonces, resulta necesario
que los procesos operen bajo condiciones de variacion
que no representen un problema en la calidad del pro-
ducto. Para este fin se desarrollaron herramientas esta-
disticas, llamadas graficos o cartas de control estadistico,
que sirven para monitorear la variacion presente en los
procesos y ayudan a identificar cuando ocurra algun
cambio en la misma. Su utilizacién contribuye a la re-
duccion de la variabilidad del proceso; permitiendo
mejorar su calidad.

Una clasificacion general de las cartas de control se
muestra segun el tipo de variable capaz de monitorear,
a saber se dividen en, cartas de control para variables
continuas 'y wvariables discretas, conocidas como cartas
para variables y cartas para atributos, respectivamente.
Las primeras son tutiles para monitorear variables que
se pueden expresar en alguna escala continua de medi-
cion, por ejemplo, el didmetro interno de un rotor para
uso automotriz. Por su parte, los graficos de control
para atributos se usan cuando la variable se expresa en
una escala nominal u ordinal, es decir, la variable se ex-
presa como una clasificacién de articulos segtin ciertas
caracteristicas o atributos. Por ejemplo, en lugar de ob-
tener la medida del diametro del rotor se emplea un
dispositivo mediante el cual es posible decidir si la pie-
za tiene el didmetro correcto o no, sin necesidad de ob-
tener la magnitud exacta. En este caso, la pieza se
clasifica como conforme si se determina que el diame-
tro es el correcto y como no conforme en caso contrario,
también se le conoce como variables categdricas.

En 1924, Walter A. Shewhart introdujo la primera
carta de control para variables. Desde entonces, se han
propuesto nuevos enfoques, generalizaciones y modi-
ficaciones. Por ejemplo, las cartas de control adaptati-
vas consideran tamafios de muestra variables o fre-
cuencia variable de muestreo o ambos (Mahadik and
Shirke 2011; Seif et al. 2011; Faraz et al. 2012). En las
cartas de control con muestreo secuencial, el muestreo
en fases segtin la localizacion de los valores del estadis-
tico de prueba (Irianto and Juliani 2010; Khoo et al.
2010; Costa and Machado 2011). Otro tipo de cartas de
control, llamadas sintéticas, combinan una carta de
control clasica y el monitoreo de una variable aleatoria,
que puede ser el nimero de muestras inspeccionadas
entre dos sefales fuera de control (Ghute and Shirke
2008; Khoo et al. 2013).

Con frecuencia, las cartas de control se emplean
para detectar cambios inusuales en variables que son
independientes y no influenciadas por el comporta-
miento de otras variables (cartas de control univaria-
do). Sin embargo, hay muchos entornos industriales
donde el desempefio del proceso se basa en el com-
portamiento de un conjunto de variables relaciona-
das entre si (Mason y Young 2002). En estos casos, el
uso de una carta de control univariado puede no ser
apropiado debido a que solo pueden monitorear una
variable a la vez y no consideran su posible correla-
cién. Los procedimientos de control multivariado,
por su parte, estan diseflados para monitorear mas
de una variable simultaneamente y considerar la re-
lacién entre ellas. Para una revision de cartas de con-
trol multivariado para variables ver Bersimis et al.
(2007). Este trabajo se enfoca a cartas de control mul-
tivariado para atributos, es decir, a cartas de control
multiatributo.

Algunos enfoques que consideran el monitoreo si-
multdneo de mas de un atributo de calidad en una
misma grafica son, por ejemplo, Lu et al. (1998) quie-
nes desarrollaron una carta llamada MNP basada en la
distribucion binomial. Ellos definieron el estadistico X
con la suma de conteos de unidades no conformes de
todas las caracteristicas de calidad en una muestra.
Por su parte, Jolayemi (1999) propuso un modelo para
controlar procesos multiatributo, el cual es una exten-
sion de la carta univariada np. Se supone que los atri-
butos del proceso son variables aleatorias binomiales
independientes.

Adicionalmente, Taleb y Liman (2005) y Niaki y Na-
saji (2011) propusieron cartas de control multiatributo
basadas en técnicas estadisticas y de inteligencia artifi-
cial. Un enfoque sintético para datos categdricos se pro-
puso por Li ef al. (2014).

Cuando se monitorea un proceso es necesario extraer
muestras e inspeccionarlas, esto representa un costo. Es
comun que las cartas de control por atributos requieran
mucha mas informacién para operar, con cierta precision
estadistica, que las cartas para variables.

Hay procesos donde recolectar muestras de gran ta-
mafio es dificil, por ejemplo, cuando el estandar de pro-
duccién es bajo, o cuando la inspeccion requiere prue-
bas destructivas, o simplemente, para reducir el costo
de inspeccion. En particular, en un proceso de soldadu-
ra para la industria automotriz, una pieza se clasifica en
siete defectos de asociados a la soldadura, dicho proce-
so, de hecho, tiene bajo volumen de produccién. Enton-
ces, existe un problema cuando se monitorean procesos
multiatributo y tienen que considerarse restricciones en
el uso de muestras de gran tamafio.
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La carta de control D?, propuesta por Mukhopadh-
yay (2008), no se basa en la distribucién Chi cuadrada.
Esto implica que, en teoria, no se requieran tamafios
grandes de muestra para funcionar de manera eficiente.
Para obtener una buena aproximacién a la Chi cuadra-
da es necesario que el nimero esperado de piezas por
atributo sea de al menos 5. De otra manera, se hace una
correccion por finitud, por ejemplo la propuesta por Ya-
tes (1934). Sin embargo, resulta necesario comprobar
que la carta propuesta por Mukhopadhyay es eficiente
con muestras pequenas y determinar si es una alterna-
tiva adecuada para situaciones como las descritas en el
parrafo anterior. Con este fin, en este trabajo se estudia
el desempenio de la carta con diferentes tamafos de
muestra para investigar el efecto de reducir el tamafio
de muestra sobre la eficiencia de la carta. Adicional-
mente se presentan disefos 6ptimos de carta para dife-
rentes escenarios. El desempefio se midié en términos
de la longitud promedio de corrida (ARL, Average Run
Length). Los resultados sugieren que la carta de control
no puede ser eficiente cuando el tamafio de muestra es
pequefio, por tal motivo se buscaron disefios 6ptimos
que maximizan la eficiencia de la carta para esos casos.

Este articulo se organiza de la siguiente manera: la in-
troduccion se presenta en la primera seccién, la segunda
seccion contiene el desarrollo de la investigacion, siguien-
do con el analisis y discusion de resultados en la tercera
seccidon. Finalmente, se presentan las conclusiones.

DESARROLLO

Enseguida se expone una descripcion del grafico D,.
Este grafico se propuso por Mukhopadhyay (2008) y es
capaz de monitorear mas de un atributo simultanea-
mente. Se basa en una generalizacion de la distancia de
Mahalanobis y en la distribucion multinomial. Este gra-
fico se adecua para monitorear procesos que puedan
describirse de la siguiente manera:

Durante un proceso de produccién, un articulo ter-
minado se clasifica en una y solo una de k categorias
de defectos incluyendo la categoria de piezas confor-
mes, es decir, hay k=1 defectos en total. Sea P la pro-
porcion observada de articulos clasificados en la ca-
tegoria j, j=1, 2, ..., k en una muestra de tamafio N, y
(Pivs P Pizy s Pir) = piT es el vector de proporciones aso-
ciadas a cada categoria. Ahora suponga que

= [p,,P,,-- P, ] denota el vector de Categorlas no con-
formes en un proceso bajo control. ' puede estimarse
mediante una base histérica de datos o especificarse
arbitrariamente. Entonces, p tiene una dlstrlbucmn
multinomial con pardmetro p . En lo consecutivo, ' se
referird como vector objetivo. Es claro que el vector

objetivo se fija para representar un proceso de alta ca-
lidad: proporciones bajas en las categorias no confor-
mes y proporcion alta en la categoria conforme.

Para el caso multinomial, una distancia de Mahala-
nobis generalizada se define como

DX =(p,-P)' 2. '(p,—P)= Z

(P,, 7)) M

j

Donde, D} mide, en un punto particular de tiempo, la
distancia entre el vector de proporciones observadas y
el vector de proporciones objetivo. El limite de control
superior (LCS) es

N i (K — 1)
LCS = {m} Fe N -ks2.0 )

La cantidad, F;_; y; ., . s el cuantil a de la distribucién
F con (K-1) y N,—K+2 y grados de libertad. El limite de
control inferior es cero. Ver Mukhopadhyay (2008) para
mas detalles.

Una medida de desempefio comunmente utillizada
para evaluar la eficiencia de una carta de monitoreo es
el ARL. El ARL mide la rapidez con que la carta detecta
un cambio en la calidad. Se supone que el proceso
arranca dentro de control, es decir, P =P,; y en algun
tiempo después la calidad del proceso decrece (p=p,).
A continuacion se presenta una breve descripcion
del ARL.

La longitud promedio de corrida (ARL) se usa para
medir la rapidez con la que una carta de control detecta
un cambio o una perturbacion del proceso que afecta la
calidad del producto. E1 ARL se define como el niimero
promedio de muestras que se requieren para que la car-
ta muestre una sefal fuera de control. Si las observacio-
nes graficadas en la carta de control son independientes,
entonces el nimero de puntos graficados hasta que un
punto excede un limite de control es una variable alea-
toria geométrica como parametro p. La media de la dis-
tribucién geométrica es 1/p.

Lalongitud promedio de corrida (ARL) se usa para
medir la rapidez con la que una carta de control detec-
ta un cambio o una perturbacién del proceso que afec-
ta la calidad del producto. El ARL se define como el
numero promedio de muestras que se requieren para
que la carta muestre una sefial fuera de control. Si las
observaciones graficadas en la carta de control son in-
dependientes, entonces el nimero de puntos grafica-
dos hasta que un punto excede un limite de control es
una variable aleatoria geométrica como parametro p.
La media de la distribucién geométrica es 1/p.
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Una carta de control es una secuencia de pruebas de
hipétesis. Entonces existen errores asociados conocidos
como error tipo I 'y error tipo II, que consisten en recha-
zar la hipdtesis nula si es cierta y aceptar la hipdtesis nula
si es falsa, respectivamente. En este contexto, la hipdtesis
nula establece que el proceso se encuentra dentro de con-
trol. Entonces, el error tipo I ocurre cuando el proceso se
declara fuera de control cuando no es asi; a esto se le cono-
ce como una falsa alarma. En este caso, el ARL se denota
por ARL, y se desea que sea grande, de forma que se
tengan pocas falsas alarmas. El ARL, se expresa en (3).
Por otra parte, cuando el proceso esta fuera de control, el
ARL debe ser pequefio para proveer una rapida detec-
cién de perturbaciones en la calidad del proceso. En este
caso, se denota por ARL, y se calcula mediante (4).

ARL, = 3)

el

Donde P es la probabilidad de cometer error tipo I;
cuando esta probabilidad se especifica se denota con la
letra a.

ARL, :% )

Donde, P es la probabilidad de concluir que el proceso
estd fuera de control y que la hipétesis nula (el proceso
esta dentro de control) es falsa. Se calcula como el com-
plemento de 3, que denota la probabilidad de cometer
el error tipo II. Es facil ver que el valor minimo de ARL
es 1. Hay dos formas de calcular el ARL, una es obtener
la expresion analitica de P y la otra es calcular un valor
aproximado del ARL mediante simulacion. En este tra-
bajo se obtuvo la forma analitica de P, considerando las
propiedades distribucionales del estadistico de prueba.

El evento “la carta sefiala un estado fuera de con-
trol” ocurre si E ={D} > UCL}, entonces la probabilidad de
que la carta sefiale un estado fuera de control esta dada

por
P=Pr(E)

Considerando la distribucion de estadistico Dl.zj,

N,‘(K_l)
Diz, - TIil,N, = |:N _K+2:|FK],N1K+2,(1

La probabilidad Pr (E) se obtiene mediante

Pr(E) = Pr(D? >UCL)=Pr(D?> >C-F )=

K-1,N,-K+2,a

Pr(D?/C>F,

-1,N,-1<+z,a)

Pr(E) = I OFOK,LNFMVH fa,Kﬂ,N;l@z(x) ©)

Donde f, _; y k(") es la funcién de densidad de una
distribucién F no central con parametro de no centrali-
dad Ay con K-1y N, - K+ 2 grados de libertad. a, la
probabilidad de un error tipo I, es fijo y la cantidad
FK—l, Nj-K:2,a €8 el punto percentil (1 — ) de una distri-
bucidn F central con K~-1y N, - K+ 2 grados de liber-

tad. De hecho, a se fijé en 0.01. C= N(K-D)
N,-K+2

RESULTADOS Y DISCUSION

OBTENCION DE LAS CURVAS DE POTENCIA

Para estudiar el desempeno de la carta, se obtuvieron
con (7) las curvas de potencia, suponiendo nimero de
categorias K = {3,6} y con tamafios de muestra

n, n = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 100}. Los resultados se
muestran en las figuras 1y 2, respectivamente. Como el
ARL esta en funcion de la potencia, por razones de apa-
riencia se optd por mostrar las curvas de potencia en
lugar de las de ARL.

Como puede observarse en las figuras 1y 2, el tama-
fio de muestra tiene una influencia importante en el
desempefio de la carta. Por ejemplo, la carta tiene el me-
jor desempernio cuando n =100 y el peor cuando n = 10.
Aunque en Mukhopadhyay (2008) se sugiere que la car-
ta no deberia presentar problemas relacionados al ta-
mano de muestra, con los resultados obtenidos, se
demuestra que la carta no puede ser eficiente cuando el
tamafio de muestra es pequeno. Las curvas con el peor
desempenio para K = 3 son las que corresponden a
n = {10, 20, 30} y para K = 6 son n = {10, 20, 30, 40, 50}.
Ademas, puede observarse que el efecto es mucho ma-
yor si el nimero de categorias K se acerca a 1, el tamafio
de muestra. Asi por ejemplo, la potencia de la carta
para n =10 es mucho menor para K= 6 que para K= 3,
recordando que es deseable que la potencia, la probabi-
lidad de declarar que el proceso esta fuera de control
sea grande, cuando A > 0, que representa un proceso
multinomial fuera de control estadistico.

DISENO OPTIMO DE LA CARTA D?

Para implementar el grafico de control D?, se requieren
seleccionar los pardmetros de disefio N y LCS. Usual-
mente, la seleccion se hace considerando en ARL.

En este caso, se requiere especificar el ARL dentro
control minimo (ARL,,,,), el niimero de categorias (C), el
tamafo de muestra maximo total (1,,,) y la magnitud
del corrimiento de calidad (s) que se desea monitorear.
Tal informacion debe proveerse por el especialista del
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proceso. Se us6 un método de optimizacién, basado en
un algoritmo genético (AG), para encontrar los mejores
parametros de disefio x* =[N, LCS], el valor del tamarfio
de la muestra N, del limite de control LCS que minimi-
cen el ARL, con ARL, sy n,,,. fijos. Formalmente
Minimizar ARL,= %

donde P se calcula con la expresion (4), con A > 0.

Sea X, el espacio de busqueda, donde x*ey. Las res-
tricciones son:

K<N+1 (6)
K>2 ()
N<n,, ®)
ARL,> ARL,,,, 9)
LCS>0 (10)

Donde (6) resulta de (1,— C +2), (7) de (C—1) los grados
de libertad de la distribucion F en (5), esas cantidades
deben ser iguales o mayores que 1, entonces
K <N +1. La expresion (8) surge de la idea que el tama-
fio de muestra debe limitarse para acotar la busqueda a
regiones de interés, de acuerdo con restricciones prac-
ticas. La ecuacion (9) es una restriccion técnica. Por otra
parte, el estadistico de prueba es una distancia, por lo
tanto, no es negativa, asi el limite de control no debe ser
negativo, lo cual se especifica en (10). Los valores K,
Myr ARL,,,, v 5 son entradas para el problema, en la

max’ Omin

practica esta informacién se obtiene del proceso.

0.9
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Figura 1. Curvas de potencia de la carta D* para K = 3

En este modelo se necesita la solucion x* = (x;1i =1,
2, ..., r) que minimiza ARL,, asi que el conjunto de para-
metros x*ey debe determinarse. El algoritmo genético
(GA, Genetic Algorithm) usa una representacion binaria
de una posible solucidn. Esta codificacion se necesita,
ya que el GA manipula bits. En el modelo se empled
una representacion binaria de dieciséis por cada solu-
cion. La matriz de poblacion inicial fue de 100 filas, que
representan cada bit de la solucién binaria codificada,
es decir, cada individuo en la poblacién representa un
conjunto de (r x r) soluciones codificadas de 16 bits. Se
empled seleccion por torneo de tamafio 2 con cruce de
un solo punto y una mutacién simple. Las probabilida-
des de cruce y mutacién fueron de 0.9 y 0.1, respectiva-
mente. El ARL, definido en la ecuacion (4) se usé como
una funcién de evaluacidon con 200 generaciones en el
GA.

Los parametros de disefio que se muestran en la ta-
bla 1, se obtuvieron suponiendo ARL,,,,, = 200, numero
de categorias C = {3, 6, 9}, n,,,. = {20, 30}, y se considera-
ron magnitudes de corrimiento s = {0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 2.5,
3.0}. Para cada combinacion de valores, se encontrd un
disefio 6ptimo mediante un GA (optimizacién local, ver
tabla 1). Por ejemplo, se obtuvo un disefio éptimo para
K =3y s=0.5. Lo mismo se hizo para K=6 y s =1, asi
sucesivamente.

El valor ARL,,,= 200 se eligié porque se considerd
una busqueda de disefios con tamafios de muestra pe-
quefos. Seleccionar un valor grande (el valor estandar
es 370) puede llevar a tamafios de muestra muy gran-
des para asegurar una potencia de deteccién razonable
(De Aratjo et al., 2011).

Los disefios de la tabla 1 se pueden utilizar para mo-
nitorear procesos con caracteristicas similares a los es-
cenarios probados, inicamente se elige la magnitud de
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Figura 2. Curvas de potencia de la carta D* para K = 6
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Tabla 1. Disefios para la carta D* con LCS = C lcs

Disefios con n,,, =20 Disefios con n,,,. = 30

K s N lcs ARL, ARL, N les ARL, ARL,
0.5 20 7.10 200.62 2.73 30  6.42 202.04 1.52

1 20 7.10 200.72 1.29 30 6.44 206.22 1.03

15 20 7.20 211.94 1.06 30 6.44 206.22 1.00

; 2 20 7.10 200.32 1.01 30 64 204.79 1.00
2.5 20 7.10 200.30 1.00 30  6.42 202.04 1.00

3 20 7.20 212.43 1.00 30  6.42 202.04 1.00

0.5 20 5.29 214.40 6.41 30 446 213.07 2.59

1 20 523  203.462 2.15 30 445 213.63 1.20

15 20 524 204.39 1.40 30 455 242.74 1.03

° 2 20 522 201.70 1.13 30 4.56 239.68 1.00
2.5 20 522 200.93 1.04 30 449 222.18 1.00

3 20 523 202.71 1.01 30 4.40 203.78 1.00

0.5 20 512 208.12 12.66 30  3.96 223.28 4.18

1 20 5.09 201.54 3.96 30 413 274.62 1.62

15 20 5.11 216.52 2.17 30 392 211.02 1.10

’ 2 20 5.12 208.44 1.54 30 4.06 256.89 1.03
2.5 20 5.08 201.01 1.25 30  3.92 211.02 1.00

3 20  5.09 201.55 1.12 30 3.90 205.13 1.00

corrimiento que se desea monitorear. El empleo de al-
guno de estos disefios supone que el tamafno de mues-
tra permanecera fijo, esto implica una modificacion al
procedimiento de la carta D’ el cual considera variar el
tamafio de muestra de forma arbitraria.

El valor ARL,,,;, = 200 se eligié porque se considerd
una busqueda de disefios con tamafios de muestra pe-
quenos. Seleccionar un valor grande (el valor estandar
es 370) puede llevar a tamafios de muestra muy gran-
des, para asegurar una potencia de deteccion razonable
(De Aratjo et al., 2011).

Los disefios que se muestran en la tabla 1 se pue-
den utilizar para monitorear procesos con caracteristi-
cas similares a los escenarios probados, solo debe
elegirse la magnitud de corrimiento que se desea mo-
nitorear. El empleo de alguno de estos disefios supone
que el tamafio de muestra permanecerd fijo, esto
implica una modificacion al procedimiento de la carta
D? el cual considera variar el tamafio de muestra de
forma arbitraria.

CONCLUSIONES

La carta de control D* es una herramienta recomenda-
ble para monitorear procesos multinomiales. Sin em-
bargo, el método supone qué tamano de muestra puede
variar arbitrariamente, lo cual implica que la potencia
de la carta sera distinta en cada muestreo, siempre que
el tamafio de muestra sea diferente.

Se estudio el desempefio de la carta D? los resulta-
dos sugieren que cuando el tamafio de muestra es pe-
queno (menor a 30 para K =3, menor a 50 para K= 6) se
espera que la carta no sea eficiente.

Mediante un algoritmo genético se buscaron dise-
fos que mejoren el desempenio de la carta en situacio-
nes que se espera sean deficientes (tamafio de muestra
pequeno). De esta manera, se presentan disefios para
diferentes escenarios, los cuales pueden utilizarse para
el monitoreo de procesos multinomiales que tengan ca-
racteristicas similares. Elegir alguno de estos disefios
para monitorear un proceso, implica fijar el tamafio de
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muestra, lo que evitara que la potencia de la carta tenga
fluctuaciones.

Cuando se emplea una carta de carta de control
multivariable o multiatributo, y la carta da una senal
fuera de control, esta representa la informacion conte-
nida en las variables o atributos que se monitorean. Sin
embargo, es comin que no sea posible establecer, de
manera especifica, cual o cudles variables son las que
provocan que el proceso salga de control. De tal manera
que resulta necesario un método para identificar el atri-
buto que con mayor probabilidad provoque una situa-
cion fuera de control. Este método tendria un impacto
practico, debido a que brindaria informacién 1util para
encontrar la causa raiz del problema. Investigar un mé-
todo como el descrito aplicable a la carta de control es-
tudiada se deja como trabajo futuro.
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