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Resumen 
En esta investigación se llevó a cabo un análisis cuantitativo sobre 
las habilidades matemáticas que se producen en los estudiantes a 
partir del uso de una secuencia didáctica que incorpora GeoGebra 
y problemas de optimización para el estudio de conceptos de cál-
culo diferencial. La secuencia didáctica es puesta en escena en un 
entorno universitario con estudiantes de las carreras de ingeniería 
donde los problemas de optimización son el pretexto natural para 
el estudio de puntos críticos, función creciente y decreciente, pun-
tos de inflexión y concavidad. El diseño de la estrategia didáctica 
y la evaluación de las habilidades matemáticas alcanzadas por los 
estudiantes se basa en la teoría de las representaciones, el instru-
mento de evaluación es de tipo criterial y el análisis de los resulta-
dos muestran que la secuencia didáctica favorece directamente a los 
estudiantes en la determinación de las coordenadas de máximos y 
mínimos relativos a partir de su representación gráfica y la asocia-
ción del signo de la derivada con los intervalos en donde la función 
es creciente o decreciente. 

Didactical sequence supported by GeoGebra  
software and optimization problems to study  

of differential calculus concepts

Abstract
In this research, a quantitative analysis was carried out on the 
mathematical skills that are produced in students from the use of a 
didactical sequence that incorporates GeoGebra and optimization 
problems to study of differential calculus concepts. The didactical 
sequence is staged in a university environment with students of 
engineering careers, where optimization problems are the natural 
excuse for the study of critical points, increasing and decreasing 
function, turning points and concavity. The design of the didactic 
strategy and the evaluation of the mathematical skills achieved by 
the students is based on the theory of representations, the evalua-
tion instrument is of a criterial type and the analysis of the results 
show that the didactic sequence directly favors the students in the 
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1. Introducción

M éxico es un país lleno de diversidad y desigualdad que 
se demuestra en los conocimientos matemáticos de los 
estudiantes. A partir de los resultados de PISA ( Pro-

gramme for International Student Assessment) 2006 se observa 
que el rendimiento de los estudiantes mexicanos fue inferior al 
de otros países de la Organización para la Cooperación y el De-
sarrollo Económico (OCDE), pero que de igual manera lo eran el 
ingreso per cápita y otros indicadores del desarrollo económico 
y social del país (Instituto Nacional para la Evaluación de la Edu-
cación, 2013).

Eugenio Filloy Yagüe y Carlos Imaz Jahnke, investigadores pio-
neros en el área de las matemáticas, coincidían en que los estudios 
en el área debían realizarse desde las matemáticas mismas hacia la 
educación, de ahí la denominación de matemática educativa, sen-
tando las directrices para posteriores estudios que se realizan en 
el Centro de Investigación y Estudios Avanzados del Instituto Poli-
técnico Nacional (Martínez y Camarena, 2015). Ya que las matemá-
ticas no son sólo para la ciencia, sino también son una importante 
herramienta que las personas utilizan para resolver los problemas 
de la vida diaria (Ozdamli, Karabey y Nizamoglu, 2012), tratar de 
conectar a las matemáticas con los problemas de la sociedad es 
uno de los aspectos que actualmente promueven los sistemas edu-
cativos, más los relacionados al desarrollo de competencias bási-
cas (Madrid, Maz, León y López, 2017).

Según Martínez y Camarena (2015), parte de los temas que de-
ben ser abordados por las instituciones, investigadores y docentes 
en relación con la educación matemática son: la incorporación de 
la tecnología electrónica como mediadora del aprendizaje y la in-
clusión de estrategias didácticas. Dentro de la preparación de su 
clase, el docente debe considerar diferentes recursos pedagógicos, 
la resolución de problemas y programas de computación que tie-
nen un alto contenido matemático ya que son de gran utilidad para 
el estudiante (Cárdenas y Carreño, 2017). Estos programas permi-
ten aprender matemáticas con una mayor profundidad mediante el 
uso apropiado de la tecnología y mejorando su aprovechamiento 
(Eyyam y Yaratan, 2014). En estudios realizados sobre la enseñanza 
y el aprendizaje del cálculo diferencial se identificaron dificultades 
que presentan los estudiantes en la solución de problemas de op-
timización, principalmente en la traducción del lenguaje natural al 
lenguaje algebraico (Díaz, 2014).

determination of the coordinates of relative maximums and mini-
mums from their graphic representation,  and the association of 
the sign of the derivative with the intervals where the function is 
increasing or decreasing.
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1.1 Integración de las Tecnologías de la 
Información y la Comunicación en las aulas

La integración de las Tecnologías de la Información y la Comunica-
ción (TIC) en las aulas ha causado un cambio radical en las prác-
ticas educativas (Hanna, Jahnke y Pulte, 2010), formando parte de 
la función de los profesores quienes, antes de introducirlas, deben 
plantearse el modo de hacerlo eficazmente para que sea coherente 
con la propia visión del proceso de enseñanza y aprendizaje, esto 
dependerá de la selección y el diseño de tareas que se van a trabajar 
con estos recursos y, por supuesto, en función de los objetivos que 
se pretenden lograr con las tareas y unidades didácticas (Mañas, 
2013). Artigue (2011) observó que los programas computacionales 
de geometría dinámica constantemente estaban evolucionando y 
que, de manera evidente, se subestimaba la complejidad del traba-
jo del profesor en entornos informáticos ya que debía mantener el 
desarrollo de nuevas competencias técnico-matemáticas y de ma-
nejo de clase requeridas. Por tal motivo, es indispensable formar 
a los docentes para que asuman el reto de utilizar las TIC como 
mediación para facilitar el aprendizaje de la geometría, permitiendo 
a los estudiantes razonar en forma abstracta, visualizar aplicaciones, 
discutir la solución de los problemas y su aplicabilidad, así como 
articular la geometría con otras disciplinas (Torres y Racedo, 2014).

Las TIC pueden jugar un papel muy importante en el proceso 
de enseñanza y aprendizaje de las matemáticas, proporcionando en 
el aula la ayuda necesaria para desarrollar la deducción matemática, 
como un método para comprender cosas no evidentes (Hernández, 
Briones, Serdeira y Medina, 2016) ya que elimina la complejidad aso-
ciada a la experimentación científica y/o la carencia de contenidos 
significativos (Romero y Quesada, 2014). Los softwares matemáticos 
ofrecen grandes capacidades para la visualización y experimentación, 
manteniendo la promesa de mejorar (Hanna, Janhke y Pulte, 2010). 

Díaz (2014) menciona que con el paso de los años la compu-
tadora se ha integrado a la visualización, constituyendo una herra-
mienta fundamental para ello, la cual no puede compararse con los 
medios de enseñanza tradicionales. Sin embargo, los estudiantes se 
han sentido satisfechos y motivados cuando el docente utiliza los 
dispositivos móviles para el aprendizaje (Ozdamli, Karabey y Niza-
moglu, 2012), existiendo una relación directa y significativa entre 
su utilización y la motivación de los estudiantes hacia las matemáti-
cas (Taleb, Ahmadi y Musavi, 2015).

1.2 Herramientas digitales para abordar 
problemas matemáticos

Las aplicaciones educativas motivan a los estudiantes y capturan 
su atención mientras se enfocan en resolver problemas, mejoran 
su memoria y adquieren habilidades de lectura y escritura (Taleb, 
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Ahmadi y Musavi, 2015). El software GeoGebra permite diseñar 
diferentes aplicaciones interactivas que se pueden usar como he-
rramientas en la enseñanza de la matemática (Caligaris, Schivo 
y Romiti, 2015) y experimentar con modelos significativos, uti-
lizando múltiples representaciones y herramientas de modelado 
(Bu, Spector y Haciomeroglu, 2011).

La aplicación del software GeoGebra permite a los estudiantes 
comprender los conceptos geométricos, propiciando el intercam-
bio de experiencias que enriquezcan y mejoren la calidad de la 
enseñanza en la educación (Torres y Racedo, 2014), presentando 
un gran potencial para el tratamiento de la interpretación ya que 
permite discriminar la congruencia entre las características visua-
les y la semántica de la expresión algebraica (Gómez, Guirette y 
Morales, 2017). Geogebra es una herramienta que permite a los 
estudiantes tener un aprendizaje interactivo y autónomo (Arango, 
Gaviria y Valencia, 2015). El uso de GeoGebra en la enseñanza de 
las matemáticas en los diferentes niveles educativos es un factor 
importante para promover el aprendizaje permanente (Zengin, 
Furkan y Kutluca, 2012, Zerrin, 2010).

1.3 Importancia del cálculo diferencial

La matemática es de suma importancia en la formación profesio-
nal de los ingenieros ya que constituye el lenguaje para modelar 
fenómenos de la naturaleza, de ingeniería o de la ciencia en gene-
ral. Para Brito, Alemán, Fraga, Para y Arias (2011), el conocimiento 
matemático permite que el profesional de la ingeniería modele, 
analice, interprete y se comunique en un lenguaje algebraico pre-
ciso. Ruiz, Jiménez y Montiel (2017) mencionan que la matemática 
es la herramienta más poderosa del ingeniero y su dominio le per-
mitirá el progreso a lo largo de su formación profesional debido 
a que ayuda al desarrollo del razonamiento abstracto, el cual es 
fundamental en la formación del ingeniero. 

Según García (2013), el cálculo constituye la base del desarro-
llo profesional del futuro ingeniero y el propósito general de un 
curso de cálculo diferencial en una carrera de ingeniería es que 
los estudiantes apliquen los conceptos y procedimientos del cál-
culo en la diferenciación de funciones, mediante el uso de lími-
tes y teoremas de derivación, para resolver problemas cotidianos, 
con el objetivo de proporcionar conocimientos en los estudiantes 
que les permitan interpretar, plantear y resolver problemas de 
ingeniería (Zuñiga, 2007).

Dentro de esta asignatura, la derivada es un tema medular 
que se considera importante para el análisis y resolución de pro-
blemas de diferente índole, sin embargo, en la literatura se en-
cuentra que los estudiantes presentan serias dificultades para su 
aprendizaje como, por ejemplo, cuando utilizan las definiciones y 
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los teoremas con el propósito de interpretar cuando una función 
es creciente o decreciente, para determinar los puntos críticos de 
una función o usar el criterio de la primera y segunda derivada 
(Londoño, Kakes, y Decena, 2013). Para Areaya y Sidelil (2012) la 
falta de asociación entre el concepto de la derivada y los proble-
mas de aplicación de optimización es una dificultad importante 
en los estudiantes de cálculo. 

La optimización consiste en lograr máximo beneficio, míni-
mo costo, tiempo mínimo, tamaño óptimo, área mínima, distancia 
máxima, intensidad máxima o distancia mínima; para los ingenie-
ros la optimización adquiere un rol esencial en el desarrollo de su 
profesión (Baccelli, Anchorena, Moler y Aznar, 2013) y para ello 
se requiere una importante apropiación del concepto de derivada. 
En este sentido, Cuevas y Pluvinage (2013) mencionan que es de 
suma importancia introducir los conceptos matemáticos a partir 
de problemas de interés para los estudiantes, así como la inclu-
sión de los distintos registros de representación. 

Navarro, Robles, Ansaldo y Castro (2016) diseñaron e im-
plementaron una actividad didáctica a partir de la resolución de 
problemas de optimización para la construcción del concepto de 
derivada en donde los investigadores observaron una contribución 
positiva en el interés de los estudiantes para lograr el dominio de 
los elementos matemáticos asociados a la optimización.

En las carreras de ingeniería los conocimientos matemáticos 
que adquieren los estudiantes sobre el Cálculo Diferencial son de 
suma trascendencia, toda vez que esta unidad de aprendizaje es 
precedente de cursos como: Cálculo Integral, Ecuaciones Diferen-
ciales, Cálculo Multivariable, Transferencia de Calor y Masa, Es-
tática, Dinámica, Electricidad y Magnetismo, Circuitos Eléctricos, 
entre otros.

En razón de lo anterior y con el propósito de mejorar la en-
señanza y el aprendizaje de la matemática, particularmente en 
el campo del cálculo diferencial, se diseñó y se puso en escena 
una estrategia didáctica con estudiantes de ingeniería para que 
resuelvan problemas de optimización y mejoren su comprensión 
de los conceptos matemáticos asociados. 

1.4 Objetivo

El objetivo de esta investigación es evaluar la producción de 
habilidades matemáticas de los estudiantes cuando se enfrentan 
a una estrategia didáctica que incluye el software GeoGebra y 
problemas típicos de optimización, la utilización por parte de 
los estudiantes del software GeoGebra y el proceso de resolu-
ción de los problemas de optimización son los medios para pro-
mover la apropiación de conceptos del cálculo diferencial (valor 
máximo o valor mínimo relativo, crecimiento y decrecimiento 
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de una función, concavidad y puntos de inflexión). La puesta 
en escena se lleva a cabo con estudiantes de primer semestre 
de una carrera de ingeniería. Por tanto, se pretende aportar una 
propuesta pedagógica que incluye el uso del software GeoGebra 
como mediador entre los estudiantes y conceptos matemáticos 
asociados a la resolución de problemas de optimización en un 
curso de cálculo diferencial.

2. Marco referencial

Desde la perspectiva de la teoría de representaciones semióti-
cas de Raymond Duval (1993, 2000, 2006a, 2006b), los objetos 
matemáticos no son directamente accesibles a la percepción, 
consecuentemente para su estudio y tratamiento se requiere 
contar con representaciones de los mismos, estas representa-
ciones externas a las que hacemos alusión pueden ser de carác-
ter geométrico, algebraico y numérico del objeto. Un registro 
de representación cuenta con reglas precisas de funcionamien-
to y es el medio para realizar la actividad matemática; en este 
sentido, las representaciones permiten el acceso al objeto mate-
mático. A través de los procesos de representación, tratamiento 
y conversión se permite exteriorizar las representaciones men-
tales de los individuos, motivando la retroalimentación y mejo-
ramiento de las mismas.

En las matemáticas los procesos se presentan por dos tipos 
de transformaciones de representaciones; la actividad cognitiva 
de representación constituye una marca o conjunto de marcas 
perceptibles e identificables respecto de un objeto matemático 
y es indispensable para la comunicación; el tratamiento es la 
transformación de la representación dentro del mismo regis-
tro de representación; calcular la derivada de una función es 
un ejemplo de una transformación interna; la conversión es la 
transformación de la representación en otra representación de 
un registro diferente al original pero que conserva su esencia; 
elaborar la gráfica de la derivada de una función a partir de 
su expresión algebraica es un ejemplo de conversión, eviden-
temente estas posibilidades de transformación están sujetas a 
las reglas matemáticas (Duval, 2006a). Para nuestro referente 
teórico, la operación de conversión se logra si no se confunde 
el objeto matemático con alguna de sus representaciones y, en 
consecuencia, el conocimiento matemático es transferible a con-
textos diferentes de estudio, sin embargo, esta transformación 
es compleja y está relacionada con la congruencia, la cual de-
pende de la dirección de los registros involucrados; no presenta 
la misma dificultad elaborar la gráfica a partir de una expresión 
algebraica que determinar la expresión algebraica a partir de la 
representación gráfica, en una dirección la actividad puede ser 
congruente y no congruente en otra.
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Para entender las dificultades que los estudiantes tienen con el 
aprendizaje de las matemáticas se propone utilizar dos tipos de 
transformaciones en las representaciones semióticas, el tratamiento 
y la conversión. Estas transformaciones afectan cualquier actividad 
matemática y explican el tipo de sistema semiótico que se necesita 
para una situación específica pues permiten analizar la causa de los 
problemas en el entendimiento de las matemáticas (Duval, 2006a).

3. Metodología

La metodología utilizada es de corte cuantitativo puesto que se 
obtiene información a través de la aplicación de un instrumento 
de medición postest y se complementa con la observación del in-
vestigador durante la puesta en escena de una secuencia didáctica 
para el estudio de conceptos matemáticos asociados a problemas 
de optimización.

3.1 Sujetos

Se aplicó la secuencia didáctica a 94 estudiantes distribuidos de 
manera uniforme en 4 grupos, quienes cursaron la asignatura de 
cálculo diferencial durante el semestre agosto-diciembre 2018 en 
una Facultad de Ingeniería.

3.2 Secuencia didáctica

La secuencia didáctica es diseñada a partir de las teorías cogni-
tivas de Duval, (1993, 2000, 2006a, 2006b) toda vez que en las 
actividades diseñadas los estudiantes tienen que cambiar de un 
registro de representación (algebraico, numérico y geométrico en 
2 y 3 dimensiones) a otro; la visualización, desde la perspectiva 
de Duval, es una actividad cognoscitiva y juega un papel primor-
dial en el diseño de la estrategia didáctica ya que ésta se basa en 
los procesos de discriminación, producción y coordinación de las 
representaciones semióticas; la visión permite el acceso al objeto 
matemático pero la exploración de la percepción visual de los 
distintos registros de representación promueven la comprensión 
de los conceptos matemáticos. En este marco referencial para el 
diseño de la estrategia se adicionan los avances logrados con la 
incorporación de la tecnología, particularmente con el software 
GeoGebra (Zerrin y Sebnem, 2010; Bu, Spector y Haciomeroglu, 
2011; Torres y Racedo, 2014; Arango, Gaviria y Valencia, 2015; Ca-
ligaris, Schivo y Romiti, 2015; Nazihatulhasanah y Nurbiha, 2015; 
Gómez, Guirette y Morales, 2017). 

La secuencia didáctica utilizada se considera instruccional; de 
acuerdo a Feo (2010), toda vez que se pretende que el estudiante 
logre objetivos particulares, la interrelación presencial entre el do-
cente y el estudiante es indispensable, se basa en materiales impre-
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sos e incluye recurso tecnológico como mediador entre el sujeto 
y el objeto de conocimiento. La secuencia didáctica está integrada 
por tres hojas de trabajo que hacen referencia a tres problemas de 
optimización: el caso de la caja sin tapa, el caso del cilindro y el 
caso de los corrales adyacentes, cada uno de los cuales cuenta con 
una aplicación creada en GeoGebra con extensión .ggb para que el 
estudiante interactúe con ella. 

La inclusión de problemas de optimización en la estrategia ins
truccional cumple con dos propósitos, el primero se refiere a mo-
tivar el planteamiento y resolución de problemas de optimización 
y el segundo a abordar conceptos matemáticos asociados (puntos 
críticos, crecimiento y decrecimiento de una función, concavida-
des y puntos críticos). 

A manera de ejemplo, se describe la actividad didáctica co-
rrespondiente al problema de optimización de la caja sin tapa, 
cuyos objetivos son: obtener una función para el volumen de la 
caja en términos de la medida del corte; identificar y localizar 
los valores máximos y/o mínimos relativos en un intervalo de 
una función; calcular el valor crítico de una función; determinar 
los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una función me-
diante el criterio de la primera derivada; y plantear y resolver 
enunciados problema de ingeniería que requieran acciones de 
optimización para su solución.

A continuación, se ilustran las instrucciones de la hoja de 
trabajo (tabla 1) del problema de optimización de la caja sin 
tapa, así como los objetivos específicos y los registros de re-
presentación involucrados, con la siguiente simbología: lenguaje 
natural (LN), algebraico (A), numérico (N) y gráfico (G). Una 
vista de la aplicación en GeoGebra para este problema se ilustra 
en la figura 1.

•Tabla 1. Hoja de trabajo del problema de optimización de la caja sin tapa

Instrucción o cuestionamiento en la 
hoja de trabajo

Objetivos específicos Registro inicial y 
final involucrado 

Se va a construir una caja con una pieza rectangu-
lar de material, cuyos lados miden 4 (ancho) y 6 
(largo) metros, se recortarán las esquinas iguales y 
se doblarán para formar la caja. Hallar las dimen-
siones de la caja de máximo volumen que es posi-
ble construir.

Leer y comprender el 
problema.

LN

1. En la Vista Gráfica 2 cuentas con seis botones de 
control y dos renglones de edición, escribe las me-
didas de la pieza rectangular, inicia presionando el 
botón de la medida del corte x=0 y luego el botón de 
inicio. Observa en la Vista Gráfica (sistema de coor-
denadas bidimensional) cómo se va construyendo la 
gráfica (medida del corte contra volumen) y, simultá-
neamente, en la Vista Gráfica 3D (sistema de coorde-
nadas tridimensional) la producción de la caja.

Utilizar la aplicación GeoGebra.
Editar medidas de la pieza rec-
tangular.
Asociar Vista Gráfica con la 
Vista Gráfica 3D, la producción 
simultánea de la gráfica medida 
del corte contra volumen y pro-
ducción de la caja.

G - G
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Instrucción o cuestionamiento en la 
hoja de trabajo

Objetivos específicos Registro inicial y 
final involucrado 

2. Observa como en la Vista Gráfica 2 cambian los 
valores de la medida del corte  (eje horizontal) y el 
volumen de la caja (eje vertical).

Asociar los valores de la me-
dida del corte y volumen de 
la caja de la Vista Gráfica 2 
con la gráfica medida del cor-
te contra volumen en la Vista 
Gráfica y la caja que se obtie-
ne en la Vista Gráfica 3D.

G - N

3. Una vez construida la gráfica, activa la recta tan-
gente, en caso de que aún no lo esté. Para detener 
la simulación, puedes usar el botón de pausa. Para 
manipular la recta tangente, usa el puntero y reco-
rre la gráfica.

Si la medida del corte es x = 0, ¿cuál es el volumen 
de la caja?

Si la medida del corte es x = 2, ¿cuál es el volumen 
de la caja? Explica tu respuesta.

Explica qué pasa con los valores de la pendiente de la 
recta tangente conforme la medida x del corte varía. 

Asociar la medida del corte, el 
volumen con el gráfico en dos 
dimensiones de la Vista Gráfica 
y la construcción de la caja en 
el sistema tridimensional.
Establecer valores puntuales 
respecto del volumen de la caja 
a partir de la medida  del corte.
Vincular la pendiente de la rec-
ta tangente con los valores cal-
culados en la Vista Gráfica 2.

N - G
G - N

4. De acuerdo con el contexto del problema y la 
Vista Gráfica 3D, determina la función de volumen 
de la caja contra la medida del corte x. En la Vista 
Gráfica utiliza un punto sobre la gráfica medida de 
corte contra volumen para validar tu modelo, por 
ejemplo, el punto (1.23, 6.7).

Utilizar el gráfico en tres di-
mensiones para generar la fun-
ción del volumen de la caja. 
Modelar la función que repre-
senta el volumen de la caja a 
partir de la medida del corte. 
Validar la función obtenida a 
partir del punto proporcionado.

G - A
A - N

5. ¿En qué intervalo la pendiente de la recta tangen-
te es positiva?

¿En qué intervalo la función es creciente?

Cuándo la función crece y luego decrece, ¿se obtie-
ne un máximo o un mínimo?

Cuándo la función decrece y luego crece, ¿se obtie-
ne un máximo o un mínimo?

Asociar la condición crecien-
te o decreciente de la función 
con el signo de la pendiente 
de la recta tangente.
Asociar el crecimiento y de-
crecimiento de la función con 
un máximo relativo.
Asociar el decrecimiento y 
crecimiento de la función con 
un mínimo relativo.

G - N
G - A

G - LN

6. ¿Qué sucede con los valores de la pendiente de 
la recta tangente conforme te aproximas al máximo?

¿Cuál es el valor de la derivada (pendiente de la 
recta tangente) en el máximo de la función?

¿Para qué valor de x se tiene el volumen máximo?

Asociar la disminución del va-
lor de la pendiente de la recta 
tangente conforme se aproxi-
ma al máximo relativo.
Asociar el máximo relativo 
con el valor de cero de la pen-
diente de la recta tangente.
Asociar el volumen máximo 
con el máximo relativo y el va-
lor de cero de la pendiente de 
la recta tangente.

G - N
N - G 

7. Determina V´(x), iguala a cero dicha función 
y calcula el valor o los valores de  con los que se 
obtienen los puntos críticos (criterio de la primera 
derivada).

Utilizar el criterio de la prime-
ra derivada para determinar el 
máximo relativo. Calcular la 
derivada de la función de vo-
lumen y el máximo relativo.

A - N
N - G
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Instrucción o cuestionamiento en la 
hoja de trabajo

Objetivos específicos Registro inicial y 
final involucrado 

8. Utiliza el criterio de la segunda derivada para 
determinar si los puntos críticos que obtuviste son 
mínimo relativo o máximo relativo.

Asociar el signo de la segunda 
derivada con el máximo rela-
tivo.

A - N

Fuente: Elaboración propia

3.3 Instrumento de medición

Con el propósito de medir las habilidades matemáticas que pro-
duce la puesta en escena de la secuencia didáctica descrita en 
los párrafos anteriores, se diseñó un instrumento de medición 
basado en el modelo de Nitko (1994) para desarrollar exámenes 
orientados por el currículo. Dicho modelo se complementa por 
la metodología para la construcción de test criteriales de Popham 
(1990) y con aportaciones metodológicas y operativas de Contre-
ras (1998, 2000). El instrumento está compuesto por 18 reactivos 
y es de opción múltiple ya que se pide al estudiante elegir de 
entre 4 respuestas la que es correcta; cada reactivo es indepen-
diente, toda vez que contiene la información necesaria para plan-
tearlo y responderlo; el instrumento es criterial, ya que tiene el 
propósito de evaluar el aprendizaje informando que puede hacer 
o no el examinado. La tabla 2 exhibe la composición del instru-
mento de medición y presenta la descripción de 6 dimensiones 
del postest asociadas al concepto matemático evaluado y los re-
activos de cada dimensión.

•Figura 1. Aplicación .ggb para el problema de optimización 
  de la caja sin tapa

Fuente: Elaboración propia con software GeoGebra
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•Tabla 2. Composición de cada uno de los reactivos del 
  instrumento postest

Dimensión Reactivos Concepto
1 1, 2, 15 Pendiente de la recta tangente

2 3, 4, 13 Máximo/Mínimo relativo

3 5, 6, 7, 16 Función creciente/Decreciente

4 8, 9, 17 Punto de inflexión

5 10, 11, 18 Concavidad

6 12, 14 Máximo/Mínimo absoluto

Fuente: Elaboración propia

3.4 Procedimiento

El proceso metodológico incluye las siguientes etapas:

	}Etapa 1. Diseño de la actividad didáctica. La secuencia didáctica 
se integró con tres hojas de trabajo y tres archivos creados en 
GeoGebra con extensión .ggb, una hoja de trabajo y un archivo 
para cada problema de optimización.
	}Etapa 2. Pilotaje de prueba. Al principio del semestre agosto-
diciembre 2018 la secuencia didáctica se aplicó a estudiantes 
de un grupo de cálculo diferencial para identificar errores de 
edición o diseño. Posteriormente, se realizaron cambios para 
mejorar las hojas de trabajo y los archivos en GeoGebra para 
una mejor visualización.
	}Etapa 3. Puesta en escena. La puesta en práctica de la secuencia 
didáctica se hizo con 94 estudiantes, distribuidos de manera uni-
forme en cuatro grupos. Se llevó a cabo en las aulas de cómputo 
del laboratorio de ciencias básicas de la Facultad de Ingeniería; 
cada participante contó con las tres hojas de trabajo, una compu-
tadora y tres archivos creados en GeoGebra con extensión .ggb. 
La actividad se desarrolló en seis sesiones de 50 minutos cada una.
	}Etapa 4. Diseño de un instrumento de medición. Se diseñó un instru-
mento de medición postest compuesto por 18 reactivos, mismo que 
se aplicó a los estudiantes en una sesión adicional de 50 minutos.
	}Etapa 5. Organización de la información. Con base en las evi-
dencias recolectadas a través de las hojas de trabajo y la ad-
ministración del postest se elaboró una base de datos para ser 
tratada en hoja electrónica de Microsoft® Office Excel.

4. Resultados y discusión

Este apartado se compuso de tres secciones, la primera se refiere a 
la calidad del instrumento de medición postest, la segunda corres-
ponde al análisis de los resultados desde una perspectiva cuanti-
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tativa y la tercera es un análisis cuantitativo de las habilidades 
matemáticas que logran los estudiantes a partir de la interacción 
con la secuencia didáctica y desde la perspectiva de la teoría de 
las representaciones.

4.1 Calidad del instrumento de medición postest

En virtud de la importancia del instrumento de medición, se con-
sidera necesaria la determinación de la confiabilidad (que permi-
te medir la consistencia o estabilidad de las medidas cuando el 
proceso de medición se repite), validez de contenido y los índices 
de dificultad, discriminación y correlación biserial (Carmines y 
Zeller, 1987; García y Vilanova, 2008; Prieto y Delgado, 2010). 

4.1.1 Validez de contenido 
El postest evalúa el conocimiento de los estudiantes después de 
aplicada la estrategia didáctica, la cual consiste en un examen o 
postest de 18 reactivos de opción múltiple que incluye los temas 
de la cuarta unidad del curso de cálculo diferencial. Los temas a 
evaluar son: la recta tangente; máximos y mínimos; relativos y ab-
solutos; intervalos de crecimiento y decrecimiento; intervalos de 
concavidad, y puntos de inflexión de una función. El instrumento 
de medición se ha diseñado para medir actividades cognitivas de 
acuerdo con los distintos tipos de registro de representación e indi-
cadores de logro propios de conceptos matemáticos asociados a la 
resolución de problemas de optimización. La validez de contenido 
se llevó a cabo mediante el juicio de expertos (Alsina y Coronata, 
2014), se garantizó con la participación de cuatro jueces expertos 
(profesores de Cálculo Diferencial con experiencia docente mínima 
de cinco años) y con un método de consenso grupal (Corral, 2009) 
en los temas objeto de la validación, quienes analizaron la cohe-
rencia de los reactivos con los que se desea evaluar, la complejidad 
de los reactivos y la habilidad cognitiva a evaluar (Barraza, 2007).

4.1.2 Confiabilidad

Se realizó un análisis de confiabilidad mediante el método 
de mitades partidas, corregido por la fórmula de Spearman-
Brown; si el instrumento es confiable, las puntuaciones de 
ambas mitades deben estar fuertemente correlacionadas. El 
número de estudiantes que participaron en el examen fue de 
94. La confiabilidad del instrumento de medición calculada 
mediante el método de mitades partidas es r = 0.90, la cual se 
considera como aceptable (Contreras, Bachhoff y Larrazolo, 
2004; Muñoz y Mato, 2008; Ding, Chabay, Sherwood y Bei-
chner, 2006). De manera adicional, se calculó el coeficiente 
delta de Ferguson que mide el poder de discriminación de 
una prueba completa, el rango de dicho coeficiente es [0,1] 
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El coeficiente delta de Ferguson en el instrumento es 0.95, lo 
que satisface ampliamente el criterio establecido (Ding, et al., 
2006; Engelhardt, 2009).

4.1.3 Índice de dificultad, discriminación y punto 
biserial. Índice de dificultad de los reactivos

El índice de dificultad (ID) está relacionado con la proporción 
de estudiantes que resuelven correctamente un reactivo y se cal-
cula, de acuerdo con Crocker y Algina (1986), por medio de 
la proporción de examinados que contestaron correctamente el 
reactivo. Ding y colaboradores (2006) sugieren que el ID de los 
reactivos y el promedio de la dificultad se encuentren entre 0.30 
y 0.90. Se observó el cumplimiento de este criterio con los 18 
reactivos. El promedio del índice de dificultad es de 0.73 ± 0.16 
(media ± desviación estándar), el cual cumple también con el 
criterio sugerido.

Índice de discriminación de los reactivos

El índice de discriminación del reactivo (IDC) permite diferenciar 
(discriminar) entre aquellos estudiantes que obtuvieron buenas ca-
lificaciones en la prueba y aquellos que obtuvieron bajo puntaje, 
está relacionado entonces con la posibilidad alta de responder co-
rrectamente el reactivo por aquellos estudiantes con un desempe-
ño en general sobresaliente en la prueba, situación opuesta para 
el caso de los estudiantes con un desempeño deficiente. Para Con-
treras y colaboradores (2004) el valor discriminativo del reactivo se 
considera apropiado si es mayor que 0.2. Se observó el valor del 
IDC para cada reactivo en donde se observa el cumplimiento del 
criterio de los 18 reactivos. Para el postest el promedio del IDC es 
0.46 ± 0.16 (media ± desviación estándar), el cual cumple también 
con el criterio declarado por Ding y colaboradores (2006) en el 
que el IDC promedio es mayor a 0.3.

Coeficiente de correlación del punto biserial

Se calculó el coeficiente de correlación del punto biserial (rpbis); 
para algunos investigadores (Henryssen, 1971; Molina, Wizner, 
Lacave y Gallardo, 2015) este coeficiente es un indicador de va-
lidez predictiva en donde se relaciona la respuesta a un reactivo 
por un estudiante y el resultado que obtuvo de la prueba, este 
indicador psicométrico se calcula de acuerdo con el modelo de 
Backhoff, Larrazolo y Rosas (2000). El promedio de los coeficien-
tes de correlación biserial de la prueba es 0.45 ± 0.12 (media ± 
desviación estándar) y los valores de rpbis de cada reactivo es 
mayor a 0.2, por lo que cumplen con la recomendación de los 
especialistas (Ding et al., 2006; Engelhardt, 2009).
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4.2 Análisis cuantitativo

La estrategia se llevó a cabo durante dos semanas en las salas 
de cómputo de la institución, donde cada estudiante contó con 
las tres secuencias didácticas (el problema de la caja sin tapa, el 
problema de los corrales adyacentes y el problema del cilindro) 
y una computadora con los archivos diseñados en GeoGebra. El 
postest mide los conocimientos adquiridos por los estudiantes 
a partir del uso de las secuencias didácticas; el postest en esta 
ocasión fungió como el examen de la cuarta unidad, cuyos resul-
tados se exhiben a continuación. 

El promedio de las respuestas correctas en el postest es 13.10 
de 18 puntos posibles, el promedio expresado en porcentaje res-
pecto del total de puntos es 73 %, el cual corresponde al ID pro-
medio de 0.73. La distribución del número de reactivos correctos 
fue significativamente no normal (Kolmogorov-Smirnov, D (94) = 
0.175, p<0.01). La asimetría de la distribución del número de re-
activos correctos es -0.627 (Desviación = 0.249), dichos valores 
indican una asimetría negativa y moderadamente sesgada, el vér-
tice de la curva normal queda a la derecha de la media, lo cual 
favorece los resultados de los estudiantes en términos del número 
de reactivos correctos y de la calificación obtenida, la curtosis de 
la distribución es -0.572 (Desviación = 0.493), lo cual indica una 
curva menos apuntada o más achatada de lo normal, es decir, se 
tiene una menor concentración de datos en torno a la media y 
mayor concentración alrededor de la mediana y la moda. Por el 
tipo de distribución se adicionan las medidas de tendencia central 
y de dispersión, la media es 13.10, la moda es 15, la mediana es 
14, el cuartil 1 es 10 y el cuartil 3 es 16, el rango es 13. La des-
viación estándar es 3.34. La asimetría negativa evidencia un des-
empeño favorable en el postest; de los 94 estudiantes, 64 (68 %) 
obtuvieron una calificación aprobatoria (mayor o igual que 60). 

4.3 Análisis cuantitativo de las habilidades 
matemáticas

En esta sección se realizó un análisis sobre las habilidades ma-
temáticas que logran los estudiantes a partir de su interacción 
con la secuencia didáctica y los resultados obtenidos en los 18 
reactivos del postest.

Una prueba ANOVA con post-hoc de Tukey entre los concep-
tos matemáticos evaluados y el ID no mostró (p = 0.69) diferen-
cias significativas (tabla 3), sin embargo, se nota que la mayor 
dificultad (tabla 3) para los estudiantes corresponde a la deter-
minación de máximos y mínimos relativos (promedio en el ID = 
0.64), particularmente, cuando se trata de asociar el valor de cero 
de la derivada con un mínimo relativo, no así cuando obtienen el 
máximo o mínimo a partir del registro algebraico, sólo el 24 % de 
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los estudiantes respondió correctamente todos los reactivos co-
rrespondientes a máximos y mínimos relativos. Le sigue la dimen-
sión 1, referida a la pendiente de la recta tangente (promedio en 
el ID = 0.65) cuando se solicita al estudiante determinar el valor 
de la abscisa tal que la función tiene una recta tangente horizontal 
y el cálculo de la pendiente de la recta tangente a partir de una 
representación gráfica, sólo el 37 % de los estudiantes respondió 
correctamente todos los reactivos que representan este concepto.

•Tabla 3. Índices promedio de dificultad para los conceptos
  matemáticos evaluados

Tukey

Dimensión Número de 
reactivos

Subconjunto 
para alfa = .05

Reactivos 
pertenecientes a 
cada dimensión

Concepto matemático
ID promedio

2 3 .6367 3, 4, 13 Máximo / Mínimo relativo

1 3 .6500 1, 2, 15 Pendiente de la recta tangente

5 3 .6900 10, 11, 18 Concavidad

4 3 .7633 8, 9, 17 Punto de inflexión

3 4 .8050 5, 6, 7, 16 Función creciente / Decreciente

6 2 .8150 12, 14 Máximo / Mínimo absoluto

Se visualizan las medias para los grupos en los subconjuntos homogéneos.

a. Utiliza el tamaño de la muestra de la media armónica = 2.880.

b. Los tamaños de grupo no son iguales. Se utiliza la media armónica de los tamaños de grupo. 
    Los niveles de error de tipo I no están garantizados.

Fuente: Elaboración propia con software SPSS

De acuerdo con los resultados, el trabajo de los estudiantes con la 
secuencia didáctica aportó favorablemente la apropiación de los 
conceptos de función creciente y decreciente (promedio en el ID 
= 0.8050), así como en el caso de máximos y mínimos absolutos 
(promedio en el ID = 0.8150). Los registros mayormente invo-
lucrados en estos reactivos son gráficos y algebraicos, y hay un 
balance en cuanto a las actividades cognitivas requeridas para su 
resolución. El 48 % y 66 % de los estudiantes respondió correcta-
mente todos los reactivos que representan estos conceptos.

La tabla 4 muestra los porcentajes de las respuestas que 
seleccionaron los estudiantes para cada reactivo del postest, en 
negrita se tienen las respuestas correctas, así como el registro 
inicial y final involucrado, además se adiciona la actividad cognitiva 
de representación (R), tratamiento (T) o conversión (C) requerida 
para la resolución del reactivo. Para analizar el instrumento de 
medición se contemplan dos criterios, en el primero de ellos se 
han discriminado los reactivos en donde los porcentajes de las 
opciones de respuestas incorrectas son menores al 10 % y, en 
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consecuencia, el porcentaje de respuestas correctas es superior al 
70 %, como aquellos reactivos en donde las secuencias didácticas 
han favorecido notoriamente a los estudiantes en la apropiación de 
los conceptos matemáticos. En el segundo criterio los porcentajes 
de al menos una de las opciones de respuestas incorrectas son 
mayores al 10 %, esto evidencia temas específicos en los que 
todavía hay dudas por parte de los estudiantes.

•Tabla 4. Las 6 dimensiones evaluadas en el postest, la descripción de cada reactivo, los por-
centajes seleccionados de las opciones en cada reactivo (la respuesta correcta se muestra en 
negrita), el registro inicial y final involucrado y, finalmente, la actividad cognitiva

Dim Reactivo Descripción A B C D
Registro 

inicial y final 
involucrado

Actividad 
cognitiva

1

1
Determinar la pendiente de 
la recta tangente a partir de 
una representación gráfica.

9 % 21 % 6 4 % 6 % G - N
C

2

Determinar el intervalo 
de la función en donde 
el signo de la pendiente 
de la recta tangente es 
negativo a partir de una 
representación gráfica.

13 % 80 % 4 % 3 % G - A C

15

Determinar el valor de 
la abscisa tal que la 
función tiene una recta 
tangente horizontal.

10 % 10 % 30 % 51 % A - N C

2

3

Determinar la coordenada 
de un máximo relativo a 
partir de la representación 
algebraica.

6 % 80 % 9 % 4 % A – N C

4

Determinar la coordenada 
de un mínimo relativo a 
partir de la representación 
algebraica.

81 % 7 % 5 % 6 % A - N C

13
Asociar el valor de cero de 
la derivada con mínimo 
relativo.

54 % 30 % 11 % 5 % LN - LN
T

3

5

Determinar el intervalo en 
donde la función es cre-
ciente a partir de la repre-
sentación algebraica.

87 % 3 % 4 % 5 % A - A T

6

Determinar el intervalo en 
donde la función es decre-
ciente a partir de la repre-
sentación algebraica.

4 % 83 % 3 % 9 % A - A T

7

Determinar los intervalos 
de la función en donde es 
decreciente a partir de la 
representación gráfica.

2 % 90 % 5 % 1 % G - A C
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Dim Reactivo Descripción A B C D
Registro 

inicial y final 
involucrado

Actividad 
cognitiva

4

16
Asociar el signo de la de-
rivada con la condición 
decreciente de la función.

13 % 62 % 18 % 7 % LN - A
C

8
Determinar el punto de in-
flexión de la función a partir 
de su representación gráfica.

2 % 11 % 85 % 1 % G - N
C

9

Determinar el punto de 
inflexión de la función a 
partir de su representación 
algebraica.

78 % 4 % 1 % 16 % A - N C

17
Asociar el valor de la se-
gunda derivada con el 
punto de inflexión.

14 % 4 % 66 % 16 % LN - LN
T

5

10

Determinar el intervalo 
donde la función es cónca-
va hacia arriba a partir de su 
representación algebraica.

16 % 5 % 1 % 77 % A - A T

11

Determinar el intervalo 
donde la función es cónca-
va hacia arriba a partir de 
su representación gráfica.

16 % 0 % 2 % 82 % G - A C

18

Asociar el signo positivo 
de la segunda derivada 
con la concavidad hacia 
arriba de la función.

29 % 7 % 15 % 48 % A - LN C

6

12

Identificar máximos y mí-
nimos (relativos y absolu-
tos) de la función a partir 
de su representación grá-
fica.

21 % 1 % 78 % 0 % G - G R

14

Calcular el máximo ab-
soluto de una función a 
partir de su representación 
algebraica.

85 % 6 % 2 % 6 % A - N C

Fuente: Elaboración propia

En el primer criterio tenemos (reactivos 3, 4, 5, 6, 7 y 14) que 
la secuencia didáctica favorece directamente al estudiante en la 
determinación de las coordenadas de máximos y mínimos rela-
tivos a partir de su representación gráfica, la determinación de 
los intervalos en donde la función es creciente o decreciente 
(figura 2) a partir de sus representaciones gráficas y algebraicas, 
así como también el cálculo de máximos y mínimos absolutos 
a partir también de su representación algebraica. Este conjunto 
de reactivos se caracteriza por la actividad cognitiva de conver-
sión mayormente con registro inicial algebraico y registro final 
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• Figura 2. Respuesta de un estudiante en la secuencia didáctica a partir del uso 
   de la aplicación en GeoGebra

Fuente: Elaboración propia con software GeoGebra y respuestas de estudiantes

numérico, sin embargo, también se cuenta que el 90 % de los 
estudiantes determinó correctamente los intervalos en donde la 
gráfica de una función de cuarto grado es decreciente. En dos 
de los reactivos (5 y 6) cuya actividad cognitiva versa sobre la 
transformación interna en el ambiente algebraico pero que im-
plican la determinación de los intervalos en donde la función es 
creciente o decreciente a partir de la función se alcanzaron índi-
ces de dificultad de 0.87 y 0.83, respectivamente. 

En el segundo criterio de análisis se tienen los reactivos 1, 2, 15, 
13, 16, 8, 9, 17, 10, 11, 18 y 12, mismos que a continuación se 
analizan uno por uno. En el reactivo 1 se presenta una gráfica 
de grado 3 y se solicita calcular la pendiente de la recta tangente 
para un valor de x dado, el 64 % determinó correctamente su va-
lor, mientras que el 21 % confundió el valor de la pendiente de la 
recta tangente con la ordenada en el origen, el 9 % con la abscisa 
de un mínimo relativo y el resto consideró que la pendiente de la 
recta tangente era indeterminada.

En el reactivo 2 se presenta una gráfica de grado 4 y se so-
licita determinar un intervalo en donde el signo de la pendiente 
de la recta tangente únicamente es negativo, en las secuencias 
didácticas se pretende que a través de la manipulación de la recta 
tangente sobre la representación gráfica el estudiante asocie la 
condición creciente o decreciente de la función con el signo de la 
pendiente de la recta tangente, el 80 % respondió de manera co-
rrecta, aunque el porcentaje de respuestas es significativo, el 13 % 
de los estudiantes eligió un intervalo que incluía una sección en 
donde el signo de la pendiente de la recta tangente es positivo, 
el resto eligió intervalos en donde el signo de la pendiente de la 
recta tangente únicamente es positivo.
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•Figura 3. Reactivo 16 del postest

16. Sea f una función derivable en el intervalo (a,b). ¿Cuál de los siguientes enunciados es correcto?

A) Si f´ (x)>0 para todo x en (a,b), entonces f es decreciente en (a,b).

B) Si f´ (x)<0 para todo x en (a,b), entonces f es decreciente en (a,b).

C) Si f´ (x)>0 para todo x en (a,b), entonces f es cóncava hacia arriba en (a,b).

D) Si f´ (x)<0 para todo x en (a,b), entonces f es cóncava hacia abajo en (a,b).

Fuente: Elaboración propia

En el reactivo 15 se presenta una expresión cúbica, de la cual se 
solicita al estudiante determinar la abscisa en la que al trazar una 
recta tangente su pendiente sea cero, sólo el 51 % logró la respues-
ta correcta, con el resto de los estudiantes se asume que no logran 
asociar correctamente el valor de la pendiente de la recta tangente 
en un ambiente gráfico con el valor de la derivada en un ambiente 
algebraico; en este mismo sentido, especialistas (Sánchez, García y 
Llinares, 2008) determinaron que los estudiantes presentan confu-
siones comunes con el signo de la pendiente de la recta tangente, 
la intersección de la recta tangente con el eje horizontal y la orde-
nada en el origen de la recta tangente. 

En el reactivo 13 se solicita al estudiante que asocie el valor 
de la primera derivada con un mínimo relativo, sólo el 30 % res-
pondió correctamente, el 54 % se presume que confundió el signo 
positivo de la segunda derivada con la concavidad hacia arriba y, 
en consecuencia, con un mínimo relativo, el 11 % presenta similar 
confusión en el sentido de que si la segunda derivada es negativa 
se trata entonces de un mínimo relativo, el resto consideró que 
la derivada es indeterminada. En una investigación realizada por 
Maharaj y Ntuli (2018) sobre la comprensión de la derivada y sus 
aplicaciones se determinó que sólo el 46 % de los estudiantes 
calculó correctamente el máximo relativo a partir de su expresión 
algebraica, estos estudiantes vincularon correctamente el cero de 
la derivada con el máximo relativo.

En el reactivo 16 se presentan enunciados en donde se so-
licita al estudiante elegir aquel que sea correcto (figura 3), el 
estudiante debe asociar el signo negativo de la primera derivada 
con la función decreciente, el 62 % respondió de forma correcta, 
18 % asoció de manera incorrecta el signo positivo de la primera 
derivada con la concavidad hacia arriba de la función, 13 % aso-
ció de forma incorrecta el signo positivo de la primera derivada 
con la función decreciente, el resto vinculó de manera incorrecta 
el signo negativo de la primera derivada con la concavidad hacia 
abajo de la función en un intervalo dado.
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En el reactivo 8, el 85 % de los estudiantes determinó correctamen-
te la abscisa del punto de inflexión en una representación gráfica, 
sin embargo, el 11 % confundió la abscisa de la inflexión con la or-
denada en el origen de la gráfica, el resto confundió la abscisa de 
los puntos (máximo, mínimo) relativos con el punto de inflexión.

En el reactivo 9 se solicita determinar la coordenada del pun-
to de inflexión a partir de una representación algebraica, se tra-
ta de una función de tercer grado, el 78 % respondió de forma 
correcta, el 16 % respondió que no tiene punto de inflexión, lo 
anterior puede deberse a que en el procedimiento se obtiene la 
expresión 2x = 0, el alumno asume erróneamente una indetermi-
nación, el 4 % confundió el orden de la coordenada. 

En el reactivo 17 se le solicita al estudiante que asocie co-
rrectamente el valor de cero de la segunda derivada con la 
obtención del punto de inflexión, el 66 % contestó de forma co-
rrecta, el 16 % contestó que la segunda derivada es indetermina-
da, el 14 % respondió incorrectamente que la segunda derivada 
es positiva y el resto que es negativa.

En el reactivo 10 (figura 4) a partir de una expresión algebrai-
ca se le solicita al estudiante determinar el intervalo donde dicha 
función es cóncava hacia arriba, el 77 % encontró el punto de 
inflexión y asoció correctamente el signo positivo de la segunda 
derivada con la concavidad hacia arriba de la función, el 16 % 
encontró el punto de inflexión pero asoció de manera incorrecta 
el signo negativo de la segunda derivada con la concavidad hacia 
arriba de la función, el resto de los estudiantes no logró determi-
nar el punto de inflexión.

•Figura 4. Reactivo 10 del postest

10. ¿Cuál es el intervalo en donde la gráfica de la función f(x) =  x3 - 4x+1 es 
cóncava hacia arriba?

A) (-∞,0) B) (-2,2) C) (-∞,∞) D) (0,∞)

Fuente: Elaboración propia

En el reactivo 11 se presentó una gráfica y se solicitó al estudian-
te determinar el intervalo en donde la función tiene concavidad 
hacia arriba, el 82 % visualizó el punto de inflexión y determinó 
correctamente el intervalo, el 16 % confundió la concavidad hacia 
abajo como concavidad hacia arriba, el resto de los estudiantes 
no lograron identificar el punto de inflexión.

En el reactivo 18 se trata de asociar el signo positivo de la 
segunda derivada con la concavidad hacia arriba de la función, el 
48 % logró hacer esta asociación de forma correcta y lo plasmó 
adecuadamente en la secuencia didáctica (figura 5), el 29 % con-
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•Figura 5. Respuesta en la secuencia didáctica de un estudiante a partir del
  uso de la aplicación en GeoGebra

Fuente: Elaboración propia a partir de respuestas de los estudiantes

fundió el signo positivo de la segunda derivada con la función 
creciente, 15 % confundió el signo positivo de la segunda deri-
vada con la concavidad hacia abajo y el resto de los estudiantes 
confundió el signo positivo de la segunda derivada con la fun-
ción decreciente.

•Figura 6. Reactivo 12 del postest

12. Para la siguiente gráfica de la función f(x). ¿Cuáles son los puntos 
      que representan un máximo relativo y un mínimo absoluto?

A) A,E B) C,D C) C,E D) B,F

Fuente: Elaboración propia con software GeoGebra

En el reactivo 12 se solicita identificar en un gráfico dado 
(figura 6) un máximo relativo y un mínimo absoluto, el 78 % 
de los estudiantes contestó correctamente, sin embargo, el 21 % 
confundió el máximo absoluto con un máximo relativo aunque 
acertó con el mínimo absoluto, el resto localizó correctamente 
el máximo relativo y confundió un punto de inflexión con el 
mínimo absoluto.
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De acuerdo con los criterios establecidos, este conjunto de reac-
tivos evidencian dificultades para los estudiantes; aun a pesar de 
la interacción con la estrategia didáctica, la actividad cognitiva 
de conversión es preponderante y también lo es la prevalencia 
del lenguaje natural, tanto en el registro inicial y final el gráfico 
lo es como registro inicial. Desde la perspectiva de los investi-
gadores estás dificultades pueden deberse a la no congruencia 
en la actividad cognitiva de conversión de un registro inicial o 
final en lenguaje natural por la sintáctica del enunciado o por el 
contenido matemático mismo.

Una prueba post-hoc de Tukey entre los registros iniciales y 
el ID mostró diferencias significativas (p = 0.039) entre el registro 
inicial en lenguaje natural y los registros iniciales algebraico y 
gráfico (tabla 5), los 3 reactivos con registro inicial en lenguaje 
natural son de tipo conceptual, no implican un procedimiento y 
eso motiva la dificultad presentada para el estudiante, confirma el 
hecho que la enseñanza del cálculo se ha formalizado a través de 
una práctica mayormente algebraica (Artigue, 1998).

•Tabla 5. Resultados de la prueba post-hoc de Tukey entre los registros iniciales y el ID

Registro inicial Número de reactivos

Subconjunto para alfa = .05

1 2

 Lenguaje natural 3 .5267

Algebraico 9 .7444

Gráfico 6 .7983

Fuente: Elaboración propia con software SPSS

Una prueba post-hoc de Tukey entre los registros finales y el ID 
mostró diferencias significativas  entre el registro final en lenguaje 
natural (ID = 0.48) y los registros finales algebraico (ID = 0.78) y 
numérico (ID = 0.76), los 3 reactivos con registro final en lenguaje 
natural son de tipo conceptual y nuevamente se comprueba la difi-
cultad que tienen los estudiantes cuando enfrentan situaciones de 
corte no procedimental. 

Habre y Abboud (2006) encontraron que los estudiantes de 
cálculo diferencial privilegian el enfoque procedimental simbóli-
co. Otros investigadores (Ubuz, 2007; Díaz, Haye, Montenegro y 
Córdoba, 2013; Andrade y Montecino, 2013) mencionan que los 
estudiantes de matemáticas presentan dificultades al convertir un 
enunciado en lenguaje natural en otro registro de representación, 
tales como el gráfico o algebraico y viceversa. 

Sin embargo, de la primera prueba post-hoc se rescata la in-
fluencia favorable de la utilización de la secuencia didáctica en el 
ambiente gráfico, toda vez que los estudiantes lograron un des-
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empeño sobresaliente en los reactivos con este registro inicial, 
también la interpretación lograda por los estudiantes en el am-
biente gráfico proporciona significado en el ambiente algebraico. 

5. Conclusiones

Como se describe al inicio del documento, este trabajo repor-
ta la investigación realizada al poner en práctica una secuencia 
didáctica distinta a la tradicional en el curso de Cálculo Dife-
rencial para el estudio y tratamiento de puntos críticos, función 
creciente y decreciente, puntos de inflexión y concavidad, utili-
zando como pretexto natural los problemas de optimización. La 
secuencia didáctica diseñada contempla un enfoque que va más 
allá de la manipulación algorítmica respecto de un esquema tra-
dicional, toda vez que la secuencia didáctica enfatiza en el uso 
de los diferentes registros de representación y la articulación de 
los mismos. Al incluir GeoGebra a la propuesta se busca que 
el estudiante construya los conceptos matemáticos a partir de 
la vinculación de los distintos registros de representación, así 
como generar conocimiento a partir de su interacción con los 
objetos matemáticos, por lo que la teoría de representaciones 
semióticas juega un papel primordial a partir de las actividades 
cognitivas de tratamiento y conversión. 

La puesta en escena de la secuencia didáctica asistida con 
GeoGebra se considera exitosa en varios aspectos, por una parte 
se logra que los estudiantes se apropien intelectualmente de los 
problemas de optimización, el recurso tecnológico incluido y los 
conceptos matemáticos asociados; la utilización de la secuencia di-
dáctica y las aplicaciones en GeoGebra permiten utilizar el tiempo 
de manera eficiente, toda vez que la manipulación numérica y alge-
braica queda en segundo término, por lo que se privilegia el tránsi-
to entre los diferentes registros de representación y se promueven 
las habilidades de análisis e interpretación.

Se diseñó un instrumento de medición postest para evaluar las 
habilidades matemáticas de los estudiantes cuando utilizan una 
secuencia didáctica para interactuar con los objetos matemáticos. 
El instrumento resultó válido y altamente confiable, toda vez que 
se obtuvo un coeficiente r = 0.90 por el método de mitades parti-
das y r = 0.95 para el caso del coeficiente delta de Ferguson.

Resulta evidente que en general la secuencia didáctica for-
talece la apropiación por parte de los estudiantes de los con-
ceptos: puntos de inflexión, función creciente y/o decreciente y 
valores absolutos; particularmente, el uso de la secuencia didác-
tica favorece notoriamente al estudiante en cuanto a la compren-
sión de máximos y mínimos relativos y la determinación de los 
intervalos en donde la función es creciente y/o decreciente en 
un ambiente gráfico. La secuencia didáctica y el postest permitie-
ron detectar que los estudiantes presentan confusiones entre el 



M. FUENTES Y W. E. AGUILAR   SECUENCIA DIDÁCTICA APOYADA CON EL SOFTWARE GEOGEBRA Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN...32

A
LE
PH

| septiembre-diciembre, 2022 | Innovación Educativa, ISSN: 1665-2673 vol. 22, número 90

Alsina, Á. & Coronata, C. (2014). Los procesos matemáticos en las prácticas docentes: diseño, 
construcción y validación de un instrumento de evaluación. Educación Matemática en 
la Infancia, 3(2), 23–36.

Andrade, M. & Montecino, A. (2013). Conversión de registros en el cálculo integral: la problemáti-
ca de los sólidos de revolución. En R. Flores (Ed.), Acta Latinoamericana de Matemática 
Educativa (pp. 473-479). México: Comité Latinoamericano de Matemática Educativa.

Arango, J., Gaviria, D. & Valencia, A. (2015). Differential Calculus Teaching through Virtual 
Learning Objects in the Field of Management Sciences. Procedia - Social and Behavioral 
Sciences, 176, 412–418. doi: 10.1016/j.sbspro.2015.01.490

Areaya, S. & Sidelil, A. (2012). Students’ difficulties and misconceptions in learning concepts 
of limit, continuity and derivative. The Ethiopian Journal of Education, 32(2), 1-38.

Artigue, M. (1998). Enseñanza y aprendizaje del análisis elemental: ¿qué se puede aprender 
de las investigaciones didácticas y los cambios curriculares? Revista Latinoamericana de 
Investigación en Matemática Educativa RELIME, 1(1), 40-55.

Artigue, M. (2011). Tecnología y enseñanza de las matemáticas: desarrollo y aportes de la 
aproximación instrumental. Cuadernos de Investigación y Formación en Educación 
Matemática, 6(8), 13–33. 

Baccelli, S., Anchorena, S., Moler, E. & Aznar, M. (2013). Análisis exploratorio de las difi-
cultades de alumnado de Ingeniería en la resolución de problemas de optimi-
zación. Números. Revista de Didáctica de las Matemáticas, 84, 99-113.

Backhoff, E., Larrazolo, N. & Rosas, M. (2000). Nivel de dificultad y poder de discriminación 
del Examen de Habilidades y Conocimientos Básicos (EXHCOBA). Revista Electrónica 
de Investigación Educativa, 2 (1).

Barraza, A. (2007). La consulta a expertos como estrategia para la recolección de evidencias 
de validez basadas en contenido. Investigación Educativa Duranguense, (7), 5-14.

• Referencias

Se declara que la obra que se presenta es original, no está en pro-
ceso de evaluación en ninguna otra publicación, así también que no 
existe conflicto de intereses respecto a la presente publicación.

signo de la segunda derivada con la condición de función mínima 
o máxima relativa, también se detectaron confusiones entre los 
valores relativos y los absolutos y el punto de inflexión con los 
máximos y mínimos relativos. Los análisis realizados también per-
mitieron detectar dificultades importantes en las transformaciones 
del lenguaje natural a otros registros de representación, lo cual 
confirma que aún la enseñanza de las matemáticas en los niveles 
previos tiene un énfasis muy importante en el uso de reglas y 
métodos, lo que disminuye el aprovechamiento de los estudiantes 
en cuanto a la potencialidad del cálculo. La experiencia de esta 
investigación y los resultados obtenidos indican la necesidad de 
fortalecer la enseñanza del cálculo a través de secuencias didác-
ticas que promuevan un balance en el uso de los registros de re-
presentación, acercamientos intuitivos a los conceptos y el uso de 
recursos tecnológicos para permitir al estudiante la exploración, 
la conjetura y la validación de sus procedimientos y resultados.



A
LE
PH

33[ pp. 09-35 ]  SECUENCIA DIDÁCTICA APOYADA CON EL SOFTWARE GEOGEBRA Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN...   M. FUENTES Y W. E. AGUILAR

Innovación Educativa, ISSN: 1665-2673 vol. 22, número 90 | septiembre-diciembre, 2022 |

Brito, M., Alemán, I., Fraga, E., Para, J. & Arias, R. (2011). Papel de la modelación matemática 
en la formación de los ingenieros. Ingeniería Mecánica, 14(2), 129-139.

Bu, L., Spector, J. & Haciomeroglu, E. (2011). Toward model-centered mathematics learning 
and instruction using GeoGebra: a theoretical framework for learning mathematics 
with understanding. En L. Bu & R. Schoen (Eds.), Model-Centered Learning Pathways to 
Mathematical Understanding Using GeoGebra. Países Bajos: Sense Publisher.

Caligaris, M., Schivo, M. & Romiti, M. (2015). Calculus & GeoGebra, an interesting part-
nership. Procedia-Social and Behavioral Sciences, 174, 1183-1188. doi: 10.1016/j.sb-
spro.2015.01.735

Cárdenas, W. & Carreño, P. (2017). Estrategias didácticas de aprendizaje en matemáticas. 
Especialización en docencia universitaria. Universidad Militar Nueva Granada, 
Bogotá, Colombia.

Carmines, E. & Zeller, R. (1987). Reliability and Validity Assessment. EUA: Sage.
Contreras, L. (1998). Metodología para desarrollar y validar un examen de español, de 

referencia criterial y referencia normativa, orientado por el curriculum, para la educación 
primaria en México. Memorias del III Foro Nacional de Evaluación Educativa. Veracruz. 
Centro Nacional de Evaluación para la Educación Superior.

Contreras, L. (2000). Desarrollo y pilotaje de un examen de español para la educación pri-
maria en Baja California. Universidad Autónoma de Baja California. Tesis de maestría, 
Recuperado de: http://eduweb.ens.uabc.mx/egresados/index.html 

Contreras, L., Bachhoff, E. & Larrazolo, N. (2004). Educación, aprendizaje y cognición. Teo-
ría en la práctica. México: Manual Moderno.

Corral, Y. (2009). Validez y confiabilidad de los instrumentos de investigación para la re-
colección de datos. Revista Ciencias de la Educación, 19(33), 228-247.

Crocker, L. & Algina, J. (1986). Introduction to Classical and Modern Test Theory. EUA: Holt, 
Rinehart and Winston Editores.

Cuevas, C.  & Pluvinage, F. (2013). Investigaciones sobre la enseñanza del cálculo. El cálculo 
y su Enseñanza, 4, 57-82.

Díaz, J. (2014). Simulación y modelación de problemas de optimización del cálculo diferen-
cial con la hoja de cálculo. Epistemus, 8(16), 48–54.

Díaz, M., Haye, E., Montenegro, F. & Córdoba, L. (2013). Dificultades de los alumnos para 
articular representaciones gráficas y algebraicas de funciones lineales y cuadráticas. I 
Congreso de Educación Matemática de América Central y el Caribe, Santo Domingo, 
República Dominicana, 1-13. 

Ding, L., Chabay, R., Sherwood, B. & Beichner R. (2006). Evaluating an electricity and mag-
netism assessment tool: Brief electricity and magnetism assessment. Physical Review 
Special Topics - Physics Education Research, 2(1), 010105-1-010105-7.

Duval, R. (1993). Registros de representación semiótica y funcionamiento cognitivo del 
pensamiento. Traducción: Departamento de Matemática Educativa CINVESTAV-IPN.

Duval, R. (2000). Representación, visión y visualización: Funciones cognitivas en el pensa-
miento matemático. La Université du Littoral Côte-d’Opale, Boulogne, et Centre IUFM 
Nord Pas-de Calais, Lille. Recuperado de http://www.matedu.cinvestav.mx/e-librosydoc/
pme-procee.pdf

Duval, R. (2006a). A cognitive analysis of problems of comprehension in a learning of 
mathematics. Journal of Educational Studies in Mathematic, 61(1-2), 103-131.

Duval, R. (2006b). Quelle Sémiotique Pour L’Analyse de L’Activité et des productions Mathé-
matiques? Revista Latinoamericana de Investigación en Matemática Educativa, Número 
especial, 45-81.

Engelhardt, P. (2009). An Introduction to Classical Test Theory as Applied to Conceptual 
Multiple-Choice Tests. Getting Started in PER, 2. Recuperado de: http://www.compadre.
org/Repository/document/ServeFile.cfm?ID=8807&DocID=1148

Eyyam, R. & Yaratan, H. (2014). Impact of use of technology in mathematics lessons on 
student achievement and attitudes. Social Behavior and Personality: an international 
journal, 42(1), 31S-42S.



M. FUENTES Y W. E. AGUILAR   SECUENCIA DIDÁCTICA APOYADA CON EL SOFTWARE GEOGEBRA Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN...34

A
LE
PH

| septiembre-diciembre, 2022 | Innovación Educativa, ISSN: 1665-2673 vol. 22, número 90

Feo, R. (2010). Orientaciones básicas para el diseño de estrategias didácticas. Tendencias 
Pedagógicas, 16, 221-236.

García, J. (2013). La problemática de la enseñanza y el aprendizaje del cálculo para 
ingeniería. Revista Educación, 37(1), 29-42.

García, M.  & Vilanova, S. (2008). Las representaciones sobre el aprendizaje de los alumnos 
de profesorado. Diseño y validación de un instrumento para analizar concepciones im-
plícitas sobre el aprendizaje en profesores de matemática en formación. Revista Elec-
trónica de Investigación en Educación en Ciencias, 3(2), 27-34.

Gómez, A., Guirette, R. & Morales, F. (2017). Propuesta para el tratamiento de interpretación 
global de la función cuadrática mediante el uso del software Geogebra. Educación 
Matemática, 29(3), 189–224. doi: 10.24844/EM2903.07

Gómez, P. (1997). Tecnología y Educación Matemática. Informática Educativa, 10(1), 93-111.
Habre, S. & Abboud, M. (2006). Students’ conceptual understanding of a function and its 

derivative in an experimental calculus course. The Journal of Mathematical Behavior 
25(1), 57-72. doi: 10.1016/j.jmathb.2005.11.004

Hanna, G., Jahnke, H. & Pulte, H. (2010). Explanation and proof in mathematics. Philosophi-
cal and educational perspectives. Nueva York, EUA: Springer. doi: 10.1007/978-1-4419-
0576-5

Henryssen, S. (1971). Gathering, Analyzing, and Using Data on Test Items. En R. L. Thorn-
dike (Ed.), Educational Measurement. Washington, EUA: American Council on Educa-
tion.

Hernández, E., Briones, A., Serdeira, P. & Medina, F. (2016). Geogebra y TIC en matemáticas 
de enseñanza secundaria. Anuario de Jóvenes Investigadores, 9, 212-215. 

Instituto Nacional para la Evaluación de la Educación (2013). México en PISA 2012. Recuperado 
de: https://www.inee.edu.mx/wp-content/uploads/2018/12/PISA-2012-Resumen.pdf

Londoño, N., Kakes, A. & Decena, V. (2013). Algunas dificultades en la resolución de 
problemas con derivadas. Acta Latinoamericana de Matemática Educativa, 26, 935-942.

Madrid, M., Maz, A., León, C. & López, C. (2017). 
Aplicaciones de las matemáticas a la vida diaria en los libros de aritmética españoles del 

siglo XVI. Bolema, Rio Claro (SP), 31(59), 1082-1100. 
Maharaj, A. & Ntuli, M. (2018). Students’ ability to correctly apply differentiation rules to 

structurally different functions. South African Journal of Science, 114(11-12), 1-7. doi: 
10.17159/sajs.2018/5008

Mañas, J. (2013). Utilización de las TIC en el aula. Geogebra y Wiris. Máster en profesorado 
de educación secundaria obligatoria y bachillerato (Especialidad Matemáticas). Univer-
sidad de Almería.

Martínez, X. & Camarena, P. (Coord.) (2015). La educación matemática en el siglo XXI. Re-
cuperado de: https://www.ipn.mx/assets/files/innovacion/docs/libros/la-educacion-
matematica/conclusiones.pdf

Molina, A., Wizner, Á., Lacave, C. & Gallardo, J. (2015). Una herramienta de diseño y análisis 
de instrumentos de evaluación e indagación docente. A: JENUI 2015. Actas de las XXI 
Jornadas de la Enseñanza Universitaria de la Informática. Universitat Oberta La Salle ed. 
Andorra la Vella: Universitat Oberta La Salle, 2015, 144-151. Recuperado de: http://hdl.
handle.net/2117/76924

Muñoz, J. & Mato, M. (2008). Análisis de las actitudes respecto a las matemáticas en alumnos 
de ESO. Revista de Investigación Educativa, 26(1), 209-226.

Navarro, L., Robles, A., Ansaldo, J. & Castro, F. (2016). Secuencia didáctica apoyada en 
tecnología para la construcción del concepto derivada en problemas de optimi-
zación. UNIÓN. Revista Iberoamericana de Educación Matemática, 12(46), 171-187.

Nazihatulhasanah, A. & Nurbiha, S. (2015). The effects of GeoGebra on students achieve-
ment. Procedia-Social and Behavioral Sciences, 172, 208-214. doi: 10.1016/j.sb-
spro.2015.01.356



A
LE
PH

35[ pp. 09-35 ]  SECUENCIA DIDÁCTICA APOYADA CON EL SOFTWARE GEOGEBRA Y PROBLEMAS DE OPTIMIZACIÓN...   M. FUENTES Y W. E. AGUILAR

Innovación Educativa, ISSN: 1665-2673 vol. 22, número 90 | septiembre-diciembre, 2022 |

Nitko, A. (1994). A Model for Curriculum-Driven Criterion-Referenced and Norm-Referenced 
National Examinations for Certification and Selection of Students. Ponencia presentada 
en la Conferencia Internacional sobre Evaluación y Medición Educativas, de la Aso-
ciación para el Estudio de la Evaluación Educativa (ASSESA).

Ozdamli, F., Karabey, D. & Nizamoglu, B. (2012). The effect of technology supported 
collaborativelearning settings on behavior of students towards mathematics learning. 
2nd World Conference on Educational Technology Researches. 

Popham, J. (1990). Modern educational measurement: a practitioner’s perspective (2a. ed.). 
Boston, EUA: Allyn and Bacon.

Prieto, G. & Delgado, A. (2010). Fiabilidad y validez. Papeles del psicólogo, 31(1), 67-74.
Romero, M. & Quesada, A. (2014). Nuevas tecnologías y aprendizaje significativo de las cien-

cias. Enseñanza de las Ciencias, 32(1), 101-115. doi: 10.5565/rev/ensciencias.433
Ruiz, E., Jiménez, M. & Montiel, A. (2017). Uso de un sistema experto en la detección de per-

files en estudiantes de ingeniería. ANFEI Digital, 4(7), 1-10.
Sánchez, G., García, M. & Llinares, S. (2008). La comprensión de la derivada como objeto de 

investigación en didáctica de la matemática. Revista Latinoamericana de Investigación 
en Matemática Educativa, 11(2), 267-296. 

Taleb, Z., Ahmadi, A. & Musavi, M. (2015). The Effect of M-learning on Mathematics Learning. 
Procedia - Social and Behavioral Sciences, 171, 83–89. doi: 10.1016/j.sbspro.2015.01.092

Torres, C. & Racedo, D. (2014). Estrategia didáctica mediada por el software GeoGebra para 
fortalecer la enseñanza-aprendizaje de la geometría en estudiantes de 9° de básica se-
cundaria. Magister en educación. Universidad de la Costa, Barranquilla, Colombia.

Ubuz, B. (2007). Interpreting a graph and constructing its derivative graph: Stability and 
change in students’ conceptions. International Journal of Mathematical Education in 
Science and Technology, 38(5), 609-637.

Zengin, Y., Furkan, H. & Kutluca, T. (2012). The effect of dynamic mathematics software 
GeoGebra on student achievement in teaching of trigonometry. Procedia-Social and 
Behavioral Sciences, 31, 183-187. doi: 10.1016/j.sbspro. 2011.12.038

Zerrin, R. (2010). Computer supported mathematics with GeoGebra. Procedia-Social and 
Behavioral Sciences, 9, 1449-1455. doi: 10.1016/j.sbspro. 2010.12.348

Zerrin, R. & Sebnem, O. (2010). Using GeoGebra as an information technology tool: pa-
rabola teaching. Procedia-Social and Behavioral Sciences, 9, 565-572. doi: 10.1016/j.
sbspro.2010.12.198

Zuñiga, L. (2007). El cálculo en carreras de ingeniería: un estudio cognitivo. Revista Latino-
americana de Investigación en Matemática Educativa, 10(1), 145-175.




