
 Hernandez-Ramos et al. 

Modelo generalizado At-d en plantaciones de P. leiophylla  
Ecosist. Recur. Agropec. 11(3): e4139, 2024 

https://doi.org/10.19136/era.a11n3.4139 

 

 

Como citar: Hernández-Ramos J, Barrera-Ramírez R, Muñoz-Flores HJ, Gómez-Cárdenas M, Rubio-Camacho EA, García-Espinoza GG 
(2024) Modelo generalizado altura total-diámetro normal para plantaciones de Pinus leiophylla en Michoacán, México. Ecosistemas y Recursos 
Agropecuarios 11(3): e4139. DOI: 10.19136/era.a11n3.4139. 

Modelo generalizado altura total-diámetro normal para plantaciones de 

Pinus leiophylla en Michoacán, México 

Generalized total height-normal diameter model for plantations Pinus 

leiophylla in Michoacan, Mexico 

Jonathan Hernández-Ramos1 , Rubén Barrera-Ramírez2* , Hipólito Jesús Muñoz-Flores2 , Martín 

Gómez-Cárdenas2 , Ernesto Alonso Rubio-Camacho3 ,  Guadalupe Geraldine García-Espinoza4  

1Instituto Nacional de Investigaciones Forestales, Agrícolas y Pecuarias-Campo Experimental Bajío. Carretera Celaya San 

Miguel de Allende Kilómetro 6.5, CP. 38010. Celaya, Guanajuato, México.  
2Instituto Nacional de Investigaciones Forestales, Agrícolas y Pecuarias-Campo Experimental Uruapan. Avenida 

Latinoamericana 1101, Colonia Revolución, CP. 60150. Uruapan, Michoacán, México.  
3Instituto Nacional de Investigaciones Forestales, Agrícolas y Pecuarias-Campo Experimental Centro Altos de Jalisco. 

Av. Biodiversidad 2470, CP. 47714. Tepatitlán de Morelos, Jalisco, México. 
4Universidad Michoacana de San Nicolás de Hidalgo (UMSNH)-Facultad de Agrobiología. Paseo Lázaro Cárdenas 2290, 

Emiliano Zapata, CP. 60170, Uruapan, Michoacán, México.  

*Autor de correspondencia: ruben.barrera.ram@gmail.com 

Artículo científico  
Recibido: 09 de abril de 2024 

Aceptado: 06 de junio de 2024 

RESUMEN. Las plantaciones forestales han aumentado en México y se requieren herramientas estadísticas para evaluar y 

predecir su productividad, con fines de planear su aprovechamiento. El objetivo fue determinar un modelo generalizado altura 

total-diámetro normal para plantaciones forestales de Pinus leiophylla en Patamban, Michoacán, México. Se midieron árboles en 

33 sitios aleatorios cuadrangulares temporales en plantaciones de densidades iniciales de 2 500 árboles ha-1 y sobrevivencia 

mayor de 75%. Se utilizaron 779 pares de datos de altura total-diámetro normal; con valores para altura de 1.86-19.60 m y de 

1.5-36 cm para diámetro normal. Se comprobó el ajuste de siete modelos a través de su evaluación por mínimos cuadrados no 

lineales con la función nls en R®. Para la elección del modelo y su reajuste se compararon los parámetros de significancia, 

coeficiente de determinación, raíz del cuadrado medio del error, criterio de Akaike, Bayesiano y Sesgo. La estructura 

generalizada resultante de altura total-diámetro normal fue reajustada con efectos mixtos entre y dentro de sitios. El modelo de 

Wang y Tang presentó los mejores indicadores de ajuste estadístico. Los modelos de efectos mixtos mostraron una mejora en la 

explicación de la variabilidad muestral (coeficiente de determinación: 2.4%), estadísticos de ajuste (24.5% en promedio) y en la 

precisión de las estimaciones en la raíz del cuadrado medio del error y Sesgo: mayor de 14%. El modelo generalizado fue 

eficiente para representar dicha variabilidad muestral en las plantaciones forestales de P. leiophylla de la Comunidad Indígena 

de Patamban, Michoacán, México.  

Palabras clave: Alometría, productividad, plantaciones forestales, modelo generalizado, Pinus leiophylla.  

 

ABSTRACT. Forest plantations have increased in Mexico and statistical tools are required to evaluate and predict their 

productivity, to plan their use. The objective was to determine a generalized total height-normal diameter model for Pinus 

leiophylla forest plantations in Patamban, Michoacán, Mexico. Trees were measured in 33 temporary quadrangular random sites 

in plantations with initial densities of 2,500 trees ha-1 and survival greater than 75%. 779 total height-normal diameter data pairs 

were used; with values for height of 1.86-19.60 m and 1.5-36 cm for normal diameter. The fit of seven models was checked 

through their evaluation by nonlinear least squares with the nls function in R®. For the selection of the model and its 

readjustment, the parameters of significance, coefficient of determination, root mean square of the error, Akaike criterion, 

Bayesian and bias were compared. The resulting generalized total height-normal diameter structure was refitted with mixed 

effects between and within sites. The Wang and Tang model presented the best indicators of statistical fit. The mixed effects 

models showed an improvement in the explanation of sample variability (coefficient of determination: 2.4%), fit statistics (24.5% 

on average) and in the precision of the estimates in the root mean square of the error and bias greater than 14%. The generalized 

model was efficient to represent said sample variability in the P. leiophylla forest plantations of the Patamban Indigenous 

Community, Michoacán, Mexico.  

Keywords: Allometry, productivity, forest plantations, generalized model, Pinus leiophylla. 
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INTRODUCCIÓN 

 

En México, la producción maderable proviene principalmente de bosques naturales, sin embargo, 

el país tiene déficit para abastecer la cantidad de productos forestales maderables que consume, lo 

que ha resultado que en la década del 2010 al 2020 se tuviera un déficit de 6.7 miles de millones de 

pesos anuales en la balanza comercial (SEMARNAT 2021). Las plantaciones forestales tienen 

importancia creciente para satisfacer las necesidades de madera y subproductos, útiles en todo el 

mundo. En el país las principales entidades con superficies de plantaciones forestales maderables 

son: Tabasco (46 435 ha-1), Veracruz (35 626 ha-1), Campeche (26 608 ha-1), Chiapas (16 960 ha-1), 

Michoacán (16 076 ha-1), Puebla (14 245 ha-1) y Oaxaca (13 047 ha-1) (Conafor 2020). Debido a la 

creciente importancia de las plantaciones forestales (SEMARNAT 2021), es necesario generar 

mecanismos que proporcionen alternativas de evaluación confiable y precisa, tanto para 

inventarios, como para la estimación de volumen, biomasa y carbono. En este sentido, los modelos 

predictivos representan esta alternativa, ya que ayudan a reducir costos y a disminuir el error 

asociado a las mediciones en campo.  

Entre los modelos más usados en México se encuentran aquellos que se utilizan para predecir la 

altura de los árboles a partir del diámetro normal (d, cm) en combinación con variables del rodal, 

como el diámetro medio cuadrático y la altura dominante (Hernández et al. 2015, Corral et al. 2019, 

Camacho et al. 2022). Estos modelos, comúnmente llamados generalizados, suelen ser útiles, ya que 

la altura es una variable difícil de medir en campo y susceptible a errores. Las dimensiones de d, 

medido a 1.30 m del ras de suelo, y la altura total (At, m) son los elementos más importantes para 

el manejo forestal (Ogana et al. 2020). Ambas variables, se miden rutinariamente en inventarios 

forestales y son fundamentales para estimar el área basal, volumen total y la evaluación productiva 

de un sitio o rodal (Ogana 2019).  

El diámetro es la variable más precisa y sencilla de medir en campo, ya que se toma directamente 

del árbol, mientras que, medir la At es costoso y requiere de mayor tiempo, especialmente en 

rodales densos y terrenos poco accesibles (Ozcelik et al. 2018). Debido al problema asociado con la 

medición de la At, generalmente sólo se mide una submuestra de árboles (Seki y Sakici 2022). Para 

completar las mediciones, las alturas de los árboles restantes se estiman a través de modelos de At-

d, que se elaboran a partir de numerosos pares de datos At-d obtenidos en campo (Kalbi et al. 2018).  

La relación At-d puede ser modelada con ecuaciones locales, aquellas que solo utilizan variables 

del árbol, como predictoras, como el d, sin embargo, las ecuaciones locales tienen un intervalo de 

aplicación reducido a nivel de individuos o sitios específicos (Hernández-Ramos et al. 2018a). 

Mientras que Corral et al. (2019), han señalado que modelar las relaciones At-d con una sola 

variable, por ejemplo, el d, puede no ser adaptable a diferentes dinámicas de rodal y condiciones 

silvícolas. Por lo tanto, es conveniente desarrollar modelos que incluyan la relación At-d de manera 

generalizada, que incorporen variables del rodal, para tener en cuenta diferentes variaciones en la 

estructura del rodal y condiciones del sitio (Ogana et al. 2020), junto con un mayor intervalo de 

aplicabilidad para un bosque, plantaciones forestales o rodal, donde las áreas presentan distintas 

condiciones de crecimiento (Hernández-Ramos et al. 2015).  
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Un modelo generalizado At-d permite a los usuarios y técnicos forestales obtener estimaciones con 

menor error al estimar la At a partir de mediciones de d (Hernández-Ramos 2018b, Bronisz 2020, 

Camacho 2022). Los modelos At-d son uno de los componentes más importantes en la ciencia y 

manejo forestal, ya que una de sus funciones principales es la determinación y evaluación del 

volumen comercializable, crecimiento, rendimiento y condiciones del sitio de los ecosistemas 

forestales (Seki y Sakici 2022). En México, aunque se han tenido avances importantes en la 

generación de modelos alométricos, la diversidad de especies y condiciones ambientales 

incrementan la necesidad de desarrollar nuevos modelos con menos errores. Tal es el caso del 

estado de Michoacán, en dónde Pinus leiophylla Schl. & Cham. es una de las especies más 

importantes, económica y ecológicamente, en particular dentro de la Comunidad Indígena (CI) de 

Patamban y en la región forestal de la Meseta Purépecha, Michoacán, por lo cual el presente trabajo 

tiene como objetivo determinar un modelo generalizado altura total-diámetro normal para 

plantaciones forestales de P. leiophylla, en la CI de Patamban, Tangancícuaro, Michoacán, México. 

 

 

MATERIALES Y MÉTODOS 

 

El estudio se realizó en la Meseta Purépecha ubicada entre los 19°45´00´´de Latitud norte y los 

102°20´00´´ de Longitud oeste, en la parte centro-noroccidental del estado de Michoacán. Con 

altitud que oscila entre 1 700 y 3 200 m s. n. m. El clima predominante es templado húmedo y 

tropical con lluvias en verano. La temperatura media anual varía entre 14-23 °C, con precipitaciones 

en el intervalo de 600 a 1 100 mm, durante los meses de junio a octubre. El relieve de la región está 

conformado por pequeños accidentes orográficos constituidos por el Eje Neovolcánico Transversal; 

aunque predominan algunos relieves de valles y planicies entre los cerros y mesetas. La vegetación 

arbórea dominante de esta zona está compuesta principalmente por especies de Pinus, Quercus y 

Abies (IPLAEM 2021, Orduña-Trejo et al. 1999). 

En siete plantaciones forestales, que en total tienen 22 ha, se establecieron 33 sitios cuadrangulares 

temporales de 20 m x 20 m (400 m2) distribuidos completamente al azar dentro de plantaciones 

sanas de P. leiophylla. Los árboles que se plantaron provenían de viveros comunitarios y viveros 

estatales de Conafor. La densidad inicial de plantación fue de 2 500 árboles ha-1, en las que se 

aplicaron aclareos al 30% cuando tenían tres años de establecidas. En cada plantación de entre ocho 

y 28 años, se obtuvieron datos dasométricos de todos los árboles en cada uno de los 33 sitios que 

incluyeron mediciones del d a 1.30 m con cinta diamétrica de 5 m modelo Forestry Suppliers® y 

con el Hipsómetro Nikon ® Forestry PRO II con precisión de cm se obtuvo la At. Los datos 

obtenidos de campo fueron capturados en Microsoft Excel® para integrar la base de datos.  

En total se utilizaron para el ajuste estadístico 779 pares de datos At-d provenientes de 25 sitios 

seleccionados con supervivencia inicial en los primeros tres años mayor o igual que 75% (1 875 

árboles ha-1) y que en promedio tenían una tasa de mortalidad anual del 6.14%, en edad de ocho a 

28 años, At de 1.86 m a 19.60 m y d entre 1.5 cm y 36 cm; para el ajuste de los modelos generalizados 

a través de la función nls del programa R (R Core Team 2018) por mínimos cuadrados no lineales 

(MCNL). Los modelos seleccionados se tomaron de Hernández et al. (2015), Hernández-Ramos et 

al. (2018b), Corral et al. (2019) y Ogana et al. (2020) (Tabla 1). 
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Tabla 1. Modelos altura total-diámetro normal (At-d) generalizados. 

No. Modelo Expresión 

1 SAI 𝐴𝑡 = 1.3 + (𝑎0 + 𝑎1 ∙ 𝐴𝑑 − 𝑎2 ∙ 𝐷𝑞) ∙ 𝑒
−𝑎3

√𝑑
⁄

 

2 Mirkovich 𝐴𝑡 = 1.3 + (𝑎0 + 𝑎1 ∙ 𝐴𝑑 − 𝑎2 ∙ 𝐷𝑞) ∙ 𝑒
−𝑎3

𝑑⁄  

3 Piennar 𝐴𝑡 = 𝑎0 ∙ 𝐴𝑑 ∙ (1 − 𝑒
−𝑎1∙𝑑
𝐷𝑞 )

𝑎2

 

4 Michaelis-Menten 𝐴𝑡 = 1.3 +
𝑎0 ∙ 𝑑

𝑎1 + 𝑑
∙ 𝑒

−𝑏2
√𝐴𝑑 

5 Cox III 𝐴𝑡 = 𝐴𝑝 ∙ (𝑎0 + 𝑎1 ∙ 𝐴𝑝 + 𝑎2 ∙
𝐴𝑝

𝐷𝑞
+ 𝑎3 ∙ 𝑑 + 𝑎4 ∙

𝑁

𝐷𝑞 ∙ (𝐴𝑝 ∙ 𝐷𝑞)
𝑑
⁄
) 

6 Wang y Tang 𝐴𝑡 = 1.3 + 𝑎0 ∙ 𝐴𝑑
𝑎1 ∙ 𝑒

𝑎2
𝑑⁄  

7 Cañadas-4 𝐴𝑡 = 1.3 + (𝐴𝑑 − 𝑎0) ∙ (
𝑑

𝐷𝑞
)
𝑎1

 
 

dp: Diámetro promedio (cm); Ap: Altura promedio (m); Ab: Área basal promedio (m2); Ad: 

Altura dominante; N: Densidad (Árboles ha-1); Dq: Diámetro cuadrático (cm); 𝑎𝑖: 

parámetros a estimar por regresión; y 1.3 constante de altura a la cual condiciona al 

modelo a una altura de 1.3 m a un diámetro cero. 

 

La selección del mejor modelo fue a través de la significancia del valor de los parámetros (a=0.05), 

los valores del coeficiente de determinación ajustado (R2, [8]), la raíz del cuadrado medio del error 

(RCME, [9]), criterio de información de Akaike y Bayesiano (AIC [10] y BIC [11]); y del Sesgo [12] 

(Bronisz y Mehtätalo 2020).  

𝑅2 = 1 −
(𝑛−1)∑ (𝑦𝑖−𝑦𝑖̂)

2𝑛
𝑖=1

(𝑛−𝑝)∑ (𝑦𝑖−𝑦𝑖´ )
2𝑛

𝑖=1

   [8] 

𝑅𝐶𝑀𝐸 = √
∑ (𝑦𝑖−𝑦𝑖̂)

2𝑛
𝑖=1

𝑛−𝑝
     [9] 

𝐴𝐼𝐶 = 2 ∙ 𝑝 + 𝑛 ∙ 𝑙𝑛⁡ (
∑ (𝑦𝑖−𝑦𝑖̂)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
)   [10] 

𝐵𝐼𝐶 = 𝑛 ∙ 𝑙 𝑛 (
∑ (𝑦𝑖−𝑦𝑖̂)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
) + 𝑝 ∙ 𝑙𝑛(𝑛)  [11] 

𝑆𝑒𝑠𝑔𝑜 = ∑ (
𝑦𝑖−𝑦𝑖̂

𝑛
)𝑛

𝑖=1      [12] 

Donde, 𝑦𝑖, 𝑦𝑖̂ y 𝑦̅𝑖 son los valores observados, estimados y promedio, respectivamente; 𝑛 es el 

número total de datos utilizados en el ajuste de los modelos; 𝑝 se refiere al número de parámetros 

(Tabla 1). 

Una vez elegida la estructura generalizada At-d a través de mínimos cuadrados no lineales 

(MCNL), se reajustó la expresión a través de la función nlme con el enfoque de modelo de efectos 

mixtos (MEM) con la finalidad de estimar la variación dentro y entre sitios de muestreo (Corral et 

al. 2019, Ogana et al. 2020). Este último enfoque es más verosímil, tiene una mayor explicación de 

la muestra y un menor error de estimación en contraste con MCNL, ya que agrupa la variabilidad 

por nivel o factor (Bronisz y Mehtätalo 2020, Pinheiro y Bates 2023). La estimación de los 

parámetros se llevó a cabo a través del método FOCE (First Conditional Expectation, por sus siglas 
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en inglés) (Lindstrom y Bates 1990). La inclusión del efecto aleatorio se realizó de forma aditiva 

(+𝑎𝑖) e individual en cada uno de los parámetros de la forma siguiente al tomar de referencia el 

modelo generalizado de Wang y Tang (6):  

𝐴𝑡𝑖𝑗 = 1.3 + (𝑎0 + 𝑎𝑖) ∙ 𝐴𝑑𝑖
𝑎1 ∙ 𝑒

𝑎2
𝑑𝑖𝑗
⁄

   (6.1) 

𝐴𝑡𝑖𝑗 = 1.3 + 𝑎0 ∙ 𝐴𝑑𝑖
(𝑎1+𝑎𝑖) ∙ 𝑒

𝑎2
𝑑𝑖𝑗
⁄

   (6.2) 

𝐴𝑡𝑖𝑗 = 1.3 + 𝑎0 ∙ 𝐴𝑑𝑖
𝑎1 ∙ 𝑒

(𝑎2+𝑎𝑖)
𝑑𝑖𝑗

⁄
   (6.3) 

Dónde la forma matricial es equivalente a: 𝐴𝑖𝑗 = [𝑥𝑖𝑗; 𝜃𝑖] + 𝜀𝑖𝑗. 𝐴𝑡𝑖𝑗 y 𝑥𝑖𝑗 se refiere al valor de la 

altura y las variables de diámetro (𝑑𝑖𝑗) o inherentes al rodal (e. i. diámetro cuadrático, 𝐷𝑞𝑖𝑗) del j-

ésimo individuo de cada sitio (i); 𝜃𝑖𝑗 es igual a 𝐴𝑖𝛾 + 𝛽𝑖𝑏𝑖 donde 𝐴𝑖 y 𝛽𝑖 es la matriz de dimensión 

𝑟 × 𝑝 y 𝑟 × 𝑞 para el número de parámetros (𝑟) fijos (𝑝) y aleatorios (𝑞) del modelo por sitio, 

respectivamente; mientras que, 𝛾 y 𝑏𝑖 son los vectores de cada uno; y 𝜀𝑖𝑗 es el error aleatorio 

asociado al ajuste.  

Debido a que es común encontrar heterogeneidad de varianzas en los datos (Lindstrom y Bates 

1990, Pinheiro y Bates 2013), se incluyó en la modelación una estructura de potencia de la covariable 

o valores predichos: 𝑉𝑎𝑟(𝜀1) = 𝜎2 ∙ |𝑑𝑖|
2∙𝜗 [13], donde 𝑑𝑖 se refiere al valor de diámetro de cada 

individuo (i) y 𝜗 es el valor de potencia en la corrección de la heterogeneidad de varianzas en los 

residuos (Garibaldi et al. 2019, Pinheiro y Bates 2023). La selección de la mejor expresión se realizó 

de la misma forma que con MCNL al tomar la significancia de los parámetros y de referencia los 

valores del R2, AIC, BIC, RCME y Sesgo como indicadores de bondad de ajuste y de robustez del 

modelo, los cuales han sido utilizados en estudios semejantes (Corral et al. 2019, Camacho et al. 

2022). Se realizó un contraste entre la distribución de los residuales de los ajustes de MCNL y MEM 

para visualizar la corrección de heterogeneidad de varianzas propuesta, además de forma gráfica 

se verificó la frecuencia de los residuos los cuales deben de tener una forma de campana de Gauss 

para asumir normalidad en el ajuste.  

La calibración o localización del modelo de efectos mixtos se realizó al utilizar sólo ocho sitios de 

muestreo con supervivencia inicial a los tres años de establecidas menor que 75% (125 pares de 

datos At-d) de acuerdo con la metodología propuesta por Vonesh y Chinchilli (1997) y aplicada por 

Corral et al. (2019) y Ogana et al. (2020) de tres formas: i) utilizar el valor del d mínimo de la parcela, 

ii) emplear los dos diámetros más pequeños del sitio, iii) tomar de referencia los dos valores 

extremos de la unidad de muestreo, y iv) el diámetro mínimo y la dimensión de los dos árboles 

más gruesos de la parcela. Para este procedimiento se seleccionaron seis parcelas independientes 

al ajuste, las cuales fueron evaluados sus resultados de acuerdo con los valores de la RCME, Sesgo 

y error porcentual absoluto medio (E%AM: 100 ∙
[∑ (

𝑦𝑖 − 𝑦𝑖̂
𝑦𝑖⁄ )]

𝑛
⁄

, [14]).  

En este paso se utilizó el algoritmo Lindstrom-Bates a través del método FOCE, que tiene la 

siguiente estructura para determinar el valor del parámetro aleatorio por sitio de calibración en los 

parámetros fijos del modelo: 
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𝑏̂ = 𝐷̂ ∙ 𝑍𝑖
𝑇̂ ∙ (𝑅𝑖̂ + 𝑍̂𝑖 ∙ 𝐷 ∙̂ 𝑍𝑖

𝑇̂)
−1

∙ 𝑒𝑖̂  (15) 

Dónde: 𝐷̂, es la matríz de varianza-covarianza 𝑞 × 𝑞 de los parámetros aleatorios incluidos en el 

modelo (𝑞),  𝑅𝑖̂ es la matriz de varianza-covarianza 𝑚𝑗 ×𝑚𝑗 del termino del error y  𝑍̂𝑖  es la matriz 

de las derivadas parciales 𝑚 × 𝑞 de los parámetros aleatorios evaluados en 𝑏̂ = 0; y 𝑒𝑖̂ se refiere al 

vector de residuos 𝑚 × 1 donde los componentes se obtienen por la diferencia entre el valor 

observado y predicho.  

 

 

RESULTADOS 

 

En la estadística descriptiva de la muestra utilizada para el ajuste estadístico de los modelos At-d 

generalizados no se observan problemas de curtosis y asimetría en ninguna de las variables 

utilizadas (valor <3.0 unidades), pero es evidente la variabilidad muestral alta en las variables de 

d, dp, N y Dq, así como valores contrastantes entre la At y Ap (Tabla 2). Además, la relación 

alométrica promedio de la especie indica que, por cada cm de incremento en las dimensiones del 

d, la At aumentará en promedio 0.46 m (índice de esbeltez).  

 
Tabla 2. Estadística descriptiva de la muestra empleada para el ajuste. 

Estadístico / Variable d At dp Ap Ab N Dq 

Media 14.95 6.81 14.95 6.81 0.8631 40 15.18 

Mínimo 1.43 1.86 3.43 2.52 0.0194 6 3.52 

Máximo 35.91 19.60 31.24 16.18 1.8161 57 31.31 

Error típico 0.257 0.099 0.238 0.094 0.022 0.430 0.240 

Desviación estándar 7.173 2.768 6.645 2.623 0.602 11.998 6.681 

Varianza de la muestra 51.458 7.660 44.153 6.879 0.363 143.944 44.636 

Curtosis -0.73 0.98 -0.89 0.43 -1.50 0.32 -0.90 

Coeficiente de asimetría -0.08 0.53 -0.37 0.38 -0.09 -0.78 -0.37 
 

Dónde: d: Diámetro normal (cm); At: Altura total (m); dp: Diámetro 

promedio (cm); Ap: Altura promedio (m); Ab: Área basal promedio (m2); 

N: Densidad (Arboles ha-1); y Dq: Diámetro cuadrático (cm). 

 
En el ajuste por MCNL, los modelos de la tabla 1 SAI (1), Mirkovich (2) y Cox III (5) presentaron 

parámetros no significativos por lo que fueron descartados para su posterior análisis, resultado 

probablemente a que su estructura matemática no alcanza a modelar la variabilidad muestral dada 

por las variables explicativas utilizadas (d, Dq y N). Esto contrasta con las dos expresiones que 

utilizan la Ad como variable inherente a la población para explicar la At del sitio; Michaelis-Menten 

(4) y Wang y Tang (6), donde esta última es la que mejor indicadores de ajuste tiene y mayor 

robustez estadística muestra (R2, AIC, BIC, RCME y Sesgo) por lo que fue seleccionada como la 

mejor (Tabla 3).  
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Tabla 3. Estadísticos de ajuste por mínimos cuadrados no lineales (MCNL) e indicadores de 

bondad de ajuste al ajustar los modelos altura total-diámetro normal generalizados. 

No. Parámetro Estimación Error estándar Valor t Pr>|t| R2 AIC BIC RCME Sesgo 

3 a0 0.7742 0.042 18.46 *** 0.860 2270 2289 1.038 -0.183 

 a1 2.4389 0.786 3.10 **      

 a2 1.7418 0.841 2.07 *      

4 a0 61.4472 2.704 22.73 *** 0.895 2044 2063 0.897 0.063 

 a1 8.8095 1.098 8.03 ***      

 a2 5.7462 0.221 26.03 ***      

6 a0 0.8469 0.066 12.85 *** 0.902 1994 2013 0.869 0.038 

 a1 0.9881 0.027 36.02 ***      

 a2 -3.9615 0.287 -13.80 ***      

7 a0 0.4176 0.036 11.61 *** 0.857 2283 2297 1.047 -0.006 

 a1 3.2441 0.038 85.66 ***      
 

Dónde: R2: coeficiente de determinación; AIC y BIC: Criterios de Información de Akaike y 

Bayesiano; y RCME: raíz del cuadrado medio del error. Código de significancia: * <0.05, 

**<0.001 y ***<0.0001. 

 

En un segundo enfoque de ajuste del modelo de Wang y Tang, se observa que en los MEM a medida 

que se tiene una mejor corrección de la heteroscedasticidad en la distribución de los residuales; 

valor más cercano a la unidad en el parámetro relacionado a la función de varianza (ω), los valores 

de R2 incrementan, se hace más verosímil el modelo (AIC y BIC) y disminuyen las desviaciones 

(RCME, Sesgo y Residual) con respecto al enfoque de MCNL (Tabla 4). Por tal motivo, se eligió la 

estructura de MEM con la inclusión del efecto aditivo en el parámetro a0 como la mejor.  

En la Figura 1 se muestra la mejora en la distribución de lo residuales entre el ajuste por MCNL (a) 

y al incluir la estructura de tipo potencia en los MEM (c) en donde se puede observar que este 

procedimiento elimina la heteroscedasticidad común de este tipo de ajustes At-d. La prueba gráfica 

en la frecuencia de los residuos señala el cumplimiento de la normalidad (Figura 1b), mientras que, 

el valor aleatorio del parámetro 𝑎2 muestras variabilidad entre sitios (Figura 1d). 

Al combinar la derivada parcial del modelo de Wang y Tang (16: 0 = −
𝑎0∙𝐴𝑑

𝑎1∙𝑒
−
𝑎2

𝑑⁄ ∙𝑎1∙𝑒
−
𝑎2

𝑑⁄ ∙𝑙𝑛(𝐴𝑑)

𝑑
) 

con los valores de la matriz de varianza-covarianza (Tabla 4) y aplicar las cuatro propuestas de 

calibración, se obtiene que al emplear el diámetro mínimo y la dimensión de los dos árboles más 

gruesos de la parcela es donde se obtienen la mayor precisión de las estimaciones al emplear los 

MEM con una muestra independiente del ajuste (Tabla 5). En la Figura 2 también se observa que 

al agrupar las desviaciones por categoría diamétrica de las distintas calibraciones se obtuvo que el 

sesgo por estimación es más consistente que las demás formas de localización de los parámetros.  
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Tabla 4. Estadísticos de ajuste por modelos de efectos mixtos (MEM), precisión las distintas combinaciones de inclusión 

del efecto aleatorio en el modelo de Wang y Tang, y matriz de varianza-covarianza de cada análisis (vcov). 

Parámetro Estimación Error estándar Valor t R2 AIC BIC RCME Sesgo 

a0
ɸ 1.0438 0.124 8.45 0.920 1674 1702 0.785 0.006 

a1 0.9016 0.050 17.98      

a2 -3.5992 0.180 -19.94  vcov a0 a1 a2 

ω 0.9169    a0 0.0152 -0.0060 -0.0130 

DesEst 0.1006    a1 -0.0060 0.0025 0.0043 

Residual 0.1262    a2 -0.0130 0.0043 0.0325 
         

a0 1.7323 0.228 7.59 0.921 1669 1697 0.779 0.006 

a1
ɸ 0.6833 0.057 12.01      

a2 -4.0609 0.211 -19.28  vcov a0 a1 a2 

ω 0.8989    a0 0.0519 -0.013 -0.036 

DesEst 0.0507    a1 -0.013 0.0032 0.0076 

Residual 0.1296    a2 -0.036 0.0076 0.0442 
         

a0 1.1475 0.107 10.77 0.924 1608 1636 0.762 0.004 

a1 0.8972 0.039 23.23      

a2
ɸ -5.0646 0.404 -12.55  vcov a0 a1 a2 

ω 0.9555    a0 0.0113 -0.0040 -0.0080 

DesEst 1.2749    a1 -0.0040 0.0015 0.0004 

Residual 0.1123    a2 -0.0080 0.0004 0.1623 
 

Dónde: DesEst: desviación estándar del modelo. ω: valor de la función de varianza. ɸ: parámetro aleatorio del modelo. 

R2: coeficiente de determinación; AIC y BIC: Criterios de Información de Akaike y Bayesiano; y RCME: raíz del cuadrado 

medio del error. vcov: matriz de varianza-covarianza. Pr>|t| de todos los parámetros <0.0001. 

 

 
Figura 1. Distribución de residuales del modelo de Wang y Tang obtenidos por mínimos cuadrados 

no lineales (a: MCNL) y modelos de efectos mixtos (b: MEM); prueba de normalidad (c) y distribución 

de los valores aleatorios del parámetro a2 (d). 
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Tabla 5. Estimadores de precisión de la calibración del modelo. 

Calibración RCME (m) Sesgo (m) EM%A 

i 11.6794 10.2180 7.403 

ii 9.4058 7.3875 5.353 

iii 3.0562 1.3187 0.956 

iv 3.1114 0.7523 0.545 
 

Dónde: RCME: raíz del cuadrado medio del error; EM%A: error 

porcentual absoluto medio. 

 

 
Figura 2. Desviaciones por categoría diamétrica (CD) por método de calibración. 

 

 

DISCUSIÓN 

 

La variabilidad de los datos se atribuye a la edad múltiple de las plantaciones y calidad de estación 

en donde se establecieron, la densidad inicial y actual, ya que por hábitos de crecimiento la especie 

es tolerante a la sombra y no se presenta la muerte por competencia de manera temprana, además 

de que no todas las masas fueron intervenidas con un aclareo de 30% de forma homogénea y en el 

tiempo requerido (Turno técnico en altura: Incremento corriente anual = Incremento medio anual) 

por el índice de sitios diferenciado de cada una de ellas. 

El uso de modelos generalizados de At-d contribuye a incluir las distintas dinámicas de crecimiento 

de los rodales dentro de la modelación o la respuesta diferenciada de los tratamientos silvícolas 

aplicados, lo que no pueden ser representados dentro de los modelos locales At-d (Corral et al. 

2019). La inclusión de la Ad dentro de la estructura mejora los resultados y concuerda con lo 

mencionado por Uzoh (2017) donde esta variable es un indicador indirecto de la calidad de estación 

del sitio y es la menos afectada por la densidad; o bien puede ser sustituida por las etiquetas de 

índice de sitio al combinar la información con la edad de cada plantación (Mensah et al. 2018).  

La selección del mejor modelo difiere con lo señalado por Corral et al. (2019) donde mencionan que 

solo incluir la Ad en la relación At-d no es suficiente para describir la variabilidad dada por las 
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condiciones del sitio, pero en este trabajo combinar la inclusión del efecto aleatorio y la calibración 

se consideran suficientes para cubrir las diferencias en la relación alométrica At-d para los árboles 

establecidos como plantaciones forestales de Pinus leiophylla. Además, contrasta con lo referido por 

Bronisz y Mehtätalo (2020) los cuales señalan que se deberá de priorizar la inclusión de las variables 

inherentes al rodal que no tengan un costo adicional de tiempo y esfuerzo dentro de los modelos 

generalizados At-d como el dp, Ab, Dq o la N. Sin embargo, en este trabajo los modelos que incluían 

estas variables mostraban un 5% de menor explicación de la variabilidad muestral y valores de 

RCME mayores en un 26.6% con respecto al modelo de Wang y Tang que incluye la Ad, además, 

en México, medir la Ad es una variable común, lo que justifica su inclusión en el modelo, ya que no 

implicaría más esfuerzo del que ya se hace dentro de un inventario forestal tradicional.  

Los MEM mostraron una mejora tanto en la explicación de la variabilidad muestral (R2: 2.4%), 

estadísticos de ajuste (AIC y BIC de 24.5% en promedio) y en la precisión de las estimaciones con 

respecto al enfoque de MCNL (RCME y Sesgo: >14%), por ser una alternativa viable para 

representar satisfactoriamente las diferencias en la relación alométrica dadas por las distintas 

condiciones de crecimiento (Pinheiro y Bates 2013, Bronisz y Mehtätalo 2020). Además, este 

enfoque ayuda a superar el problema de dependencia de los datos, debido a las estructuras 

jerárquicas intrínsecas de los inventarios forestales. 

La elección de la muestra empleada para la calibración del modelo concuerda con lo señalado por 

Bronisz y Mehtätalo (2020) los cuales al evaluar empíricamente las estrategias de selección indican 

que los datos extremos del sitio son donde se obtienen los menores errores residuales y es más 

eficiente en la localización del parámetro aleatorio. Además, este enfoque permitió ajustar 

satisfactoriamente el valor de At estimado por unidad de muestreo, lo que permite ampliar la 

aplicabilidad de la expresión matemática seleccionada tal y como lo reportan Burkhart y Tomé 

(2012), Uzoh (2017) y Camacho et al. (2022) al emplear este enfoque de localización en distintos 

rodales de especies forestales.  

 

 

CONCLUSIONES 

 

El modelo generalizado altura total (At)-diámetro normal (d) de Wang y Tang que incluye como 

variable la altura dominante del sitio (Ad) fue eficiente para representar la variabilidad muestral 

de las plantaciones forestales comerciales de Pinus leiophylla Schl. & Cham. establecidas en la 

Comunidad estudiada. El enfoque de modelos de efectos mixtos (MEM) mostró mejor precisión en 

las estimaciones de la At mediante la reducción del sesgo implícito en la aplicación de modelo 

generalizado At-d de Wang y Tang. También fue eficiente en agrupar la variabilidad muestral por 

nivel de clasificación (Sitio) en la información empleada para el ajuste con respecto a mínimos 

cuadrados no lineales. La corrección de heterogeneidad de varianzas en los datos al incluir una 

estructura de potencia de la covariable en la modelación volvió más homocedástica los residuales 

del modelo propuesto. La calibración mediante la inclusión de los valores del diámetro mínimo y 

la dimensión de los dos árboles más gruesos de la parcela señaló que ajusta el valor del parámetro 
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aleatorio y es donde se obtiene la mayor precisión de las estimaciones al emplear los MEM de una 

muestra independiente del ajuste. Esto permite ampliar su aplicabilidad del ajuste propuesto. 
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