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Resumen. Como ensenar la demostracion y como se produce su aprendizaje
continta siendo un reto tanto para los investigadores en educacion matematica
como para los propios profesores. Aunque las practicas demostrativas estan
presentes en las clases de matematicas en la etapa de secundaria, los estudian-
tes que acceden a titulaciones universitarias siguen mostrando grandes dificul-
tades para desarrollar demostraciones con el grado de formalidad que se
espera de la formacion superior. El objetivo de este trabajo es analizar los signi-
ficados personales sobre la demostracion de estudiantes que acceden a los
grados de fisica y matematicas en una universidad argentina. Aplicamos el
modelo de Toulmin y las herramientas tedrico-metodologicas del Enfoque Onto-
semidtico para caracterizar qué dificultades se encuentran, qué tipos de demos-
traciones desarrollan y cuales son los niveles de formalizacién logrados. Los
resultados de sus producciones muestran, por un lado, el predominio de argu-
mentaciones no deductivas y la escasa presencia de demostraciones formales;
por otro el avance en la comprension y desarrollo de demostraciones de un mayor
nivel de formalizacion, con la puesta en comun y la discusion grupal.
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Abstract. Teaching proof and how its learning occurs continues to be a challenge
for both mathematics education researchers and teachers themselves. Although
demonstrative practices are present in high school mathematics classes, students
entering university degree programs still show significant difficulties in
developing proofs to the level of formality expected in higher education. The
objective of this work is to characterize the personal meanings of proof for
students entering physics and mathematics programs at an Argentine university.
We apply the Toulmin model and the theoretical-methodological tools of the
Ontosemiotic Approach to analyze the difficulties encountered, the types of
proofs developed, and the levels of formalization achieved. The results of their
productions show, on the one hand, the predominance of non-deductive
arguments and the limited presence of formal proofs; on the other hand, progress
in the understanding and development of proofs of a higher level of formalization
through group sharing and discussion.

Keywords: higher education, mathematical proof, algebrization levels, Toulmin
model, ontosemiotic approach.

1. INTRODUCCION

Demostrar es una parte indispensable del quehacer matematico, por lo que un
objetivo fundamental de la ensenanza de las matematicas debe ser que los
estudiantes produzcan, comprendan y aprecien las demostraciones participando
en practicas demostrativas a lo largo de su educacion (Stylianides y Stylianides,
2017; Weber et al, 2020).

Si bien en la comunidad de matematicos se comparte el significado de
demostracién matematica, entendida de un modo riguroso y absoluto (Godino
y Recio, 2001), esto no ocurre entre los educadores matematicos (Stylianides et
al, 2016), para los que la definicion de demostracion debe tener en cuenta el
contexto en el que se utiliza, el grado de formalidad con el que se emplea y las
restricciones de la propia disciplina (Stylianides et al, 2022). Esto lleva a recono-
cer la importancia de otras formas de aproximarse a la demostracion con
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distintos grados de formalidad y estructuras diferentes tales como justificacion,
validacion, explicacion, prueba y especialmente, la argumentacion (Alfaro-Car-
vajal et al, 2019; Balacheff, 2000; Godino y Recio, 2001; Pedemonte y Balacheff,
2016; Stylianides et al, 2016; Stylianides et al, 2017).

El papel de la demostracion en la ensenanza y aprendizaje de las matema-
ticas y la complejidad intrinseca a este mega-proceso, hace imprescindible que
el profesor de matematicas sea consciente sobre qué entienden los estudiantes
por demostrar en matematicas y qué dificultades encuentran en esta tarea. De
esta forma podran encontrar elementos de convergencia para apoyar el com-
promiso de los estudiantes con la practica demostrativa (Alfaro-Carvajal et al,
2019; Stylianides y Stylianides, 2022). Puesto que, en contextos escolares, la
nocion de demostracién se abre a argumentaciones deductivas informales y a
argumentaciones no deductivas (Godino y Recio, 2001), diversos autores se han
preocupado por caracterizar las diferentes maneras de argumentar que se mani-
fiestan en el aula (Alfaro-Carvajal et al, 2019; Arce y Conejo, 2019; Canadas,
2007; Inglis y Mejia-Ramos, 2005; Inglis et al, 2007; Juthe, 2005; Molina y Sam-
per, 2019; Molina et al, 2019; Soler-Alvarez y Manrique, 2014). En su mayoria,
estos trabajos adoptan el modelo de Toulmin (2003) para categorizar las argu-
mentaciones propuestas por estudiantes ante diferentes tipos de tareas, obser-
vando predominio de argumentaciones inductivas, abductivas, analdgicas o
plausibles, que, si bien no son las pretendidas institucionalmente para validar
de manera general el conocimiento matematico, son fundamentales en los
procesos de experimentacion y elaboracion de conjeturas.

Las investigaciones que analizan las dificultades de los estudiantes en los
procesos de comprension y desarrollo de demostraciones insisten en que
muchas de estas limitaciones vienen motivadas por las diferencias existentes
entre las demostraciones desarrolladas a nivel escolar y las desarrolladas en
el nivel universitario (Chacon, 2009; Lew y Mejia-Ramos, 2019; Nagel et al, 2018,
Rocha, 2019; Stylianides y Stylianides, 2017; Stylianides et al, 2017).

Para Stylianides y Stylianides (2017) aceptar en un nivel educativo una forma
argumentativa que se va a rechazar después en un nivel superior, supone un
obstaculo para el alumnado, al que se le exige que rompa con ideas previas
sobre lo que es una demostracion matematica. La distancia estructural entre las
argumentaciones informales y la argumentacion deductiva que rige una demos-
tracion formal motiva que estudiantes de nivel universitario carezcan de las
competencias necesarias para elaborar demostraciones con éxito, bien porque
no dan sentido a enunciados con una estructura logica compleja o no logran
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identificar argumentos invalidos (Stylianides et al, 2017). Nagel et al. (2018)
reconocen que la ausencia de demostraciones formales en el nivel secundario
obliga a los estudiantes a superar diversas barreras para sobrellevar con éxito
las demostraciones en la entrada al nivel universitario. Asi, se les exige de
manera prematura desarrollar habilidades avanzadas de razonamiento mate-
matico para desenvolverse en las practicas demostrativas, cuando estan empe-
zando a aprender la estructura de la demostracion (Nagel et al, 2018). Al
comienzo de la etapa universitaria, los estudiantes no estan familiarizados con
el lenguaje formal (Rocha, 2019) ni con las convenciones de la escritura de
las demostraciones matematicas (Lew y Mejia-Ramos, 2019). Finalmente, pre-
sentar de manera extrema las matematicas como producto axiomatico-deduc-
tivo, motiva que estudiantes puedan desanimarse al verse empujados a un
nivel con excesiva formalidad (Chacén, 2009).

Aunque estas investigaciones dan cuenta de la complejidad que entrana el
estudio de la demostracion matematica en diferentes etapas educativas, no han
abordado, sin embargo, el origen de las dificultades que encuentran los estudian-
tes o los tipos de demostraciones que logran desarrollar a partir del analisis de
los significados pragmaticos, es decir, en términos de los objetos y procesos que
intervienen en las practicas demostrativas y su grado de generalidad. Un primer
avance se ha llevado a cabo en trabajos que toman el Enfoque Ontosemiético (EOS)
del conocimiento y la instruccién matematicos (Godino et al, 2019) como marco
de referencia para analizar la actividad matematica implicada en la demostracion
(Godino y Recio, 2001; Markiewicz et al, 2021; Molina et al, 2019; Recio y Godino,
2001). En particular, en Markiewicz et al. (2021) se analizan los objetos y procesos
que emergen en las practicas argumentativas logradas por estudiantes del ultimo
ano de la escuela secundaria. Las autoras determinan los niveles de algebrizacion
(Godino et al, 2015) donde se sittan dichas practicas y los conflictos semidticos
que obstaculizan el avance hacia la argumentacion deductiva pretendida en la
universidad. Esta investigacién permite constatar ciertas distancias entre las pruebas
logradas por estudiantes del ultimo ano de la escuela secundaria y las pretendidas
en el nivel superior, dando cuenta de la necesidad de revisar las practicas que
se desarrollan en cada ambito, con el fin de avanzar en una mayor articulacion
entre ambos niveles educativos.

El analisis de las practicas, objetos y procesos y del nivel de generalidad se
ha mostrado como una herramienta potente para caracterizar conocimientos
institucionales o personales y analizar dificultades en distintos contenidos mate-
maticos y etapas educativas (Burgos y Godino, 2020; Gaita et al, 2023; Godino
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et al, 2014; entre otros). En linea con estos trabajos, nos proponemos caracteri-
zar los significados personales sobre la demostracion en estudiantes al inicio
de la educacion superior, a partir del analisis de sus practicas matematicas. Para
cumplir este objetivo abordamos las siguientes cuestiones de investigacion:

» (Qué estrategias argumentativas ponen de manifiesto los estudiantes en
el ingreso al nivel superior?

» (Cudles son los niveles de razonamiento algebraico identificados en sus
practicas matematicas?

« (Cudles son las dificultades que ponen en evidencia ante una situacion
que requiera justificar o demostrar?

En las practicas demostrativas se pueden identificar diferentes niveles de razo-
namiento algebraico (Godino et al, 2014), es decir, diferentes grados de gene-
ralidad de los objetos implicados, de los lenguajes usados y del calculo
analitico que se realiza con dichos objetos. Esto permite una categorizacion mas
profunda de los significados personales puestos en juego y facilita una nueva
mirada a las dificultades encontradas por los estudiantes.

2. FUNDAMENTACION TEORICA

En esta seccion se describen los elementos esenciales del EOS como marco teo-
rico utilizado en el diseno, implementacion y evaluacion de la investigacion, asi
como los diferentes tipos de argumentacion con base en el modelo de Toulmin.

2.1. EL ENFOQUE ONTOSEMIOTICO DEL CONOCIMIENTO Y LA INSTRUCCION
MATEMATICOS

El EOS entiende las matematicas como una actividad de las personas impli-
cadas en la solucion de cierta clase de situaciones e interpreta el significado
pragmatico de los objetos matematicos en términos de los sistemas de prac-
ticas operativas y discursivas que se ponen en juego en la solucion de dichas
situaciones (Godino et al, 2019) por una persona (significado personal) o insti-
tucion (significado institucional). El aprendizaje tiene como finalidad la apropia-
cion por los estudiantes de los significados institucionales que le permitan
afrontar la solucion de determinados problemas y desarrollarse como persona.
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Las dificultades y limitaciones de aprendizaje se interpretan en el EOS como
disparidades o desajustes entre el significado manifestado por un sujeto y el
significado institucional de referencia.

Significado pragmdatico

Se considera prdctica matemdtica a toda actuacion o expresion realizada por
alguien para resolver problemas matematicos, comunicar a otros la solucién
obtenida, validarla o generalizarla a otros contextos. En estas practicas intervie-
nen objetos matemadticos entendidos como entidades que pueden ser separadas
o individualizadas segun su naturaleza y funcion. Pero, ademas de por su “estruc-
tura” (los objetos), la actividad matematica queda caracterizada por su “funciona-
miento” (como interactuan los objetos), lo que lleva a hablar de procesos
matemadticos concediéndole una perspectiva dinamica (Font et al, 2010). Asi, los
diferentes tipos de objetos matematicos primarios: lenguajes, conceptos, propo-
siciones, argumentos, procedimientos y situaciones-problemas, emergen por
medio de los respectivos procesos de comunicacion, definicion, enunciacion,
argumentacion, algoritmizacion y problematizacion.

Por otro lado, estos objetos primarios pueden ser considerados desde cinco
dimensiones duales, lo que lleva a la siguiente tipologia de objetos secundarios:
ostensivos (publicos) - no ostensivos (ideales); extensivos (particulares) - inten-
sivos (generales); significantes (expresion) - significados (contenido) (anteceden-
tes o consecuentes de una funcion semidtica); unitarios (considerados como un
todo previamente conocido) - sistémicos (sistemas formados por distintos com-
ponentes); personales (sujetos individuales) - institucionales (compartidos en
una institucion). Tanto los objetos primarios como los secundarios se pueden
considerar desde la perspectiva proceso-producto, lo que permite distinguir tipos
de procesos matematicos primarios (aquellos de los que emergen los objetos
primarios) y secundarios (de los que emergen los objetos secundarios).

El reconocimiento explicito de tales objetos y procesos permite anticipar con-
flictos semidticos potenciales o efectivos entendidos como cualquier disparidad
o discordancia entre los significados atribuidos a una expresion por dos sujetos
(personas o instituciones) en interaccién comunicativa (Godino et al, 2007).
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Modelo de razonamiento algebraico elemental

El modelo de los niveles de razonamiento algebraico elemental (RAE) desarro-
llado en el EOS (Godino et al, 2014; Godino et al, 2015) describe la actividad
matematica en términos del grado de generalidad y formalizacion de los objetos
y procesos matematicos implicados, facilitando un analisis microscopico de las
practicas y, por tanto, de los significados, institucionales o personales (Godino y
Burgos, 2017) que se ponen en juego en el estudio de la demostracion.

Los criterios para delimitar los niveles estan basados en los objetos (relacio-
nes binarias, operaciones y sus propiedades, funciones y estructuras) y represen-
taciones usadas, el grado de generalidad o intension y el calculo analitico que
se pone en juego en la actividad matematica. Ademas, el reconocimiento de la
naturaleza algebraica en las practicas matematicas viene ligado a la identifica-
cion de los procesos de generalizacion, unitarizacion, representacion y calculo
analitico. Mientras que, a través de un proceso de generalizacion se obtiene un
objeto intensivo (regla que genera la clase), como resultado de un proceso de
particularizacion se obtiene un objeto extensivo (particular). Una coleccion finita
simplemente enumerada no se considera como un intensivo hasta el momento
en que el sujeto muestra el criterio que se aplica para delimitar los elementos
constituyentes del conjunto. En este momento el conjunto pasa a ser una entidad
unitaria emergente del sistema, es decir, ademas de la generalizacion ocurre un
proceso de unitarizacion. Esta nueva entidad unitaria debe ser materializada
para que pueda participar de otras practicas, procesos y calculos mediante pro-
cesos de representacion y transformacion (Godino et al, 2014). En concreto, los
niveles de RAE son:

* Nivel 0 (N0). Se distingue por la ausencia de algebrizacién; se opera con
objetos intensivos de primer grado de generalidad usando lenguajes natu-
ral, numérico, icénico o gestual.

* Nivel 1 (N1). Involucra objetos intensivos de sequndo grado de generalidad
(clases de intensivos de grado uno), propiedades de la estructura algebrai-
ca de Ny la igualdad como equivalencia. La generalidad se reconoce de
manera explicita mediante los lenguajes natural, numérico, iconico o ges-
tual. Pueden intervenir simbolos que refieren a los intensivos reconocidos,
pero sin operar con estos.

* Nivel 2 (N2). Se usan representaciones simbolico-literales para referir a
objetos intensivos reconocidos ligados a la informacion y contextual; en
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tareas funcionales se reconoce la generalidad, pero no se opera con las
variables para obtener formas canonicas de expresion.

* Nivel 3 (N3). Los simbolos se emplean de forma analitica. Se realizan
operaciones con indeterminadas o variables y se formulan de manera
simbolica y descontextualizada reglas canonicas de expresion de funciones
y patrones.

* Nivel 4 (N4). Primer encuentro con parametros y coeficientes variables que
implica la funcion parameétrica, esto es, la funcion que asigna a cada valor
del parametro una funcién o ecuacion especifica. Se opera con coeficien-
tes variables, pero no con parametros.

* Nivel 5 (N5). Tratamiento de parametros. Se realizan calculos analiticos en
los que intervienen uno o mas parametros, junto con otras variables.

* Nivel 6 (N6). Introduccion de algunas estructuras algebraicas (como la de
espacio vectorial o grupo) y el estudio del algebra de funciones.

Reconocer diferentes grados de generalidad y formalizacion en las practicas que
implican demostracion permite definir significados parciales y establecer rela-
ciones jerarquicas entre ellos en funcion de su complejidad e interdependencia.

Configuracion didactica y hecho diddctico significativo

En el EOS se introduce la nocion de configuracion diddctica como cualquier
segmento de actividad didactica comprendido entre el inicio y la finalizacién de
la resoluciéon de una tarea determinada. Contempla las acciones de los estu-
diantes y del profesor, asi como los medios planificados o usados para abordar
el estudio conjunto de la tarea a proposito de los objetos y procesos matemati-
cos que involucra (Godino et al, 2020).

En el transcurso de una configuracion didactica, pueden ocurrir hechos
didacticos que interesa analizar, entendidos como cualquier acontecimiento que
tiene un lugar y un tiempo en los procesos de instruccion matematica y que se
considera una unidad. En particular, se considera un hecho diddctico significa-
tivo (HDS) cuando las acciones o practicas didacticas que lo componen desem-
penan una funcion o admiten una interpretacién con relacion al objeto
instruccional pretendido. La significatividad se puede entender desde la pers-
pectiva del docente, del alumno, o bien desde un punto de vista externo al sis-
tema didactico, constituido por el sujeto que ha realizado el estudio preliminar
y el diseno instruccional.
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2.2. DEMOSTRACION, ARGUMENTACION Y EL MODELO DE TOULMIN

Se proporcionan las definiciones adoptadas en este trabajo de argumentacién
y demostracion y se decribe el modelo de Toulmin para el analisis de la actividad
argumentativa.

Consideramos la argumentacion como “un proceso colectivo o individual
que, de acuerdo con reglas compartidas, apunta a una conclusion mutuamente
aceptable acerca de la veracidad o falsedad de una asercién” (Molina et al, 2019,
p. 95). A partir de un proceso de argumentacion se desarrollan acciones propias
del quehacer matematico, tales como, inducir, proponer analogias, abducir pro-
piedades de hechos empiricos para la formulacion de conjeturas, proveer prue-
bas deductivas de hechos previamente conjeturados y comunicar los resultados
obtenidos (Molina y Samper, 2019).

En relacién con la demostracion, desde el punto de vista de la educacion
matematica, es fundamental adoptar una postura sobre la demostracion que,
ademas de respetar la integridad matematica, la concepcion de demostracion
considere el papel de la comunidad del aula, pues las demostraciones deben
tener sentido para los estudiantes en el contexto educativo en el que se insertan
(Larios-Osorio et al, 2018; Stylianides et al, 2017). Asi, consideramos la demos-
tracién como un tipo de argumentacion en matematicas que tiene las siguien-
tes caracteristicas (Stylianides et al, 2017):

a) Utiliza un conjunto de aserciones aceptadas como verdaderas y que estan
disponibles para la comunidad de aula sin mas justificacion.

b) Se usan modos de argumentacion validos y conocidos por la comunidad
0 que estan dentro de su alcance conceptual.

¢) Se comunica con formas de expresion apropiadas, conocidas o dentro del
alcance conceptual de la comunidad de aula.

Asi, una demostracion es una argumentacion en matematicas, pero no toda
argumentacion es una demostracion. Ademas, Stylianides et al. (2017) distinguen
entre la demostracion entendida como producto, es decir, una secuencia conec-
tada de afirmaciones, y como proceso que implica acciones en la busqueda de
una conclusiéon a favor o en contra de una afirmacion matematica. En estas
acciones pueden estar implicadas actividades precursoras de la demostracion,
tales como, conjeturar mediante el uso de ejemplos, analogias, induccion,
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abduccion, entre otros, esenciales para el aprendizaje de los escolares (Larios-Oso-
rio et al, 2018; Marmolejo y Moreno, 2021; Stylianides et al, 2022).

Como hemos mencionado, diferentes autores han tomado el modelo de Toulmin
(2003) para caracterizar las argumentaciones que se manifiestan en las clases de
matematicas, documentar las dificultades que encuentran los estudiantes con la
demostracion y analizar como progresa el aprendizaje (Arce y Conejo, 2019;
Molina y Samper, 2019; Molina et al, 2019; entre otros). Tanto Arce y Conejo
(2019) como Soler-Alvarez y Manrique (2014) emplean la idea de razonamiento
de Peirce, quien lo entiende como un proceso mediante el cual se llega a una
conclusion a partir de unas premisas, y conduce a un conocimiento verdadero
para quien razona. Teniendo en cuenta esa concepcién, Soler-Alvarez y Manri-
que (2014) afirman que un razonamiento para Peirce se puede considerar un
tipo de argumento segun Toulmin (2003). Por otro lado, desde la perspectiva
pragmatica del EQS se entiende el razonamiento como un sistema de acciones
(practicas operativas y discursivas) que involucran un proceso de argumentacion.

Desde un punto de vista cognitivo, las relaciones entre razonamiento y argumenta-
cion son las que se establecen entre un constructo y sus indicadores empiricos.

[El razonamiento] como actividad intelectual que no puede reducirse meramente a
la manipulacién de informaciones, da origen a las practicas argumentativas, perso-
nales o institucionales, que constituyen su dimension ostensiva y comunicacional.
Al mismo tiempo, el razonamiento se desarrolla por medio de dichas practicas, de
modo que el estudio del razonamiento esta constitutivamente ligado al estudio de la
argumentacion. (Godino y Recio, 2001, p. 406)

Toulmin (2003) estudio el funcionamiento de los argumentos a fin de comprobar
como se relaciona su validez con su estructura, teniendo en cuenta la forma légica
involucrada en cada argumento. Siguiendo a este autor, entendemos por argumen-
to un discurso oral o escrito producto de un proceso de argumentacién compuesto
por tres elementos basicos: conclusién (se manifiesta una afirmacién u opinion cuyo
valor se estd tratando de establecer), datos (permiten apoyar la afirmacion realizada,
la conclusion) y garantia (posibilita que el paso de los datos a la conclusion sea
legitimo, ya que, permite conectarlos mediante una justificacion a partir de infe-
rencias basadas en reglas generales, principios, enunciados). Toulmin también
considera tres elementos auxiliares que permiten describir un argumento: res-
paldo (otras certezas que soportan la garantia), calificativo modal (grado de
fuerza o de probabilidad conferida por la garantia que acompana a la
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conclusion) y refutaciones (condiciones de excepcion en las que la garantia se
podria anular) (figura 1).

El objetivo de Toulmin fue proporcionar un modelo que sirviera para analizar
argumentos en general y no solo deductivos (Pedemonte y Reid, 2011), por lo
que sera de especial utilidad en este trabajo.

modal
Garantia
Respaldo

Figura 1. Esquema argumentativo seguin Toulmin (2003, p. 141).

Refutacion

A continuacion, caracterizaremos con base en el modelo de Toulmin las argu-
mentaciones mas relevantes para este trabajo: abductiva, inductiva, deductiva,
analdgica y plausible.

En el argumento que surge en una argumentacion abductiva, un hecho
observado (conjetura) acttia como conclusion, y se propone una posible expli-
cacion que lo justifique a partir de posibles datos, una garantia y un respaldo
(Arce y Conejo, 2019). La garantia actiia como una regla hipotética que provie-
ne de una exploracién empirica o de una regla aceptada dentro de una explo-
racion tedrica (Molina y Samper, 2019). Esta respaldada por un enunciado o una
teoria matematica de la cual podria derivarse la garantia.

L.a argumentacién inductiva parte de la evidencia empirica sobre casos particu-
lares para concluir una afirmacion matematica general, por lo que, el proceso de
generalizacion desempena un papel fundamental. Siguiendo el modelo de Toulmin
(2003), en el argumento que surge, los datos corresponden a verificaciones en casos
particulares de la conclusion y la garantia esta respaldada por la verificacion de la
conclusion en esos casos concretos, aunque es insuficiente para inferir la validez
de la conclusion. Por esto, se deriva de forma plausible y provisional un enunciado
general (conclusién) (Arce y Conejo, 2019; Molina et al, 2019).

La argumentacion deductiva se produce generalmente en los procesos de
demostracion de conjeturas, siendo la Unica que permite validar conocimiento en
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matematicas, irrefutable a excepcion de que existan cambios en el sistema axioma-
tico de partida. En el argumento emergente de esta argumentacion se aplica una
proposicion general conocida (garantia) a unos datos dados para obtener la con-
clusion. A su vez, la garantia esta respaldada por una teoria matematica que hace
que la misma sea valida. (Arce y Conejo, 2019; Molina et al, 2019).

Soler-Alvarez y Manrique (2014) e Inglis et al (2007) consideran el uso de
contraejemplos como argumentaciones deductivas. Soler-Alvarez y Manrique (2014)
los caracterizan a partir del modelo de Toulmin (2003), tomando como dato al
caso no valido 3y: (P(y) A =Q(y)), como garantia la regla general Vx: (P(x) =
Q(x)), como respaldo la equivalencia logica Vx: (P(x) = Q(x)) < —3y: (P(y)
A =Q(y)) y como conclusion, el no cumplimiento de la regla general.

En el argumento analogico producto de una argumentacion analogica se
obtiene una conclusion a partir de premisas en las que se establece una analogia
0 comparacion entre elementos o conjuntos de elementos distintos (Canadas,
2007). Para Juthe (2005) un buen argumento por analogia es aquel en el que:
el contenido de los datos y la conclusion estan adecuadamente relacionados;
los datos son verdaderos, probables o fiables; la prueba adecuada de la conclu-
sion es una analogia correcta enunciada en uno o varios datos.

En estas argumentaciones, la garantia corresponde a la relacion entre un
hecho conocido vy el caso que se esta estudiando (Soler-Alvarez y Manrique,
2014). El respaldo hace referencia a la analogia entre los dominios donde se
desarrolla la argumentacion, aunque no proporciona ciertamente un respaldo
para las garantias pues no las justifica (Marraud, 2007). Se infiere de manera
plausible la conclusion (conjetura).

Las argumentaciones plausibles son definidas por Polya (1954) como aquellas
que permiten observar, relacionar, buscar regularidades, elaborar conjeturas que
parecen acertadas, examinar su validez, contrastarlas y reformularlas para obtener
nuevas hipotesis susceptibles de ser puestas a prueba. Como asegura este autor,
una buena parte de nuestra confianza en las demostraciones puede proceder de
estos argumentos. Si bien pretenden guiar hacia lo que probablemente es verdad
—sin que necesariamente se haya terminado o sea cierto— no permiten probar la
validez del conocimiento matematico en cuestion (Canadas, 2007).

De acuerdo con Inglis y Mejia-Ramos (2005), entenderemos al argumento que
da lugar una argumentacion plausible como aquel en el que, a partir de consi-
derar la evidencia, la garantia, el respaldo y la conclusion se intenta decidir por
uno mismo el calificativo modal (especifica la fuerza de la asercién, expresando
el grado de confianza en la tesis) con el cual uno completaria el argumento.
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En la practica escolar, el modelo de Toulmin (2003) usado por autores como
Soler-Alvarez y Manrique (2014) o Arce y Conejo (2019) permite esclarecer las
partes en las que se puede descomponer una practica argumentativa, poniendo
al descubierto las relaciones logicas vy, por ende, la estructura (Soler-Alvarez y
Manrique, 2014). Una vez reconocida la estructura de dicha practica (el tipo de
estrategia argumentativa), el analisis de los niveles de algebrizacion, permite
tomar conciencia de la naturaleza de los objetos y procesos emergentes.

3. METODOLOGIA

Se trata de una investigacion descriptiva de enfoque mixto: cualitativa, pues per-
mite describir e interpretar las competencias y dificultades de estudiantes con
la demostracién matematica y cuantitativa, pues facilita el tratamiento de los
datos a través de la categorizacion, medicion y descripcion de las caracteristicas
y los perfiles del grupo de participantes. Empleamos el analisis de contenido
(Cohen et al, 2011) de los informes de los estudiantes, apoyado en las categorias
del EOS (practicas, objetos y procesos, niveles de RAE, conflictos semioticos). La
primera autora de este trabajo realizo el andlisis a priori de la tarea de evalua-
cién (resolucion, descripcion de las practicas, objetos, procesos, niveles de RAE e
identificacion de potenciales conflictos), que fue después revisado y completado
(cuando fue necesario) por la segunda autora. A continuacién, ambas realizaron
de manera independiente el analisis descriptivo de los informes de los estudiantes
y finalmente de manera conjunta discutieron sus discrepancias, acordando las
categorias resultantes del analisis, en un proceso ciclico e inductivo, caracteristico
de la investigacion cualitativa. De igual forma, las investigadoras consensuaron
los criterios de pertinencia de las respuestas de los estudiantes.

3.1. CONTEXTO Y PARTICIPANTES

Los participantes del estudio fueron un grupo de 31 estudiantes de ingreso en el
primer curso universitario de las carreras de grado Profesorado y Licenciatura en
Matematicas y Licenciatura en Fisica en la Universidad Nacional de Rio Cuarto
(Argentina) en el ano 2023. El nivel de desempeno en matematicas de estos
estudiantes era estandar segun los resultados de los cursos de nivel secundario.

La implementacion se llevo a cabo durante la primera clase de las activida-
des del ingreso en la asignatura Matematica Discreta que comparten estos
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estudiantes (actividades desarrolladas a lo largo de un mes para iniciar al
alumnado en los contenidos de la asignatura), por lo que no hubo un proceso
formativo previo (los conocimientos disponibles de los estudiantes fueron los
estudiados en educacion secundaria). La docente a cargo de la asignatura pro-
porciono el problema a los estudiantes para que lo resolvieran de forma indivi-
dual. Cuando los estudiantes manifestaron haberlo finalizado, se llevd a cabo
la puesta en comun de la solucion a los tres primeros items, con la intencion
de discutir las estrategias argumentativas empleadas y su adecuacion para
validar de manera general el conocimiento implicado.

3.2. INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE DATOS Y ANALISIS A PRIORI

En este trabajo mostramos el andlisis de los resultados obtenidos en uno de
los problemas propuestos (figura 2) que involucra la demostracion de diversas
propiedades matematicas, en un contexto aritmético-algebraico cercano a los
conocimientos esperados de los estudiantes. Escogimos este problema teniendo
en cuenta, por un lado, los contenidos expuestos en las directrices curriculares
de los ultimos cursos de educacion secundaria, considerando que los estudian-
tes acababan de ingresar al nivel universitario. Por otro lado, acordamos con la
profesora que impartia la asignatura Matematica Discreta el contexto matematico
del problema, teniendo en cuenta los contenidos que se abordarian en la misma.

En cada caso, justifica tu respuesta.

a) Si se suman tres nimeros naturales consecutivos cualesquiera, ¢el resultado es siempre un
multiplo de 3?

b) Si se suman cinco nimeros naturales consecutivos cualesquiera, ;el resultado es siempre
multiplo de 57

¢) ;Cudndo serd cierto que, si se suman & numeros naturales consecutivos cualesquiera, el
resultado es multiplo de £?

d) El resultado de la suma de cinco numeros naturales que tienen distinto resto al dividirlos por
cinco, ;es un multiplo de cinco?

Figura 2. Problema propuesto. Fuente: items a y b tomados de Sessa (2005, p. 113), item ¢
adaptado de Sessa (2005, p. 113), item d adaptado de Quercia et al. (2014, p.752)
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La tarea perseguia la puesta en juego de diversos objetos matematicos (ntime-
ros naturales consecutivos, multiplos, numeros impares, propiedades de la suma
y multiplicacién en N, propiedades de la division entre naturales y del resto de la
division) y de procesos como la exploracion de diferentes ejemplos, la busqueda de
contraejemplos, el planteamiento de conjeturas y la propuesta de alguna demos-
tracion que permita validar dichas conjeturas. En el caso del item ¢), si bien no se
esperaba una excesiva formalidad en la demostracion de la doble generalizacion
involucrada distinguida en Sessa (2005) (comienzo de la suma por cualquier
numero natural y cualquier cantidad de sumandos implicados), si era previsible
que desarrollen algun tipo de argumentacién menos sofisticada. A continuacion,
se presentan las soluciones expertas a los diferentes apartados del problema,
identificando potenciales conflictos semidticos por parte de los estudiantes.

En la tabla 1 se incluye la configuracion ontosemidtica de la solucion al
primer apartado, como ejemplo del tipo de analisis realizado de las practicas
esperadas. Por limitaciones de espacio, en las siguientes consignas solo se
incluyen las practicas matematicas que conducen a la solucion experta.
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Tabla 1. Configuracion ontosemidtica apartado a)

Secuencia de practicas, objetos y procesos

Practica elemental 1. La suma de tres naturales consecutivos se puede representar porm + (m + 1) +
(m + 2), con m € N, fijo pero arbitrario.

Intencionalidad

Objetos

Procesos

Atribuir significado
a la suma de tres
naturales
consecutivos
cualesquiera como
m+m+1)+
(m+2), conme
N, identificando la
generalidad del
natural m.

Conceptos: nimeros naturales, suma,
numeros naturales consecutivos.
Lenguajes: natural, simbdlico.
Procedimientos: representar la suma de
tres naturales consecutivos en lenguaje
simbdlico.

Propiedad disponible:
(m+2)=(m+1)+1lesel
consecutivo de m + 1.

Representacion: la expresion ‘suma de
tres naturales consecutivos cualesquiera”
se traduce de manera simbdlica como
m+(m +1)+ (m+2), conmeN.
Se representa con m a un natural fijo
pero arbitrario.

Generalizacion: tomar m como un
natural concreto pero arbitrario.
Significacion: interpretar, por ejemplo,
m + 1 como el consecutivo de m.
Idealizacién: el ostensivo m + (m + 1)
+ (m + 2) evoca la suma de tres
naturales consecutivos cualesquiera.
Reificacion: se sintetiza la suma de tres
naturales consecutivos en la expresion
unitaram+ (m+ 1) + (m + 2).

Practica elemental 2. Aplicando las propiedades asociativa y conmutativa de la suma en N y agrupando
términos semejantes en la expresion anterior, se obtiene m + (m + 1) + (m + 2) = 3m + 3. Por la

propiedad distributiva en N, se obtiene que 3m + 3 =3 X (m + 1), que es multiplo de 3, ya que, m +
1 € N por cierre de la suma en N.

Intencionalidad

Objetos

Procesos

Reescribir la
expresion
m+m+1)+
(m + 2) como un
multiplo de 3.

Conceptos: nimeros naturales, suma,
producto, multiplo.

Lenguajes: natural, simbolico.
Procedimientos: Simplificar la expresion
m+ (m+ 1) + (m + 2) hasta obtener
3m + 3. Extraer factor comun para
obtener 3 x (m + 1).

Propiedades disponibles (PD):

PD1. Asociativa de la suma en N.

PD2. Conmutativa de la suma en N.
PD3.Distributiva del producto respecto a
la suma en N.

PD4. Cierre de la suma en N.
Proposiciones emergentes (PE):
PELm+m+1)+(m+2)=3m+3.
PE2:3m+3=3x(m+1)
Argumentos: basados en las propiedades
disponibles y la definicion de muiltiplo.

Idealizacién y representacion: asociados
al calculo sintactico para expresar m +
(m+1)+ (m+2)como3m+3y
3m+ 3 como3x (m+1).
Reificacion: los simbolos que participan
del calculo sintactico se desprenden de
los objetos a los que representan para
participar de transformaciones.
Descomposicion: los objetos son
tratados como sistémicos para
interpretar que 3 X (m + 1) es
multiplo de 3.

Idealizacion: el ostensivo 3 X (m + 1)
evoca un multiplo de 3.

Significacion: interpretar que 3 X (m +
1) es multiplo de 3y que m+ 1 es un
numero natural.
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Practica elemental 3. Por tanto la suma de tres naturales consecutivos cualesquiera es multiplo de 3.

Intencionalidad Objetos Procesos
Declarar la verdad ~ Conceptos: nimeros naturales, suma, Generalizacion: partir de un natural dado
de la proposicion.  numeros naturales consecutivos, arbitrario m y generalizar para todo
multiplo. natural.
Lenguaje: natural. Reificacion: los objetos y procesos

Proposicion emergente: la suma de tres  previos constituyen una nueva entidad
naturales consecutivos cualesquiera es  unitaria reconocida como la proposicion

un multiplo de 3. demostrada.
Argumentos: basados en la secuencia Idealizacion: el resultado de las practicas
de practicas elementales 1) a 2). anteriores se desmaterializa para ser

interpretado como solucién al problema.

El analisis ontosemidtico permite identificar como conflictos semidticos poten-
ciales: traducir la expresion “suma de tres naturales consecutivos cualesquiera”
de manera simbdlica; evocar con un ostensivo como m un natural concreto pero
arbitrario; considerar los objetos como sistémicos para interpretar que
3 X (m+ 1) es un multiplo de 3y m + 1 es un natural; considerar el caracter
general de la regla por haber tomado m como natural, aunque arbitrario pero
concreto; entre otros.

En la figura 3 presentamos el esquema argumentativo segun Toulmin para
la solucion experta del primer apartado del problema.

Datos Conclusion
m+(m+1)+(m+2)= » m+(m+1)+(m+2)
3x(m+1),conmeN es multiplo de 3
Garantia

El triple de cualquier natural es multiplo de 3
[
Respaldo
Concepto de multiplo. Propiedades asociativa y conmutativa de la
suma en N. Propiedad distributiva en N. Cierre de la suma en N.

Figura 3. Modelo de Toulmin para la solucion experta apartado a).
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En la solucion experta del apartado ¢) (Figura 4) los conflictos semio6ticos que
anticipamos se reflejan en dificultades para traducir de manera simbdlica ciertas
expresiones como, ‘si se suman k naturales consecutivos, el resultado es multiplo
de k siy sélo si k es un natural impar’; reconocer, por ejemplo, en el ostensivo
Y (m+1Q) k X k' que la suma de k naturales consecutivos es multiplo de k;
tratar los objetos presentes en la demostracion de la ida de la implicacion como
sistémicos para poder interpretar que k es un niimero impar; reconocer que, a
partir de un natural cualesquiera k y dos nimeros naturales cualesquiera siendo
el primero mayor que el sequndo (k' y m), la regla se generaliza para todo natural
con dichas condiciones, entre otros.

1. Analizamos los siguientes ejemplos:
81k = 2, entonces 2 + 3 = 5 no es maltiplo de 2.
81k = 3, entonces 2 + 3 + 4 = 9 es miiltiplo de 3.
81k = 4, entonces 2 + 3 + 4 + 5 = 14 no es milltiplo de 4.
81k = 5, entonces 2 + 3 +4 + 5 + 6 = 20 es multiplo de 5.
Conjetura: 51 se suman k naturales consecutivos, el resultado es multiplo de k si y solo si k es un natural impar. De forma
simbélica, seam EN, Td(m+1i) = kx k',conk’ EN, k' > m siy s6lo si k es un natural impar.
Demostracién de la conjetura:
=)
2. Setrata de probar que, dadom € N, si Y5 (m +i) = k x k' (k' €M, k' > m) entonces k s un natural impar.
3. Partimos de la hip6tesis: Ti—g(m +i) = k x k', (k' €N, k' > m). Es posible descomponer la sumatoria en
dos sumandos de la forma: ¥ m + ¥ili = k x k'
En la primera sumatoria, todos los términos, k, son iguales a m, ¥ la segunda corresponde a la suma de los k — 1
(k—1)xk P
— = kex k'
4. Dividimos a ambos lados de la equivalencia anterior por k., de manera que obtenemos una expresion equivalente:
BN

primeros nimeros naturales. Por tanto: m x k +

m+
Similarmente, multiplicando a ambos lados de la equivalencia por 2, obtenemos la expresion equivalente: 2m +
k—1= 2k' Dedonde, k = 2k' —2m + 1.
Sacando factor comun se obtiene k = 2(k" —m) + 1.
5. Puesto que, por hipotesis, k' = m, k' —m € N, lo que muestra que & es impar.
=)
6. Setrata de probar que dado m € M, si k es un natural impar entonces:
Eim+i)=kxk' conk'€ N,k >m.
7. 81k es impar entonces k = 2n 4+ 1 obien k = 2n — 1 con n € N_En particular, tomamos k = 2n 4+ 1, ya que, a1
se cambia la variable n porn + 1enelcaso k = 2n — 1 se obtiene k = 2n + 1.
8. Partimos del primer lado de la igualdad que queremos obtener, es decir:
¥ o(m+i)= kx k', con k' € N, k' > m. Es posible descomponer la sumatoria en
dos sumandos: YFtm + 1) = Xiim + ¥t
En el primer sumando, todos los términos, k, son iguales a m, v el segundo e la suma de los k — 1 primeros
k-1)xk
G 2]
9. Enladltima identidad reemplazamos k por 2n + 1 y simplificamos:
e mtEig i = mx(2n+‘l)+w =mx(2n+1)+nx(2n+1).
Sacando factor comin: m X (Zn+ 1) +n x (.211 +1)=(2n+1)(m+n),
conm+n==~k €N, porserlasumacerradaen My k' > m.
10. Lo que muestra que si k es un natural impar entonces Yot (m +i) = k x &', conk’ E N, k' >m.

naturales. Por lotanto: Y- m + Yo—g i =m % k +

Figura 4. Solucién experta apartado c).
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El andlisis de las practicas que llevan a la solucion del item d) (figura 5) nos
lleva a considerar como potenciales conflictos traducir expresiones de manera
simbolica, por ejemplo “la suma de cinco naturales que tienen distinto resto al
dividirlos por 5’; interpretar y evocar con el ostensivo 5k + (5m + 1) +(5n + 2)
+ (5p + 3) + (5g +4) la suma de cinco naturales que tienen distinto resto al
dividirlos por50con 5 X (k+m+n+p + g + 2) un multiplo de 5. También
son previsibles dificultades asociadas al calculo sintactico donde los ostensivos
se deben desprender de los objetos a los que representan para participar de
transformaciones. Ademas, es posible que los estudiantes encuentren conflictos
para considerar el caracter general de la regla (algunos vinculados con la posi-
bilidad de generalizar para todo nimero natural que tiene distinto resto en la
division por 5) a partir de haber tomado k, m, n, p, g naturales concretos pero
arbitrarios. Finalmente, es posible prever dificultades al tratar de manera sisté-
mica los objetos de forma que se pueda interpretar que 5 X (k+m+n+p
+ g + 2) es multiplo de 5, entre otras.

1. Dado que los posibles restos de dividir un natural por 5 son 0, 1, 2, 3 o 4, los naturales
que tienen distinto resto al dividirlos por 5 se pueden eseribir como: 5k, 5m + 1, 5n +
2,5p+305q +4,conk,m,n,p,q € N, por propiedades de la divisién de naturales.
La suma se podria representar de la siguiente manera (o en diferente orden):
Sk+Gm+1)+Gn+2)+Gp+3)+(5g+4).

3. Aplicando las propiedades asociativa y conmutativa de la suma y la distributiva del
producto respecto a la suma en N se obtiene que: 5k + (5m+ 1) + (5n+ 2) +
(5p+3)+(5qg+4)=5x(k+m+n+p+q)+10. Por propiedad distributiva
setiene: 5x (k+m+n+p+q)+10=5x(k+m+n+p+q+2)

4, 5x(k+m+n+p+q+2)esunmiltiplode 5, yaque,k +m+n+p+q+2 €
N por cierre de la suma en N. Por tanto, la suma de cinco naturales cualesquiera que
tienen distinto resto al dividirlos por 5 es maltiplo de 5.

-

Figura 5. Solucién experta apartado d).

La actividad matematica desarrollada en estas practicas argumentativas expertas
para los diferentes items se sitia en un nivel 5 de RAE (Godino et al, 2015), ya
que, se llevan a cabo calculos analiticos o sintacticos en los que intervienen
parametros.
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3.3. PAUTAS DE ANALISIS

Se consideraron los siguientes grados de pertinencia para las respuestas de los
estudiantes.

* Correcta (C). Una respuesta se considera correcta si se establece y garan-
tiza la validez general de la proposicion implicada (figura 8).

* Parcialmente correcta (PC). Una respuesta se considera parcialmente
correcta si se basa en propiedades matematicas correctas pero que no
permiten valorar la validez de la proposicion. Por ejemplo, aquellas argu-
mentaciones abductivas en las que el dato es un conocimiento matema-
ticamente valido que implica la conclusion o aquellas argumentaciones
deductivas por contraejemplo para el item ¢) (figura 9).

* Incorrecta (I). En otro caso (figura 6 o 7).

4. RESULTADOS

En esta seccion se incluye, en primer lugar, una descripcion de las argumenta-
ciones empleadas por los participantes y los niveles de razonamiento algebraico
asociados, analizando los logros y dificultades encontradas. En segundo lugar,
se presentan los resultados de la puesta en comun con los estudiantes sobre los
tres primeros items del problema, identificando HDS.

4.1. ARGUMENTACIONES Y NIVELES DE RAE

En la tabla 2 se resumen los grados de pertinencia logrados por los estudiantes en
cada ftem del problema segun los tipos de estrategias argumentativas emplea-
das. Se observa que, los 31 participantes respondieron a los ftems a) y b), donde
algunos emplearon mas de un tipo de estrategia, y que dos no lo hicieron en
los apartados c) y d).
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Tabla 2. Grado de pertinencia de las producciones segun los tipos de estrategias.

Tipo de estrategia Grado de pertinencia Total
argumentativa ftem a item b ftem ¢ ftem d
I pc C I PC C | PC C I

Abductiva 4 5 0 8 4 0 0 0 0 17 38
Inductiva de un solo caso 4 0 0 4 0 0 0 1 0 0 9
Inductiva de varios casos 7 0o 0 7 0 0 0 30 1 18
Plausible 4 0 0 3 0 0 O 0 0 1 8
Analégica 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
Deductiva 0 0 4 0 0 4 0 0 1 1 10
Deductiva por contraejemplo 1 0 0 O 0 0 0 6 0 6 13
Conjetura sin argumentacion 3 0 0 2 0 0 12 5 0 3 25
Total 23 5 4 24 4 4 13 15 1 29 122

Como se observa en la tabla 2, los participantes tuvieron dificultades para resol-
ver correctamente los apartados a), b) y especialmente d), en el que todos aque-
llos que respondieron lo hicieron de forma incorrecta. Los resultados fueron algo
mejores en el item c) donde 15 respondieron de forma parcialmente correcta.
Las argumentaciones mas frecuentes empleadas en los ftems a) y b) fueron
abductivas o inductivas de varios casos, en su mayoria incorrectas. Para el item
c) la mayoria de los estudiantes propuso de forma incorrecta conjeturas sin dar
ningun tipo de argumentacion. Para el item d) propusieron con mayor frecuen-
cia argumentaciones abductivas incorrectas.

A continuacion, se relacionan los diferentes tipos de estrategias empleadas con
los niveles RAE implicados en las practicas matematicas. Estos se ejemplificaran
por medio de algunas de las respuestas mas significativas de los estudiantes.
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Tabla 3. Estrategias empleadas seguin los niveles RAE.

Tipo de estrategia Frecuencia Total
argumentativa ftem a ftem b
NO NI N2 N5 NO NI N2 N5
Abductiva 2 7 0 0 5 7 0 0 21
Inductiva de un solo caso 4 0 0 0 4 0 0 0 8
Inductiva de varios casos 6 0 1 0 6 0 1 0 14
Plausible 3 1 0 0 2 1 0 0 7
Analdgica 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Deductiva 0 0 0 4 0 0 0 4 8
Deductiva por contraejemplo 0 1 0 0 0 0 0 0 1
Conjetura sin argumentacion 3 0 0 0 2 0 0 0 5
Total 18 9 1 4 19 8 1 4 64

De manera general, se observa una escasa actividad matematica de naturaleza
algebraica; el nivel de RAE asociado oscila en su mayoria entre el nivel pura-
mente aritmético y el proto-algebraico incipiente.

La tabla 3 muestra que, para los items a) y b), la actividad matematica des-
plegada en las argumentaciones abductivas o inductivas se situ6 de forma
general entre un nivel aritmético (nivel 0 RAE) y proto-algebraico incipiente (nivel
1 RAE). Este ultimo se asigno cuando lograron enunciar la regla general en
lenguaje natural. La actividad de naturaleza algebraica (nivel 5 RAE) fue escasa
y se observé solo en las argumentaciones deductivas (figura 8) propuestas por
los mismos estudiantes tanto para el item a) como para el b).

En la tabla 4 aparecen relacionadas las diferentes estrategias argumentativas
empleadas para los items c) y d), segun los niveles de RAE implicados. Esta tabla
muestra que, para el ftem ¢) la actividad matematica basada en la elaboracion
de conjeturas sin argumentacion se situd entre un nivel aritmético y proto-alge-
braico incipiente pues, en algunos casos, lograron enunciar reglas generales en
lenguaje natural (nivel 1). Las practicas argumentativas con caracter algebraico
en ¢ fueron deductivas (nivel 4 RAE) o deductivas por contraejemplo (figura 9,
nivel 5 RAE).
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Tabla 4. Estrategias empleadas segun los niveles RAE.

Tipo de estrategia Frecuencia Total
argumentativa item ¢ item d
NO NI N2 N4/N5 NO NI N5
Abductiva 0 0 0 0 9 8 0 17
Inductiva de un solo caso 1 0 0 0 0 0 0 1
Inductiva de varios casos 0 3 0 0 1 0 0 4
Plausible 0 0 0 0 1 0 0 1
Analégica 0 1 0 0 0 0 0 1
Deductiva 0 0 0 1 0 0 1 2
Deductiva-contraejemplo 0 3 1 2 1 5 0 12
Conjetura sin argumentar 10 7 0 0 3 0 0 20
Total 11 14 1 3 15 13 1 58

Salvo una argumentacion deductiva de nivel 5 RAE, todas las practicas desarro-
lladas para responder al item d) fueron de naturaleza aritmética o proto-alge-
braica incipiente.

A continuacion, se ejemplifican las estrategias mas representativas, asi como los
errores mas frecuentes puestos de manifiesto en las producciones. Cada caso
lo acompanamos con el modelo de Toulmin que caracteriza la argumentacion,
identificando los objetos y procesos implicados, asi como el nivel de RAE asociado.
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Lasumadel,2y3es6.
La suma de 12, 13 v 14 es 39.

La suma de tres naturales
consecutivos es multiplo de 3.

Garantia. La verificacion en 4 casos
particulares asegura la validez de la conclusién.

Respaldo. 12, 21, 6 y 39 son multiplos de 3.

Figura 6. Respuesta de E8 al item a. Argumentacion inductiva. Nivel 0 de RAE. Incorrecta.

La mayor frecuencia de respuestas incorrectas en las argumentaciones inducti-
vas de varios casos para los items a) y b) puede deberse al hecho de que, en
nivel educativo de primaria y secundaria se acepta la comprobacién, en algunos
casos particulares, como suficiente para argumentar la validez general de pro-
posiciones (Stylianides y Stylianides, 2017). Como se muestra en la figura 6, el
estudiante E8 emple6 una argumentacion inductiva para asegurar la validez del
item a), que solo llegd a corroborar en cuatro casos particulares. En su argu-
mentacion aparecen involucrados los conceptos de suma, nimeros consecutivos
y multiplo de 3, procedimientos aritméticos (suma de ntmeros naturales) y
emerge la proposicion ‘la suma es multiplo de 3” que justifica “al ser consecu-
tivos”. E8 us6 de manera incorrecta parte de la proposicién como su argumento.
La actividad matematica es de naturaleza aritmética, pues solo intervienen
numeros naturales particulares y la operacion suma. La propiedad ser multiplo
de 3 no se usa para generar nuevos objetos, sino como la condicion que se
satisface de manera particular (en el respaldo) para asegurar la validez de la
conclusion. Por lo tanto, el nivel RAE es 0 (Godino et al, 2015).

En muchas producciones para los items a), b) y d) se emplearon argumen-
taciones abductivas, en las que los estudiantes propusieron posibles
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explicaciones que justifican algun hecho observado que actia como su conclu-
sion (Arce y Conejo, 2019). La mayoria fueron categorizadas como incorrectas.

: v

CD‘%B, freiane I nima b S miomenes da coime ;Wﬁ%&&ywﬂam%%
de' s w(?e P 2R wwm

Datos. La suma de 5 naturales

consecutivos es miltiplo de 5. que tienen distinto resto en la
division por 5 no es un miltiplo de 5.

Conclusion. La suma de 5 naturales

Garantia. La suma de cualquier otro caso donde los

numeros no sean consecutivos no es multiplo de 5.

Respaldo. Argumento por oposicion a lo que

sucede en la suma de 5 naturales consecutivos.

Figura 7. Respuesta de E7 al item d. Argumentacion abductiva. Nivel 1 de RAE. Incorrecta.

Como se observa en la figura 7, E7 emple6 una argumentacion abductiva para
afirmar que el resultado de la suma de cinco naturales que tienen distinto resto al
dividirlos por 5 no es un multiplo de 5 (proposicién emergente). E7 habia incluido
las operaciones: “8+9+10+11+12=40" (suma de cinco naturales consecutivos) y
"6+8+9+11+13=47" (suma de cinco naturales no consecutivos; no todos con resto
distinto al dividirlos por 5) sin considerar en ningin momento cudl habia sido el
resto al dividir por cinco de los sumandos, ni que cinco nimeros naturales con-
secutivos necesariamente tienen diferente resto al dividirlos por 5. Asi, no llegd
a idealizar de manera adecuada los ostensivos implicados en la propiedad que
se espera demostrar. El nivel de RAE es 1 pues enuncio una regla general en
lenguaje natural (Godino et al, 2015) “la suma de 5 niimeros da como resultado
un multiplo de 5 solo si son consecutivos”.

Otras argumentaciones abductivas frecuentes en a) y b) fueron categorizadas
como parcialmente correctas, por ejemplo, la respuesta de E24 al item a) donde
utilizd un dato valido que implica la conclusion “Si, siempre que se sumen 3
numeros consecutivos va a ser multiplo de 3, ya que la cantidad de numeros
que se suman es impar (3)". El nivel de RAE en la actividad matematica de E24
es 1 en tanto enuncié una regla general en lenguaje natural.
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El hecho de que los estudiantes hayan recurrido a particularizaciones para
argumentar una proposicion general, a argumentaciones abductivas o incluso, a
la propuesta de conjeturas sin argumentacion, puede estar motivado por algunas
dificultades que han encontrado para representar en lenguaje simbdlico apropiado
numeros consecutivos generalizados o su suma. Por ejemplo, E9, quien propuso
en el escrito una conjetura sin argumentarla para el item a) “si, siempre que se
sumen tres numeros reales continuos, el resultado serd multiplo de 3", mostro estas
dificultades durante la puesta en comun, pues escribio en la pizarra (n) + (n1)
+ (n2) haciendo referencia a n1, por ejemplo, como el numero continuado a n.

Por otra parte, las pocas respuestas correctas que se manifestaron en los
items a), b) y ¢) se relacionan, en todos los casos, con argumentaciones deduc-
tivas. Por ejemplo, en la figura 8 se incluye la respuesta de E4 al apartado a). En
las practicas matematicas que desarrollo E4, aparecen implicados los conceptos
de suma, numeros consecutivos y multiplo de 3, propiedades como asociativa y
conmutativa de la suma en N o distributiva en N. Emerge la proposicion ‘la
suma de tres naturales consecutivos cualesquiera es multiplo de 3. Los procesos
de idealizacion, generalizacion y reificacion se combinan con la representacion,
traduccion del lenguaje natural al simbolico y transformacion en este registro; asf
como la significacién (por ejemplo, para interpretar x + 1 como el consecutivo de
x). El nivel de RAE es 5 pues aparecen involucrados parametros como generaliza-
dores y se opera con ellos (Godino et al, 2015).

al S poclqee el hacer, ld soma Cxi ¢ (xen) s [xi2)) e ,éuc;f.: |

Lo halec | 3x 43 1o gue hele gee é/ fes‘ It euclo | 5L empre Seds
i s i { le &s¢ bk i HE?’Q ol
divicible por 3yl gee el lresulfado siempre. sec @'f}/—*wﬂﬂe 331

Datos. La suma de 3 naturales
consecutivos es el triple del Conclusién.
primero mas 3, es decir; x+(x+1D+(x+2)
x4 (x4 1) + (x + 2) es igual es divisible por 3.
ahacer 3x + 3.

A4

Garantia. El triple de un natural
mas 3 es divisible por 3.

Respaldo. Definicion de multiplo de un natural. Propiedades
asociativa y conmutativa de la suma en N. Propiedad distributiva en N.

Figura 8. Respuesta de E4 al item a. Argumentacion deductiva. Nivel 5 de RAE. Correcta.
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Otro tipo de argumentacion deductiva manifestada frecuentemente para el
item ¢) fue la argumentacion deductiva a partir del uso de contraejemplos. Estas
practicas fueron categorizadas como parcialmente correctas, puesto que, si bien el
contraejemplo les sirvio para mostrar una excepcion a una regla general posible
y, por ende, conjeturar, no les permiti¢ valorar la validez general de la conjetura.
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Nomerar  ANualer  ConsellYiver
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K1+ J4kt Wb =00 Ik 1,

Conclusiéon. No es cierto que, si
se suman k naturales

Datos. La suma de 4
naturales consecutivos no
es miltiplo de 4. consecutivos con cualquier k, el

resultado es un multiplo de k.

Y

Garantia. Para todo k natural, la suma de k naturales
consecutivos es multiplo de k (regla general)

Respaldo. Para todo k natural, la suma de k naturales consecutivos

es multiplo de k si y sélo si no existe k' natural tal que el resultado
de la suma de k' naturales consecutivos no es multiplo de k'.

Figura 9. Respuesta de E27 al item c. Argumentacion deductiva por contraejemplo. Nivel 5
de RAE. Parcialmente correcta.

Como se observa en la figura 9, E27 argumentd que la proposicion “el resultado
de la suma de cualquier k numeros naturales consecutivos es multiplo de k si
k es impar’ es verdadera, basandose en que no lo es cuando se suma una
cantidad par (4) de nimeros naturales consecutivos. Para ello, empled los con-
ceptos de niimeros consecutivos, impares y multiplo, transitando por procesos
de idealizacién y representacion asociados al calculo sintactico para interpretar
k+(k+1)+ (k+2)+ (k+3)como 4k + 6, de significacion para interpre-
tark+ (k+ 1)+ (k+2) + (k+ 3) como la suma de 4 nimeros consecutivos
0 procesos de generalizacion pues obtuvo una regla general. El nivel de RAE
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asignado a la actividad es 5, en tanto intervienen parametros como generaliza-
dores y se opera con ellos para obtener expresiones canonicas.

En conclusion, la mayoria de los estudiantes tuvieron dificultades para res-
ponder correctamente, debido al uso de argumentaciones inductivas en los items
a) y b) para asegurar la validez general de las proposiciones involucradas, al
planteamiento de conjeturas sin argumentacion en el item ¢) y a la propuesta de
argumentaciones abductivas incorrectas para el item d). Para el item ), si bien se
han observado algunas conjeturas por argumentaciones inductivas o por analogia,
la mayoria de los estudiantes elaboraron conjeturas sin argumentarlas (por ejem-
plo “se dara siempre y cuando k sea un numero impar’, E11). El planteamiento
de argumentaciones abductivas incorrectas para el item d) deja ver que, si bien
se generan nuevas ideas a través de un proceso creativo en la construccion del
conocimiento (Soler-Alvarez y Manrique, 2014) estas no se corresponden con datos
matematicamente validos y, por ende, no implican dicha conjetura (‘si, siempre es
multiplo de 5 porque son 5 los nimeros que se suman’, E24).

4.2. PUESTA EN COMUN

Durante la puesta en comun se encontraron algunos HDS que aportan informa-
cion con cierta interpretacion desde el punto de vista didactico, en relaciéon con
los significados personales de los estudiantes sobre la demostracion matematica,
las dificultades identificadas en sus producciones y como la discusion ayuda en
algunos casos a superar dichas dificultades.

HDS1. Los estudiantes identificaron la insuficiencia de mostrar con casos
particulares la validez general de las proposiciones involucradas. Por ejemplo,
el siguiente didlogo muestra como E31 y otros estudiantes de la clase dan
cuenta de esto con la profesora (P):

E31: Tendriamos que hacer infinitos ejemplos para abarcar todos.

P éPor qué dice que tendriamos que mirar infinitos ejemplos?

Otro estudiante Porque los naturales son infinitos.

de clase:

P: Entonces évamos a poder mirar todos los nimeros? {Como pode-

mos estar seguros de que esta proposicion vale siempre?
Otro estudiante No, a menos que encuentre uno que no lo cumpla.
de clase:
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HDSZ2. Los estudiantes emplearon calificativos modales que reforzaron algu-
nas de las argumentaciones plausibles que manifestaron en los escritos. Por
ejemplo, E29 en su escrito empled para 1 a) y b) argumentaciones plausibles,
reforzandolas en la puesta en comdn con calificativos modales como ‘inevita-
blemente’, “no puede fallar’, “hasta ahi llegué”.

HDS3. Los estudiantes tuvieron dificultades para representar en lenguaje
simbdlico apropiado el consecutivo de un natural y la suma de tres naturales
consecutivos. Sin embargo, progresaron en su representacion durante la puesta
en comun, gracias a la discusion sobre el ejemplo 101 + 102 + 103 = 101
+ (101+1) + (101+2) que les permiti¢ expresar el consecutivo de un natural
ncomo n + 1y el consecutivo de este como n + 2.

HDS4. Los estudiantes encontraron limitaciones para argumentar sin parti-
cularizar por qué 3n + 3 es un multiplo de 3. Por ejemplo, E27 manifest6 dichas
dificultades en la discusién, aunque se puede ver como se produce un avance
hacia una argumentacion general de la proposicion.

P: Esa expresion a la que llegaron 3n + 3, ése puede escribir como
3 por un numero entero?

E27: Si, hay que reemplazar la n por el valor.

P: ¢Es necesario? volvemos para atras a los casos particulares.

Otra estudiante Hay que sacar factor comun el 3. Te queda 3 porn+1yn+1

de clase: multiplica al numero, y ese numero multiplicado por 3 va a ser mul-
tiplo de 3.

HDS5. En la puesta en comun se establecieron analogias con la suma de tres
naturales consecutivos para argumentar el item b). Por ejemplo, cuando E29, que
propuso una argumentacion abductiva y plausible en su informe escrito, en la piza-
rra desarrolld una argumentacion deductiva para validar la proposicion involucrada:

E29: O sea, fue seguir lo mismo que se habia explicado antes de las tres n, pero
ahora se le agregan dos mas porque seria por 5, entonces también se le
agregan otros consecutivos, pasando del segundo consecutivo, hay un cuar-
to y un quinto. De ahi se vuelven a aplicar las mismas propiedades, la
conmutativa y la asociativa, y se juntan las n, todos los nimeros, y se puede
reducir como 5n + 10, que es la suma de los consecutivos, y termina que-
dando 5 X (n + 10). Seria asi ¢no?
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HDS6. Los estudiantes destacaron dos propiedades de los niimeros 3y 5, el
ser primo o impar, para conjeturar cuando es cierto que si se suman k natura-
les consecutivos el resultado es multiplo de k. Se observo, por ejemplo, que ante
la afirmacion de E7 “la consigna se cumple cuando k pertenece a los primos,
pero 2 también es primo y no lo cumple, entonces cuando k pertenece a los
primos y es mayor a 2", E23 le propuso un contraejemplo (k = 9), que le permi-
ti6 a E7 avanzar en sus significados iniciales y reformular su conjetura.

5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Los resultados de nuestra investigacion muestran que los estudiantes recurrie-
ron en la mayoria de los casos a argumentaciones no deductivas (inductivas,
abductivas, plausibles) para validar las proposiciones implicadas en el problema
implementado. Si bien dichas argumentaciones son fundamentales en los pro-
cesos de exploracion para soportar conjeturas y ayudan a acercarse a la verdad
de una teoria o refinarla, no permiten validar de manera general el conocimiento
matematico, como si lo hacen las argumentaciones deductivas (Arce y Conejo,
2019; Molina y Samper, 2019). En muchos casos, los estudiantes asumieron como
suficiente el uso de la abduccion, o en otros, la comprobacion en algunos casos
particulares, limitaciones reconocidas por diversos investigadores en Educacion
Matematica como constituyentes de obstaculos para construir demostraciones
(Arce y Conejo, 2019; Markiewicz et al, 2021; Stylianides y Stylianides, 2017). El uso
de argumentaciones inductivas es, en general, el mas utilizado por los estudiantes
(Soler-Alvarez y Manrigue, 2014), aunque, se consideran deficientes pues, incluso
si una afirmacion es verdadera para todos los ejemplos que el estudiante verifico,
todavia podria haber un contraejemplo (Weber et al, 2020).

El andlisis de sus practicas, en términos de los objetos matematicos, espe-
cialmente, de los argumentos empleados, el grado de generalidad y la formali-
zacion en el lenguaje, muestran un escaso caracter algebraico en la actividad
desarrollada (manifestado en las pocas argumentaciones deductivas de nivel 4
0 5 de RAE) y la prevalencia de argumentaciones intuitivas o informales (Godi-
no et al, 2015). Este hecho puede relacionarse con la escasa familiaridad de los
estudiantes, no solo con el lenguaje formal esperado en la escritura de las
demostraciones (Lew y Mejia-Ramos, 2019), sino con la propia estructura, fun-
cionalidad y reglas internas de la demostracion (Nagel et al, 2018).
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El analisis también nos permitio identificar conflictos semidticos que obstacu-
lizan la transicion hacia la matematica mas avanzada. Algunos estan vinculados
con la interpretacion por parte de los estudiantes de qué elementos son nece-
sarios y suficientes para construir una demostracion, y otros, anticipados a priori,
relacionados a los procesos que se deberian efectuar durante el desarrollo de
una demostracion. Fundamentalmente, se encontraron conflictos asociados a los
procesos de representacion y descomposicion que se reflejaron en dificultades
para traducir afirmaciones en lenguaje natural de manera simbolica, recurrir a
ostensivos adecuados para representar un objeto ideal o considerar los objetos
como sistémicos para interpretar, por ejemplo, que 3x + 3 es multiplo de 3.

Pese a las dificultades puestas en evidencia por los estudiantes, la discusion
llevada a cabo en la puesta en comun les permitio reconocer que las argumen-
taciones no deductivas no son suficientes para validar las proposiciones mate-
maticas y proponer argumentaciones deductivas para demostrar algunas de las
proposiciones implicadas. Promover los espacios de discusion en estas clases
es indispensable para favorecer la comprension sobre la demostracion, pues
permite a los estudiantes tomar conciencia de sus errores, replantear sus argu-
mentos y conjeturas y lograr consensos sobre aspectos esenciales que se van a
aceptar en este nivel (Espinosa et al, 2010).

6. CONCLUSIONES

El estudio de la demostracién ha sido objeto de diferentes aproximaciones y
enfoques en las investigaciones en Educacién Matematica (Alfaro-Carvajal et
al, 2019; Godino y Recio, 2001; Stylianides et al, 2017). En la demostracion, se
debe producir un argumento matematico a favor o en contra de una proposicion
matematica. Este argumento debe ser matematicamente sélido y formulado en
un discurso que sea conceptualmente accesible por los miembros de la comu-
nidad donde se comparte (Stylianides y Stylianides, 2017). Sin embargo, la com-
plejidad intrinseca a la actividad matematica implicada hace que, desde el
punto de vista de su ensenanza y aprendizaje, sea necesario considerar e inves-
tigar la existencia de diferentes formas de argumentar en las clases de matema-
ticas reconociendo sus diversos grados de formalizacion.

El objetivo de nuestra investigacién ha sido analizar los significados perso-
nales de estudiantes argentinos que acceden a grados universitarios en los que
la demostracion matematica tiene un papel importante en su dia a dia. Hemos
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empleado el modelo de Toulmin para clasificar las argumentaciones producidas
y el andlisis ontosemidtico para describir las practicas matematicas desarrolladas
e identificar su nivel de RAE. Este analisis nos ha permitido reconocer conflictos
semioticos, vinculados tanto con la concepcion de los propios participantes sobre
lo que es (necesario y suficiente en) una demostracion matematica, como con la
complejidad de los objetos y procesos matematicos implicados. Aunque estos
resultados no permiten hacer generalizaciones debido al tamano de la muestra,
dejan entrever la significativa distancia entre los significados personales y los
significados institucionales pretendidos sobre la demostracion en el nivel uni-
versitario (Lew y Mejia-Ramos, 2019; Markiewicz et al, 2021; Recio y Godino,
2001; Rocha, 2019). Asimismo, los resultados de la puesta en comun dan cuen-
ta de la importancia de promover estos espacios de discusion, puesto que, los
estudiantes lograron reconocer la insuficiencia de las argumentaciones induc-
tivas, abductivas o plausibles para validar el conocimiento matematico y la
necesidad de recurrir a las argumentaciones deductivas para tal fin.

Asi, este trabajo ayuda a problematizar los procesos de ensenanza y apren-
dizaje de la demostracion en funcion de los objetos y procesos que son nece-
sarios movilizar para avanzar hacia un mayor nivel de algebrizacion,
permitiendo a los estudiantes superar sus dificultades en la transicion hacia
matematicas mas avanzadas (Lew y Mejia-Ramos, 2019; Markiewicz et al, 2021;
Stylianides y Stylianides, 2017). A su vez, invita a los profesores a conocer las
estrategias argumentativas utilizadas por los estudiantes y considerar en sus
decisiones instruccionales las dificultades ante la demostracion.

Como futuras lineas de investigacion, resultaria interesante conocer si la
formacion que reciben los estudiantes de estos grados mejora su competencia
para desarrollar demostraciones y cudl es la evolucién de los tipos de argu-
mentaciones y el grado de formalizacion. Ademas, seria conveniente ampliar
el estudio con estudiantes de educacion secundaria, asi como con estudiantes
de otras titulaciones y contextos educativos. Esto posibilitaria tener una com-
prension mas profunda sobre la problematica, con la intenciéon de disenar
propuestas de ensefanza que permitan superar las dificultades diagnosticadas
en esta y otras investigaciones, favoreciendo la transicion desde las argumen-
taciones intuitivas informales hacia practicas demostrativas de mayor grado
de sofisticacion en el nivel secundario y universitario.
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