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Resumen: Se estudia la comprension del concepto de superficies cuadraticas
(SO) por parte de estudiantes universitarios, teniendo como sustento teérico el
modelo de los modos de pensamiento Sintético-Geométrico (SG), Analitico-Arit-
mético (AA) y Analitico-Estructural (AE). Esta perspectiva propone que la com-
prension de un concepto se logra al articular estos tres modos de pensar. El
analisis de datos se dirige a examinar la evidencia extraida de seis entrevistas
y cinco actividades aplicadas a seis estudiantes universitarios, para mostrar la
construccion del concepto a través de los elementos matematicos articuladores
que se involucran al transitar entre los modos de pensar SG-SC, AA-SC y AE-SC.
Los hallazgos revelan que, para establecer los primeros acercamientos a la
comprension de las SC, la interaccion entre los modos SG-SC y AA-SC resulta
indispensable, mientras que la transicion al modo AE-SC requiere un pensa-
miento variacional mediante el cual, conjuntos de puntos ubicados en el
espacio tridimensional se proyectan en un plano para configurar las trazas
que constituyen a las SC.
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Abstract: The understanding of the concept of quadratic surfaces (SC) in
undergraduate students is studied, having as theoretical support the model of
the Synthetic-Geometric (SG), Analytical-Arithmetic (AA) and Analytical-Structural
(AE) modes of thinking. This perspective proposes that the understanding of a
concept is achieved by articulating these three modes of reasoning. The data
analysis is aimed at examining the evidence extracted from six interviews and
five activities applied to six undergraduate students, to show the construction
of the concept through the articulating mathematical elements that are involved
when moving between the SG-SC, AA-SC and AE-SC modes of thinking. The
findings reveal that to establish the first approaches to the understanding of
the SC, the interaction between the SG-SC and AA-SC modes is essential, while the
AE-SC transition requires variational thinking through which, sets of points
located in three-dimensional space are projected onto a plane to configure the
traces that constitute the SC.

Keywords: conceptual understanding; quadratic surfaces; modes of thinking;
articulators, hermeneutic research.

1. INTRODUCCION

En esta investigacion se analiza como es la comprension de superficies cuadra-
ticas (SC) por parte de estudiantes universitarios que desarrollan actividades de
exploracion del concepto con el uso del software GeoGebra. Las SC son graficas
de ecuaciones de segundo grado, consideradas como los analogos tridimensio-
nales de las secciones conicas (Larson & Edwards, 2016; Thomas, 2015) en
geometria analitica del plano.

Hasta ahora, la mayoria de las investigaciones sobre el aprendizaje de la
geometria analitica del espacio se enfocan en las funciones de dos variables y,
por el contrario, la documentacion sobre el razonamiento de los estudiantes
respecto a las SC, prerrequisito curricular de dichas funciones, es limitada. No
obstante, la comprension de conceptos de la geometria tridimensional como
planos, cilindros y superficies resulta fundamental para dar sentido a las ideas
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involucradas en el calculo multivariado, en particular derivadas e integrales de
funciones de varias variables, que a su vez se aplican en la solucién de proble-
mas del area de ciencias exactas e ingenieria.

Investigaciones realizadas en varios paises, concuerdan en que la compren-
sion de objetos matematicos representados en el espacio no es sencilla, ni
puede abstraerse de forma directa o inmediata a partir de la generalizacion de
las estructuras relacionadas con el plano bidimensional (Kashefi, Ismail & Yusof,
2013; Martinez-Planell & Trigueros, 2021; Sefik & Dost, 2020; Weber & Thompson,
2014), sino que precisa de trabajo intenso en casos particulares, que la presen-
te investigacion explora.

Martinez-Planell y Trigueros (2007, 2010, 2013 y 2019), por ejemplo, realizan
varios estudios desde el marco teérico APOE y la teoria de las representaciones
semioticas, para indagar sobre las construcciones mentales y dificultades que los
estudiantes enfrentan en el aprendizaje de funciones de dos variables; llegando
a establecer que las dificultades mas comunes en dichas funciones ocurren por
deficiencias en el discernimiento del esquema del espacio R®y, en la construccion
de graficas de funciones de dos variables. Los autores sefalan que es necesario
reconocer la nocion de planos fundamentales (verticales y horizontales de la
formax=c,y =cyz=c, c€R)ylas curvas obtenidas al sustituir valores por
una variable en z = f(x,y) (con x,y,z € R3), localizadas en un plano coordena-
do correspondiente a las variables que quedan. Y es que, para graficar una
funcion de dos variables, se debe poder identificar la interseccion de planos
fundamentales con la superficie que representa la funcién, y reconocer los
cambios que se van produciendo en las secciones transversales que se forman
con estas curvas obtenidas conforme se va cambiando sucesivamente el valor
de la constante ¢ € R de planos fundamentales paralelos entre si.

Por otra parte, Weber y Thompson (2014), con fundamento en los modelos
del razonamiento covariacional y el razonamiento cuantitativo, analizan las
respuestas a las tareas asignadas a dos estudiantes universitarios inscritos en
un curso de cdlculo, y verifican que mediante la aplicacion de una trayectoria
hipotética de aprendizaje propuesta se promueve la generalizacion de funciones
de una a dos variables, al pensar o imaginar un grafico obtenido al barrer un
punto en el plano para generar una curva y luego, barrer esa curva para gene-
rar una superficie en el espacio.

Y en relacion con la comprension de las SC, Lopez-Vega (2018) describe el
analisis a prioriy a posteriori de las respuestas a las actividades de un estudian-
te de Arquitectura de una Universidad en Lima, en las que se explora el
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proceso de génesis instrumental del hiperboloide, cuando se desarrolla una
secuencia didactica mediada por el software GeoGebra. En ese estudio, se esta-
blece que el uso del GeoGebra posibilita el reconocimiento de propiedades del
hiperboloide, como reconocer la relacion entre la ecuacion y la orientacion de
la superficie, la identificacion de como afectan los parametros de su ecuacion a la
superficie y determinar las caracteristicas del hiperboloide a partir de los cortes
en secciones transversales.

En la presente investigacion, se asume que la comprension de objetos en
tres dimensiones que se representan en objetos figurales de dos dimensiones
requiere de un razonamiento sintético (objeto figural que la representa) y ana-
litico (ecuacion que la describe) para transitar entre diferentes elementos mate-
maticos implicados en su abstraccion. Con base en esto ultimo, se tiene como
objetivo de investigacion: describir los modos de pensar las SC que estudiantes
universitarios usan en situaciones matematicas propuestas y determinar los
transitos que ellos logran entre diferentes interpretaciones de las SC, poniendo
de relieve los elementos matematicos que involucran en ese proceso.

2. LOS MODOS DE PENSAMIENTO

Para Sierpinska (2000), los modos de pensamiento son formas de very entender
los objetos matematicos que al interactuar producen su comprension. Cada
modo de pensar conduce a diferentes significados de un objeto matematico,
porque cada modo implica diferentes interpretaciones de dicho objeto —tedricas
y practicas—y sus conexiones con otros sistemas de hechos e ideas. Por otro
lado, la complejidad epistemoldgica inherente al pensamiento tedrico justifica
las dificultades que los estudiantes muestran para aprender la matematica en
todos los niveles, mientras que los argumentos geométricos y sintéticos son, a
la vez, un apoyo visual y un desafio (Sierpinska, 2000); de ahi la necesidad de
estudios cientificos que expliciten el rol de estas formas de pensar involucradas
en la interpretacion de conceptos matematicos.

En el modo Sintético-Geométrico (SG) la visualizaciéon matematica toma un
rol fundamental en el entendimiento de un objeto matematico, es decir, se per-
ciben las caracteristicas geomeétricas de funciones, coordenadas, vectores, etc,
representados por medio de imagenes donde se “utiliza el lenguaje de las figu-
ras geomeétricas, planos, lineas, intersecciones, asi como sus representaciones
graficas convencionales” (Sierpinska, 2000, p. 234-235). Por ejemplo, en este
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modo SG, un elipsoide es identificado por su representacion grafica y la descrip-
cion figural de esta superficie cuadratica, sin definirla a través de su ecuacion.

Y en el modo Analitico-Aritmético (AA) los objetos matematicos se construyen
por la definicion de sus elementos. Las figuras se entienden como conjuntos de
n-tuplas de numeros que satisfacen ciertas condiciones y en general, los objetos
matematicos se dan por relaciones, operaciones y procedimientos con numeros
y variables (Sierpinska, 2000). Por ejemplo, en el modo AA una esfera es enten-
dida a través de la ecuacion (x—a)? + (y—b)* + (z—c)* = r* que relaciona
sus diferentes variables y parametros.

Mientras que el modo Analitico-Estructural (AE), sintetiza los elementos alge-
braicos de las representaciones analiticas dentro de conjuntos estructurales. Los
objetos matematicos se explican a partir de propiedades, caracteristicas, axiomas o
definiciones mas generales que se agrupan en estructuras (Sierpinska, 2000). Por
ejemplo, en el modo AE las SC son construidas como un lugar geométrico confor-
mado por familias de curvas donde se diferencian los rasgos que las caracterizan.

La diferencia entre el modo sintético y analitico (aritmético y estructural) es
que en el modo sintético los objetos son dados directamente por la mente
cuando se trata de describirlos; mientras que, en el modo analitico se dan indi-
rectamente y solo son construidos a través de la definicion de las propiedades
de sus elementos. Una manera de coadyuvar en la comprension de un objeto
0 concepto matematico es mediante la promocién de transiciones e interacciones
entre estos tres tipos de pensamiento (Sierpinska, 2000). Parraguez (2012) indi-
ca que “para esta teorfia comprender un objeto matematico es poder abordarlo
articuladamente desde los modos SG, AA y AE” (p. 76); y en este sentido, es
importante disenar situaciones o actividades de aprendizaje que contemplan la
interaccion entre los modos de pensar un objeto matematico, para luego expli-
citar y evocar los elementos matematicos que actiian como articuladores, que
son precisamente los que permiten a los estudiantes transitar exitosamente entre
los tres modos de pensar ese objeto.

Aunque un estudiante puede utilizar cada uno de los tres modos de pensa-
miento, se tiene tendencia a usar algunos que son mas significativos vy, por lo
tanto, parecen mas convenientes y faciles de entender (Sierpinska, 2000).
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2.1. MoDOS DE PENSAR LAS SUPERFICIES CUADRATICAS

Enlatabla 1 se caracterizan los modos de pensar las SC: mientras en el modo
de pensamiento SG-SC se reconocen formas o figuras en el espacio tridimen-
sional, en el modo AA-SC se identifica una ecuacion que relaciona diferentes
variables y parametros; y en el modo AE-SC, se identifican familias de curvas
que conforman una SCy se ponen de relieve los rasgos que caracterizan a
las diferentes SC.

Tabla 1. Los modos de pensar las SC

Sintético-Geometrico (SG-SC)  Analitico-Aritmético (AA-SC) Analitico-Estructural (AE-SC)

4 el
Parabola z= -

enelplanoyz 2

il

o i

. e
Hipérbola — * -
enel planoxy

" x
Parabola z= —~
en el plano xz

Esta clasificacion, surge de las distintas perspectivas de las SC que se advierten
en el desarrollo del concepto: (1) en un primer momento, en la Grecia antigua,
alrededor del ano 200 a.C, Arquimedes estudia las caracteristicas geomeétricas
de solidos de revolucion (figuras generadas al girar elipses y parabolas sobre
su eje de simetria, y por hipérbolas que giran alrededor de un eje transversal)
(Lowell, 1968); (2) posteriormente, durante los siglos XVII 'y XVIII, a partir de la
introduccién del uso de coordenadas cartesianas en los escritos de Descartes,
se produjo un segundo momento cuando Van Shooten, Fermaty Euler analizan
las SC en el espacio tridimensional en relacién con las ecuaciones de segundo
grado en tres variables que las definen (Boyer, 1968; Kline, 1972); (3) y finalmen-
te, se contempla un tercer momento a principios del siglo XIX con la aportacion
del trabajo de Monge y Hachette al estudio de las propiedades que definen a
las SC (Lowell, 1968).
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3. METODO

Este estudio es de corte cualitativo, bajo la aproximacion especifica del método
hermenéutico-interpretativo (Weiss, 2017) y se desarrolla en tres etapas.

3.1. PRIMERA ETAPA

Se realiza una revision bibliografica de antecedentes y el andlisis epistemologi-
co de las SC por medio del cual se caracterizan los modos de pensar SG-SC,
AA-SC y AE-SC (tabla 1). Asimismo, se disenan actividades de exploracion del
concepto que incluyen el uso del software educativo GeoGebra.

Se plantea el uso del GeoGebra por su potencial expresivo para ilustrar
las caracteristicas del concepto en los modos SG-SC, AA-SC y AE-SC. Por
ejemplo, en la actividad de exploracion llamada “Trazas de Superficies Cua-
draticas en GeoGebra' (figura 1), se incluye el uso de applets para apoyar a
los estudiantes en el analisis de la relacion entre ecuaciones cuadraticas y
las graficas que reflejan las condiciones de conjuntos de puntos y curvas en
el espacio que configura a las SC.
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Figura 1. Actividad de exploracion de Superficies Cuadraticas en GeoGebra
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Las indicaciones en la actividad de exploracién consideran centrar la aten-
cion sobre elementos matematicos especificos, como el conjunto de curvas
en el espacio que se configuran por puntos (x, y, z) en R? (figura 2). En
relacion con estos ultimos, se habia verificado previamente que satisfacen una
ecuacion de segundo grado.

b) ¢éQué pasa cuando se le dan a z valores positivos mas grandes que 4 o menores que -47

¢) Anota las ecuaciones de los planos paralelos a XY cuya interseccién con la superficie cuadratica i—z+
yZ
9
En el GeoGebro, posicionate en la vista Grafica 3D. Selecciona en la figura |a traza de |a elipse y con el
botdn derecho elige rastro, ademds posicidnate sobre el deslizador de Z y dando clic con el botén
derecho elige animacién. Observa la familia de curvas que constituyen al elipsoide.

Para detener la animacion presiona la flecha de "deshacer” que se encuentra en la esquina superior

ki
+ :_.;: 1, sea un punto:

d

derecha de la pantalla (=)
e} Con ayuda de las observaciones anteriores, dibuja en el espacio de tres dimensiones algunas elipses de
interseccion, incluidas las de los incisos a) y c), para formar una familia de curvas que constituyen al

2 2 2
elipsnjde'— d =1
4 9 16

Figura 2. Indicaciones en la actividad de Trazas de Superficies Cuadraticas en GeoGebra

3.2. SEGUNDA ETAPA

En la segunda etapa del estudio, una vez que los estudiantes revisaron los
conceptos de graficas de ecuaciones generales de sequndo grado en dos varia-
bles en R? (conicas) y graficas de planos y cilindros en R3, se implementaron
las actividades didacticas disenadas en un grupo de 38 estudiantes universita-
rios del area de ciencias e ingenierias (32 hombres y 6 mujeres), de entre 19 y
21 anos de edad, inscritos en un curso de Calculo de Varias Variables en una
universidad publica estatal en México. De estos, seis estudiantes etiquetados
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como E1, E2, E3, E4, E5 y E6, se eligieron para participar en entrevistas, de acuer-
do con los diferentes modos de pensar las SCy los elementos matematicos que
mostraron en sus respuestas.

Después de dar a conocer las intenciones de la investigacion, los estudiantes
manifestaron su disposicion para participar en el estudio mediante un consen-
timiento informado. El tipo de muestreo que se lleva a cabo es de muestras
diversas (Hernandez et al, 2010), dado que se pretende evaluar los elementos
matematicos que estudiantes con diferentes respuestas involucraron al transitar
entre los distintos modos de pensar las SC.

Las técnicas utilizadas para recopilar informacion, en concordancia con el
diseno hermenéutico-interpretativo, fueron el analisis de documentos y la entre-
vista. El instrumento de recoleccion de datos se conforma de cinco preguntas y
tiene la finalidad de evidenciar el trabajo de los estudiantes en los diferentes
modos de pensar las SC (tabla 2).

Tabla 2. Preguntas en las actividades de analisis

Modos de pensary

Actividad Pregunta transitos a observar

A continuacion, se da la grafica de la superficie cuadrati-
ca -2 42 —72=1.En la grafica de la izquierda iden-
tifica )2/ marca los puntos donde ésta interseca con los
planos y=3, y=—2. En la grafica de la derecha identi-
fica y marca los puntos donde ésta interseca con los

Al planos z=0, z=2. SG-SC
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Escribe debajo de cada una de las siguientes figuras la
ecuacion que les corresponde. Elige entre y = x? + 422,
y=x*+ %Z , 4y = x* + 7%,y = 4x* + 7% Describe con
detalle el motivo de tus elecciones.

\“-'\ "
. 4

- SG-SC = AASC -
o ‘ AE-SC

Ecuacion: Ecuacion:

A2

Describe con detalle el motivo de tus respuestas anterio-
res. Imagina que quieres explicar tus resultados a un
compafero que apenas inicia el aprendizaje del tema.

Considera la superficie cuadratica de la siguiente figura:

A3 SG-SC — AE-SC

Dibuja y describe verbalmente lo méas detalladamente
posible, la curva de interseccién de la superficie cuadra-
tica con el plano z = 1.

Representa en el espacio tridimensional la superficie cua-
drdtica 2x? + 2y* + z*= 4. Luego traza y describe deta-
lladamente la curva de interseccion de la superficie con
el planoy = 1.

Descripcion:

A4 AA-SC = AE-SC
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Transforma la ecuacion general a la forma estandar corres-
pondiente y luego identifica la superficie cuadrdtica. Dibuja
su grafica y describela mediante algunas de sus trazas.

Transformar a la

9 . Grafica
ecuacion estandar

X2+ y? — 4z% + 4x —
6y —8z=7

AA-SC = SG-SC -

S AE-SC

Describir la grafica mediante
algunas de sus trazas:

Ecuacion estandar:

Nombre:

Complementario a las cinco preguntas anteriores, se conducen seis entrevistas
semiestructuradas (Kvale, 2011), a estudiantes que realizaron las actividades di-
dacticas y que involucraron distintas tendencias al responder las preguntas de la
tabla 2. De manera especifica, se propone la técnica de entrevista semiestructura-
da debido a que, aunque se cuenta con un guion para orientar las preguntas del
entrevistador, se tiene libertad para realizar cuestionamientos adicionales con el fin
de clarificar o ampliar las declaraciones de los informantes. El guion de las entrevis-
tas incluye: (1) las descripciones que los estudiantes refieren sobre las gréficas y las
ecuaciones de las superficies cuadraticas con las que se les propuso trabajar, (2) si
las ideas representadas son utilizadas en un modo aislado o si se conectan dife-
rentes modos de pensamiento, y (3) la manera en que se transita entre diferentes
modos de pensar las SC mediante distintos elementos matematicos como: trazas,
simetrias, sustitucion de valores de variables, parametros, proyecciones, entre otros.
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3.3. TERCERA ETAPA

En esta etapa se realiz6 el andlisis de los elementos matematicos involucrados en
los transitos entre los diferentes modos de pensar las SC, que se identifican en las
respuestas de los estudiantes a las actividades de la tabla 2 y en los extractos
de las transcripciones de las entrevistas. En la tabla 3 se especifican los elemen-
tos matematicos considerados como evidencia observable del trabajo de los
participantes en los distintos modos de pensar las SC.

Tabla 3. Elementos matematicos observables en los modos de pensar las SC

Modos de pensamiento

Elementos matematicos

SG-SC

Puntos, lineas y /o curvas que forman una figura o forma
determinada en el espacio tridimensional

Referir simetria o proporciones, es decir, describir qué tan-
to abre hacia arriba o hacia abajo, a la izquierda o hacia
la derecha a partir de un eje o el vértice una figura en el
espacio, o de su proyeccion en un plano bidimensional.

AA-SC

Ecuaciéon general

Ecuacién estandar

Parametros, signos, coeficientes y/o exponentes de las ex-
presiones que componen las ecuaciones

Operaciones con valores de variables

184
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y?
Parabola z= v

enel planoyz /

AE-SC

o :
Hipéroola -+ L =1
2 a b

Parabola z= x_l enel plano xy

a
en el plano xz

Superficie generada por trazas (pardbolas, circunferen-
cias, elipses e hipérbolas) analogamente situadas en el
espacio tridimensional, donde cada una de estas seccio-
nes conicas se configuran por puntos (x, y, z) en R* que
satisfacen una ecuacion de segundo grado.

4. ANALISIS Y RESULTADOS

Con base en el modelo tedrico que fundamenta esta investigacion, se postula que
la comprension de un concepto se logra al transitar articuladamente por los tres
modos de pensamiento SG, AA y AE. En los resultados que a continuacion se re-
portan, obtenidos al analizar las respuestas de los estudiantes en las actividades y
las transcripciones de las entrevistas, se describe explicitamente la manera en que
se logra la articulacion entre los diferentes modos de pensar las SC, mediante dis-
tintas rutas cognitivas y los elementos matematicos involucrados en esos transitos.

La tabla 4 muestra las diferentes rutas cognitivas interpretadas a través de
los modos de pensar las SC, obtenidas como resultado de la evaluacion y valo-
racion de los argumentos de E1, E2, E3, E4, E5 y E6 al responder las cinco acti-
vidades de andlisis y la entrevista.
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Tabla 4. Transitos entre los Modos de Pensar las SC en las Actividades

Actividad

Estudiante Al A2 A3 A4 >
SGoAA>  SG o AA - 56 = AA MoSGo | M0
E1 AE AE Insuficiente — AE AE
AE Falso Insuficiente
SG - AA SG - AA SG - AA
E2 No responde Falso Insuficiente —» ' Insuficiente — AA - SG
AE Falso AE Falso
SG - AA - AA - SG - AA - SG - AA - SG -
E3 AE AF SG - AA - AE AE AE
SG
E4 Insuficiente - SG — AA —» SG — AA AA - SG - AA - SG -
AA — AE AE - AE AE AE
Falso
SG - AA > SG = AA AA - SG AA - SG -
E> AE Falso G~ AAFalso 1 ficiente AE Falso
SG - AA - SG - AA - AA - SG - AA - SG -
£6 AE AE e AE AE

A continuacion, se describen las respuestas en las cinco actividades marcadas en
coloren la tabla 4, debido a que son representativas de los transitos entre los mo-
dos de pensar las SC que mostraron los estudiantes en sus diferentes respuestas.

4.1. TRANSITOS DESDE AA-SC — SG-SC — AE-SC Y DE SG-SC — AA-SC — AE-SC

Los estudiantes que alcanzan el modo de pensar AE-SC, inician desde cualquier
otro modo mediante las rutas cognitivas AA-SC = SG-SC = AE-SCy SG-SC — AA-
SC = AE-SC, lo que se verifica al considerar y comparar los argumentos que los
estudiantes exponen al desarrollar las actividades y participar en las entrevistas.
Por ejemplo, el estudiante E3 sigue la ruta cognitiva AA-SC — SG-SC = AE-SC en
la actividad A2. E3 comienza de la ecuacion general de segundo grado de la SC
y = x* + 4y? (modo AA-SC), en la cual realiza una transformacion algebraica
para expresarla en forma estdndary verificar sus pardmetros (figura 3).
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Escribe debajo de cada una de las siguientes figuras la ecuacion que les corresponde. Elige entre Y= Xt lz?
y
y = K XT ) hy= ez, Y= 4x*+ 2", Describe con detalle el motivo de tus elecciones.

» T 2 " z z
Ecuacion: _y =¥+ 427 Ecuacion: y=4% "+ 2

Describe con detalle el motivo de tus respuestas anteriores. Imagina que quieres explicar tus resultados a un
compariero que apenas inicia el aprendizaje del tema.
*De lo primero ecuocidn N podgmcxs feescrioicion

2
L
1

b

2
_ ok
= +

2!
"Gy
Figura 3. Respuesta de E3 en la A2

+

\l:

_r‘»lru

Con esto, E3 senala las simetrias que percibe de manera intuitiva en el parabo-
loide eliptico respecto a los ejes X'y Z como se muestra en la figura 4.

6Qb6m09 Qe ”\f e5 lineal porque. €5 el ee de simetrio. del parabo'l&de

elapﬁco}y en el cago del primero, e oemiege en'x es moyor 3“8

el de "z caso contrario que en la Zdo,que Hene e
semiege moyor en ‘&

Figura 4. Respuesta de E3 en la A2

Luego, el estudiante E3 sustituye y = 2 para obtener una ecuacion de dos
variables en la que identifica los pardmetros con los que transita al modo de
pensar SG-SC, al establecer las simetrias de una curva de interseccion (elipse)
que proyecta en un plano bidimensional (X2) (figura 5).
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Xl-\-i?_ ’
Z= - TV
K R
’(—_ﬁ?——\— z” ¥—’/\I? *
T2 T
2

Figura 5. Respuesta de E3 en la A2

Posteriormente, en la interseccién de la superficie con un plano en el espacio,
E3 ubica el conjunto de puntos que configuran una traza (variabilidad de puntos),
y reconoce que ‘depende del valor que tome Y’ se podrian generar diferentes
trazas situadas analogamente en el espacio (variabilidad de trazas) con las
cuales se configura la SC (modo AE-SC), como se muestra en el siguiente extrac-
to de la entrevista:

Entrevistador:  Entonces, dComo pudiste ver que efectivamente esas elipses corres-
ponden con la ecuacion de ese paraboloide?

E3: Mjum.

Entrevistador.  ¢Coémo se veria eso graficamente?

E3: ¢En el plano o..?

Entrevistador: O en la grafica de la superficie.

E3: Si.. ehhh. Dependeria del valor que tome Y.

Entrevistador: Y en la superficie dComo podria verse?

E3: Aja. Estaria como Y es igual a 2, pues los tendriamos mas o menos

a esta altura, y serian los puntos que van alrededor. Asi. (Dibuja
la traza sobre el paraboloide de la izquierda, figura 6)

Figura 6. Respuesta de E3 en la A2
Entrevistador:  Aja.
E3: Si.. si Y fuera cero, pues en el plano se veria nada mas un punto.
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Entrevistador: ~ Mjum.

E3: Si. Si'Y pues fuera un valor mas...
Entrevistador.  Por ejemplo, dos.
E3: Aja. Si fuera dos...

Entrevistador: ~ éCémo seria?

E3: Entonces nos quedaria en ese punto, en Y igual a 2, una elipse
que abre raiz de dos, 0 sea, el semieje de... de X, es raiz de dos y
en Z la raiz de un medio (1/2).

Por otra parte, los transitos que muestra el estudiante E6 en |a actividad A3 son
SG-SC = AA-SC — AE-SC. En esta actividad se solicita que el estudiante dibuje
y describa verbalmente, la curva de interseccion de un paraboloide eliptico con
el plano fundamental z = 1, y para responderla E6 se sittia en el modo SG-SC
al reconocer la forma de la superficie cuadrdtica (figura 7), a partir de la cual
identifica algunas transformaciones grdficas que relaciona con la formula de la
ecuacion estdndar para establecer los pardmetros de la ecuacion del paraboloi-
de (modo AA-SC).

1) Considera la superficie cuadratica de la siguiente figura: La grafica que se observa es un paraboloide
/I) i eliptico con eje simetria en z por lo tanto su factor
araboloide el\iphico lineal pertenece a la variable Z a su vez la ecuacién

a5 \ tiene que estar igualada a Z. Para formar la

i 5 7 A ecuacién estandar se ve en la grafica que el

paraboloide eliptico tiene origen en las coordenadas

= B Y 8
Ze i ¥l e i (0,0,4), entonces el valor de Z es cuatro unidades
a bh? r que se tiene que representar en la ecuacién
- Y ———, estandar. Como(z-4) y esto igual a las otras 2
Z-4 = 0 2 P sl | variables al cuadrado, pero las 2 variables x, y con
=-% -y = | signo negativo, que indica que la apertura hacia
(es—pﬂu‘nap\) | abajo hacia la parte negativa del eje Z.

Figura 7. Respuesta de E6 en la A3

Para esto, E6 senala en la entrevista que con el fin de verificar que la ecuacién
estandar que habia identificado correspondia la del paraboloide, sustituye z=0
en ella para obtener la ecuacion de dos variables que representa la curva de
interseccion del paraboloide con el plano XY,y con esto E6 comprueba que los
pardmetros de la ecuacion obtenida se relacionan con la circunferencia represen-
tada en dicha interseccion, como se verifica en el extracto de la entrevista:
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E6: [..] Ok primeramente, esta es mi formula general de la circunferencia
¢no? Cuando Z es igual a cero, esa tendria que ser cuatro. Porque
al sacar la raiz cuadrada te da dos y ese si es el radio. (figura 8)

e
x> Y
[ AN — 0,0.4) -
Z- D\i‘. loi () j>
z =0
Z="1 3—\=X?'+y2‘
Z—fq-'__fﬁ—,y_’z: )(\7_ YQ‘
2z L _ T
Q b 4= q+ m

Figura 8. Respuesta de E6 en la A3
Entrevistador: Ah, muy bien.
E6: Y entonces, ahora si, ahora ya que tengo esta, ese es cuando Z vale
cero... Ok Y entonces, ahora, entonces [murmura procedimiento] enton-
ces esta tendria que ser mi férmula para el paraboloide eliptico.

Después, E6 sustituye z =1 en la ecuacion z — 4 = —x? — y? para determinar
una ecuacion de dos variables, cuyos pardmetros ayudan a proyectar la curva
de interseccion en un plano bidimensional (figura 9).

Al sustituir z=1 en la ecuacion se convierte en la ecuacion de una circunferencia porque los valores de a y b son iguales con
el valor de 1y la ecuacion queda igualada 3 que al sacarle raiz cuadrada obtenemos el valor del radio de la circunferencia.
Esta circunferencia se encuentra en el plano x,y.

(z-4)=-x-y?
Xy 3
x+y%=3 Circunferencia

Figura 9. Respuesta de E6 en la A3
El hecho de realizar esa sustitucion, le permite a E6 ubicar un plano en el espa-

cio a través del conjunto de puntos que configuran a la traza (variabilidad de
puntos), segun se verifica en las respuestas de E6 en la entrevista:
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E6: [..] Entonces, si Z va a ser igual a uno entonces me va a quedar una
traza en el plano XY.
Entrevistador: ¢Cudl seria esa traza?

E6: Bueno, aqui, ah, ésta es cuatro éno?
Entrevistador: Aja.
E6: Pues mas 0 menos seria dividirlo como en cuatro partes, ahi mas o

menos, pues este seria el uno. Z igual a uno, entonces se cree... Haria
M4as 0 menos un circulo como por aqui.

E6: Pues seria todo lo del conjunto de puntos que se encuentran en esta
traza, donde el radio, cuando, bueno en la coordenada, en este caso
serfa para cuando Z vale uno, esto seria cuando Z vale uno, y serian
todos los conjuntos de puntos que estén en la circunferencia.

En suma, se identifica que en el transito desde AA-SC hacia SG-SC se incorporan
los elementos matematicos articuladores: ecuacion general — transformacion
algebraica — ecuacion estdndar — pardmetros — simetrias — sustitucion — ecua-
cién de dos variables — pardmetros — simetrias — curva de interseccion; mientras
que desde SG-SC hacia AA-SC los articuladores que se reconocen son: forma de
la superficie — transformaciones grdficas — formula de la ecuacion estdndar -
pardmetros — sustitucion — ecuacion de dos variables — pardmetros — ecuacion
estandar. Estos elementos matematicos en las aproximaciones iniciales al com-
parar las graficas y ecuaciones con las que se les propone trabajar incluyen
articuladores tanto del modo SG-SC como del modo AA-SC (tabla 3), que inte-
ractGan para interpretar la informacioén que se percibe en los primeros acerca-
mientos a la comprensiéon del concepto de SC.

Por otra parte, desde el modo SG-SC hacia AE-SC los elementos articuladores
que se registran son: proyeccion — plano en el espacio — variabilidad de puntos
en el espacio — traza - variabilidad de trazas, y desde el modo AA-SC hacia
AE-SC se identifican los articuladores: sustitucion — ecuacion de dos variables
- pardametros — proyeccion — plano en el espacio — variabilidad de puntos en el
espacio — traza; de donde se advierte que en los transitos hacia AE-SC los arti-
culadores comunes que se involucran son: proyeccion, plano en el espacio y
variabilidad.
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4.2. DIFICULTADES EN EL MODO DE PENSAMIENTO AA-SC 0 SG-SC Y su
IMPLICACION PARA EL MODO AE-SC

Respecto a los estudiantes que presentan dificultades para trabajar en los ele-
mentos que describen el modo de pensar SG-SC o AA-SC, se reconoce que no
abordan el modo de pensar AE-SC, al evidenciar las siguientes rutas cognitivas:
SG-SC = AA-SC Insuficiente = AE-SC Falso y SG-SC Insuficiente = AA-SC —
AE-SC Falso.

Como se senala en la tabla 2, la intencion de la actividad A4 es verificar los
posibles transitos desde el modo AA-SC hacia el modo AE-SC. En esa actividad
se solicita representar en el espacio tridimensional la superficie cuadratica con
ecuacion 2x? + 2y* + z?> = 4 y que se trace y describa la curva que se forma
en la interseccién de la superficie con el plano y = 1. Para responder esta acti-
vidad, el estudiante E2 desarrolla la ruta SG-SC — AA-SC Insuficiente — AE-SC
Falso. Aunque esta actividad se presenta desde el modo AA-SC, E2 inicia en el
modo de pensar SG-SC, cuando introduce la ecuacion general de la superficie
y la ecuacion del plano en el software GeoGebra, para observar la forma de la
superficie y la forma de la curva de interseccion de la superficie con el plano.
Luego, a partir de sus observaciones E2 reconoce la figura de un elipsoide y
aunque intenta realizar una transformacion algebraica de la ecuacién
2x% + 2y + z =4 para obtener los valores a, by cen la férmula de la ecua-
cion estdndar +b +C—_ 1, con los que pretende justificar las simetrias que
observa en la fgura de A4, solo llega a determinar el valor del parametro ¢ de
la ecuacion estandar, como se interpreta en el extracto de la entrevista:
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E2: [Anota en el GeoGebra la ecuaciéon para obtener la grafical Pues ese es un
elipsoide. Entonces en un elipsoide con un plano en Y, es igual a Y, igual a
uno [dibuja en GeoGebra el plano y = 1].. (figura 10)

R

I

Figura 10. Respuesta de E2 en la A4

Ok La curva... interseccion... entonces ahi si creo que tenemos que describir
esta figura que esta aqui. Es una elipse. Aqui ya podemos identificar que es
un elipsoide, asi que la ecuacion estandar seria X al cuadrado mas Y cua-
drada, méas Z al cuadrado igual a cuatro, digo, igual a uno, sobre A, sobre
[ininteligible], sobre C cuadrada. Ok. Esto igualada a uno. Este es igual a
cuatro, significa que esta ecuacion estandar fue multiplicada por cuatro para
que diera esto. Entonces todo esto se multiplicé por cuatro y para sacar los
valores de @, b,y c[..]. Mas bien como estos son dos, se debid de haber sido
dividido por cuatro porque ese es el Unico que no tiene un coeficiente aqui
al lado, que seria el dos, por lo tanto, Z... C es el que debe de valer dos y el
cuadrado seria cuatro. Entonces, para eliminar este cuatro se multiplico todo
por cuatro y también este, entonces... esa es la figura que hice, iedd? aqui.
[Murmura, ininteligible]

De esta manera, E2 identifica Unicamente uno de los parametros de la ecuacion
estandar, por lo que que transita a un modo AA-SC Insuficiente. Luego, sustitu-
ye que y =1 en la ecuacion general para obtener una ecuacion de dos varia-
bles en la cual vuelve a sustituir para z = 0 y para x = 0 respectivamente, y
determinar valores de variable con los que confirma las simetrias de la elipse
que se forma en la interseccion de la superficie con el plano (figura 11).
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Descripeion: La giﬁura que s QOFMOA enel planc x,y,2
Kl k3 2 .
?*%*}5—2’4 € una elipsoide que al fener coellicientes

difecentes de 1 enx ey sy Sorma se
Ve afectada . Respecto ol piano y=A

2 2
IxFeg-=y 2(4‘)"'3:” l ’
X' 2 ziot 2 Ol SWStitul 505 walores en o ecoacian
1, 4 nos do como esuitado en x-4 y en
x=ITyt yx=1 E:ﬁ

Figura 11. Respuesta de E2 en la A4

Asimismo, a partir de las simetrias que percibe, E2 dibuja un cilindro eliptico y
senala que a lo largo del cilindro *Y vale uno” porque es constante, es decir, no
identifica que la traza se ubica en la interseccion de la superficie con el plano
y =1y no logra advertir que y tiene diferentes valores a lo largo del cilindro
(figura 12), por lo que llega a transitar a un modo de pensar AE-SC Falso.

E2: Esta es la superficie cuadratica, esta es la interseccién del plano Y igual a
uno con esta superficie, nada mas que yo la estoy proyectando en toda esta
parte, pero pues es lo mismo porque Y vale uno en toda esta parte. Y es
constante, por lo tanto, pues es una proyeccion de todo esto y aqui serfa el
plano.. Bueno es que no sé como hacer el plano.. ese seria el plano [traza
en la figura el plano y = 1 que estd representado en GeoGebral... este es el
plano Y igual a uno que al cortar con la superficie cuadratica nos da esta
figura, pero se puede proyectar por toda esta parte porque Y es constante y
nos sequira saliendo esa misma figura.

Figura 12. Respuesta de E2 en la A4
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Por otra parte, en la actividad Al se presentan dos graficas de un mismo
hiperboloide de dos hojas junto con su ecuacion estandar (—"72+y72—zz =1y
se solicita a los estudiantes identificar y marcar en las graficas los puntos de
interseccion de la superficie con diferentes planos fundamentales; por lo que
para responder esta actividad, el estudiante E4 que presenta los transitos SG-SC
Insuficiente = AA-SC — AE-SC Falso, comienza dibujando en el hiperboloide de
la izquierda las curvas de interseccion de la superficie con los planos y =3y
y = —2 (una elipse y un punto), mientras que en el de la derecha solo ubica
tres puntos en el eje de las z, en vez de trazar las hipérbolas que se forman en
la interseccion de la superficie con los planos z= 0y z = 2 (figura 13).

Figura 13. Respuesta de E4 en la Al

Posteriormente, durante la entrevista a E4, dibuja de nuevo sin dificultad la
elipse y el punto que representan las intersecciones en el hiperboloide de la
izquierda de A1y no logra ubicar las hipérbolas correspondientes en la grdfica
de la derecha de A1, por lo que se solicita argumentar sus respuestas. El estu-
diante utiliza la ecuacion estdndar que se presenta en la instruccion de la
actividad para senalar que si se sustituye primero y = 3 y después y = —2 en
esa ecuacion, se obtienen como resultado las ecuaciones de dos variables (modo
AA-SC) correspondientes a la elipse y al punto que habia identificado geomeétri-
camente (figura 14).
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Figura 14. Respuesta de E4 en la Al

Asi mismo, E4 sustituye en la ecuacion de dos variables de 1a elipse x =0y
z = 0 para obtener valores de variable con los que justifica las simetrias de la
curva de interseccion (elipse) que proyecta en un plano bidimensional (figura
15) y que habia ubicado inicialmente en el espacio de tres dimensiones.

) a s
_ (o _z",—i i *(c’)_‘j
7z 4 ,
_ZZ = —_LST, Hx_'z _ _% \,‘.'yq
Z
7 =ty Vo N
o= (B H2eg
* i g 4
X =1\w© -V‘W
Ty

Figura 15. Respuesta de E4 en la Al

Respecto a la interseccion de los planos z =0y z = 2 con el hiperboloide de
la derecha de Al, E4 manifiesta una serie de argumentos en los que senala que la
forma de las curvas de interseccion son hipérbolas, aunque no logra trazar en
la grafica estas curvas. E4 menciona que la interseccion es el area del plano
z =0,y la relaciona con ‘la parte mas abierta” del hiperboloide de dos hojas. El
estudiante E4 solo puede distinguir la altura a la que se encuentran los planos,
pero no ubica sobre ellos la curva de interseccion (modo AE-SC Falso), segun
se advierte en el extracto de la entrevista que a continuacion se presenta:
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Entrevistador:
E4.

Entrevistador:
E4:
Entrevistador:

E4:
Entrevistador:
E4:
Entrevistador:

E4.
Entrevistador:
E4:
Entrevistador:
E4:

Entrevistador:
E4.
Entrevistador:

E4.
Entrevistador:

E4:
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&Y cudl es el plano Z igual cero?
O sea, simplemente no habria nada. Ah, no, pérame. Si.. es que no
me acuerdo como lo hice... Ah, ya, ya perdéon. Eh, pues simplemente
guedaria en el plano, este, XY, serian estos.. icomo se dice? Todos
los puntos que pasa en esta interseccion ési? (dibuja el plano z =0
en el hiperboloide de la figura 16).

Figura 16. Respuesta de E4 en la Al
¢Como seria la curva de interseccion?
Ahm.. dComo?
Tu dices que este es el plano z = 0, entonces, éComo se veria la
curva que se obtiene al cortar la superficie con ese plano?
¢Qué figura da?
Aja.
Creo que era una parabola.
Entonces éesa es la forma tendria ese conjunto de puntos donde el
hiperboloide de dos hojas, intercepta a Zigual a ceroy a Zigual a dos?
Ok. Entonces élo dibujo o como?
Si, puedes dibujarlo.
Es que no te entiendo.
Tu dices que la curva es un iqué?
Es una elipse. Bueno, es.. Bueno es, es que como son dos, es una
hipérbole.
éUna hipérbole?
Aja.
Si asi se ve el plano Zigual a cero, écomo se ve aqui la figura que
se forma?...
Aqui intercectan los puntos que vienen en esta area.
Exactamente. Entonces écomo puedes expresar esa interseccion de
manera grafica?
Seria todos estos... como un plano, seria asi, interceptan esto y todo
este es la, la interseccion, aja.
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Entrevistador. Y entonces esa interseccion en particular con el hiperboloide de dos
hojas écual es exactamente esa interseccion del plano con el hiper-
boloide de dos hojas?

E4: ¢Cudl es el plano?

Entrevistador. Ya dibujaste el plano, tienes el hiperboloide de dos hojas écudl es
la_interseccion entre ambos?

E4. éla elipse? No, la hipérbole, perdon
Entrevistador:  Aja
E4: Dependiendo, serfa cuando... Es la parte mas abierta de las... écomo

se llama? Del hiperboloide de dos hojas. (remarca en la figura los
extremos del plano dibujado z = 0)
Entrevistador: Ok

E4: Es que me pongo nervioso.
Entrevistador.  No, no te preocupes, esta bien, tU tranquilo.
E4: Y cuando Z vale igual a dos, simplemente seria mas chica la, la

hipérbola, seria en este caso aqui, entonces interceptarian en todos
estos planos, o sea esto es como iria, en todos estos valores. Bueno
seria mas en la parte mas arriba, seria mas chica la hipérbole.
(dibuja el plano z = 2).

Por lo tanto, en el contexto del analisis anterior, se advierte que si se privilegia
el modo de pensamiento SG-SC y no se presentan los elementos matematicos
articuladores: sustitucion — ecuacion de dos variables — pardmetros en el tran-
sito hacia el modo AA-SC, entonces el modo de pensar AE-SC no se alcanza y
asi mismo, si se restringe el modo de pensamiento SG-SC, posiblemente a ciertas
formas, entonces el transito hacia el modo AA-SC no es posible, como se verifi-
ca en el caso del estudiante E4, quien incorpora los articuladores: sustitucion
- ecuacion de dos variables — valores de variable — simetrias — pardmetros
Unicamente en caso de haber percibido inicialmente la forma de las curvas de
interseccion. Por lo tanto, aunque el pensamiento sintético resulta necesario para
establecer una aproximacion intuitiva a la nocion de SC, este no es suficiente
para lograr transitar al reconocimiento estructural de las propiedades del con-
cepto de SC.
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4.3. TRANSITOS DESDE AA-SC — SG-SC Y DIFICULTADES PARA ALCANZAR EL MODO
AE-SC

La ruta cognitiva AA — SG — AE Insuficiente se presenta cuando el
estudiante E1 responde la actividad A5, en la que se solicita transformar
la ecuacion 2x* + y* — 2z — 4x + 8z — 8 = 0 a la forma estandar e
identificar la superficie cuadratica correspondiente, ademas de dibujar su
grafica y describirla mediante algunas de sus trazas. Ante esto, E1 realiza
una transformacion algebraica a partir de la cual establece la ecuacion
estandary anota que la forma de la superficie es un hiperboloide de una
hoja (modo SG-SQ), junto a la cual E1 anota las coordenadas (1, 0, 2),
punto que es centro del hiperboloide y que E1 identifica en los parametros
de la ecuacion estandar que plantea en la figura 17.

Transformar ecuacion estandar

2xtayt 252 gy, 82 - § =0 Ecuacion estandar:
(1ax) 4y 222055 -g @T_Ol*%f‘(z‘”lﬂ
2 (x*- 2x) wy? 22 42)-g Nombre:
Hiperboloide
207 2metyey? - 2C de una hoga
e 2% 4z g g g
2()(-{)‘1.‘,\(9‘._2(2_-2)1:2 (1)032)

2N v a(e-2)
1 2 7

(X-1)1+¥~ (2-2)"=4

Figura 17. Respuesta de E1 en la A5
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Luego, E1 en la figura 18 propone cuatro diferentes puntos en el espacio
y verifica mediante una sustitucion que sus coordenadas satisfacen a la ecua-
cion estandar del hiperboloide (puntos que pertenecen al hiperboloide pero
que no estan graficados y tampoco se explica de qué forma se obtienen).
Después E1 considera los valores correspondientes a la coordenada de estos
puntos y los sustituye en la ecuacion estandar para establecer ecuaciones de
dos variables, con las que dibuja algunas trazas del hiperboloide, aunque no
representa en la grafica las cuatro ecuaciones propuestas, sino que ubica dos
de ellas y no obtiene la ecuacion de una de las trazas que grafica correspon-
diente al plano z = 4 (modo AE-SC Insuficiente).

Describir la grafica mediante alguna de sus trazas:

Gréafica

s (8
(3NZ,0) G-0°, E (o-2y 2
O e o) 2 g
4,24 _, it !
TR et = 1= 2
1 {x=1) ¥1=~r

5 T

'
(1,2,3) (10", 2% (_3;3)7:2 ()(—-4)1_1. \»9‘:_2
4 x 4 e 4

0% 4 4 2
TrT T 4 (x-2 y2

(04,2 G 4 (aa¥ o
4 =4 l+y

a b 4 T="
LT ET S 5y (g e
PT v
4 A
(yul;i) G0y,
— =1

Figura 18. Respuesta de E1 en la A5

En consecuencia, a diferencia de los estudiantes E2 y E4 que presentan restric-
ciones respecto a los modos de pensar SG-SC o AA-SC, el estudiante E1 articula
ambos modos de pensamiento, y en particular involucra los elementos matema-
ticos: sustitucion — ecuacion de dos variables — parametros, no obstante, en el
transito hacia el modo de pensar AE-SC se advierte que los argumentos que
expone no presentan en todos los casos una correspondencia entre lo sintético
y lo analitico, y no se incorpora el elemento articulador variabilidad, lo cual
restringe el paso para llegar al modo de pensar AE-SC.
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5. CONCLUSIONES

Aunqgue en general los reportes que anteceden a este trabajo explican la cons-
truccion de las funciones de dos variables (Kashefi et al, 2013; Martinez-Plane-
Il & Trigueros, 2013, 2019, 2021; Sefik & Dost, 2020; Weber & Thompson, 2014),
este estudio se distingue por profundizar en los transitos entre los modos de
pensar las SC —prerrequisito curricular de dichas funciones— por parte de estu-
diantes que resuelven situaciones matematicas propuestas, poniendo de relieve
los elementos matematicos que ellos evocan en su resolucion.

Los hallazgos del estudio indicaron que el transito entre los modos SG-SC & AA-
SC resulta indispensable en los primeros acercamientos en la comprension del
concepto en estudio, y se logra al identificar los elementos matematicos: transfor-
maciones graficas/algebraicas, ecuacion estandar, parametros, sustitucion, ecuacion
de dos variables, simetrias y curva de interseccion, como se muestra en la figura
19; mientras que la transicion a la interpretacion estructural del concepto requiere
un pensamiento variacional mediante el cual, conjuntos de puntos ubicados en el
espacio tridimensional se proyectan en un plano para configurar las trazas que
constituyen a las superficies cuadraticas, es decir, la comprension de estos elemen-
tos matematicos representados en el espacio (modo AE-SC), se favorece cuando
intervienen de manera conjunta los elementos articuladores: proyeccion — plano
en el espacio — variabilidad.
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SG-SC

Forma de la superficie
Transformaciones graficas
Férmula de la ecuacién estandar
Parametros
Sustitucion
Ecuacién de dos variables
Parametros
Ecuacion estandar

Proyeccion
Plano en el espacio
Variabilidad de puntos en el
espacio
Traza
Variabilidad de trazas

Ecuacion general
Transformacién algebraica
Ecuacion estandar
Parametros
Simetrias
Sustitucion
Ecuacion de dos variables

Parametros

A A SC Simetrias
- Curva de interseccion
2 2
yo X >
Z _2 A _2 Sustitucion
b a Ecuacion de dos variables
Parametros
Proyeccion

Plano en el espacio
Variabilidad de puntos en el
espacio
Traza

Figura 19. Articuladores entre los Modos de Pensar las SC

De manera especifica, la evidencia mostré que la variabilidad es un elemento
matematico indispensable para alcanzar el modo AE-SC, para lo cual el GeoGe-
bra mostré un rol importante en su reconocimiento. Lo anterior, debido a que la
interaccion con el entorno grafico-algebraico del software permitio a los estu-
diantes percibir la variabilidad relacionada con el concepto, lo cual es dificil
comunicar a través de un argumento observable si solo se trabaja con lapiz y
papel. Asi mismo, en concordancia con los resultados reportados en el trabajo
de Lopez-Vega (2018), el uso del GeoGebra favorecio el transito entre los modos
SG-SC y AA-SC, para relacionar la ecuacion de las superficies con las orienta-
ciones de sus graficas (transformaciones graficas — férmula de la ecuacién
estandar) y para reconocer como afectan los parametros de la ecuacién a la
superficie (ecuacién estandar — pardmetros — simetrias).

Por otra parte, los estudiantes que privilegiaron exclusivamente alguno de los
modos de pensamiento SG-SC o AA-SC, no llegaron al modo de pensar AE-SC.
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Por ejemplo, de manera andloga a los resultados reportados por Trigueros y
Martinez-Planell (2010), los datos de esta investigacion mostraron que una ten-
dencia al modo SG-SC produce un obstaculo para poder articular los modos SG-
SCy AA-SC, debido a que si se enfoca la atencion exclusivamente en las formas
y simetrias de las superficies cuadraticas y de las curvas de interseccion, solo
es posible realizar una aproximacion intuitiva a la nocién; por lo que se debe
de prever que los estudiantes que privilegian este modo podrian limitarse a un
reconocimiento visual y no estructural del concepto de superficies cuadraticas.

Aungque también, los resultados mostraron que el modo de pensar SG-SC resulta
imprescindible en la comprension de las superficies cuadraticas; y es que si se
restringe este modo, posiblemente a ciertas formas, entonces el transito hacia el
modo AE-SC tampoco se alcanza, debido a que no se perciben las formas graficas.
Como consecuencia de esto ultimo, no es posible incorporar los elementos ma-
tematicos: sustitucion — ecuacion de dos variables — parametros, necesarios para
articular al modo AA-SC en el proceso de comprension del concepto. Al respecto,
se sugiere que en las actividades didacticas, creadas para explorar en el GeoGebra
las caracteristicas de las superficies cuadraticas, se incluya el analisis de trazas de
diferentes curvas cénicas y no solo con formas elipticas.

Desde un punto de vista metodoldgico y practico, la descripcion de la com-
prension de las SC por parte de estudiantes universitarios, a través de la relacion
entre elementos matematicos articuladores de diferentes formas de ver el concepto,
ofrece una referencia util para los profesores de matematicas con el fin de aclarar
el diseno y orientacion de los esfuerzos de ensenanza y evaluacion del tema.

Futuras investigaciones podrian focalizarse en confirmar los hallazgos
que surgen en este trabajo, a través de un estudio de corte cuantitativo en
el que los resultados que aqui se presentan se utilicen como hipétesis para
contrastar un grupo control con instruccion tradicional y uno experimental,
que sea expuesto a una experiencia de aprendizaje que involucre la explo-
racion de los elementos matematicos articuladores de los modos de pensar
las SC antes descritos.
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