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RESUMEN
Este articulo se presenta la formulacion variacional e implantacion numérica de un problema de interés en el
estudio del comportamiento mecdnico de elementos de concreto reforzado, basada en una aproximacién de
desplazamientos del método de los elementos finitos, en dos dimensiones, en la que el acero de refuerzo se
modela utilizando elementos barra localizados dentro del dominio de los elementos finitos de concreto. Para
simular el efecto del endurecimiento por deformacion en el acero de refuerzo, se utiliza un modelo constitutivo
elasto—pldstico y el dafio en el concreto se introduce mediante una aproximacion de discontinuidades inte-
riores. La formulaciéon desarrollada, se implanta en un programa de computadora y se aplica a un problema de
tensioén de un elemento estructural, donde se considera que la falla inicia predominantemente en modo-I; para
posteriormente evolucionar hacia el colapso en un modo mixto de falla. En este ejemplo se utiliza una seccién
de concreto con y sin refuerzo.

Palabras clave: Concreto reforzado, elemento finito, mecdnica del dafio, discontinuidades interiores, analisis
ineldstico.

ABSTRACT

This paper presents a variational formulation and numerical implementation of a problem of interest in the study
of the mechanical behavior of reinforced concrete elements based on a two dimensional displacement approxima-
tion of the finite element method in which the steel reinforcement is introduced using bar elements located within
the concrete finite elements. To simulate the strain hardening effect of the reinforcement steel an elastic—plastic
constitutive model is used. The damage undergone by the concrete material is modeled by an embedded discon-
tinuity approach. The developed formulation is implemented in a finite element computer program and applied to
a structural element subjected to tension; considering that the failure process initiates in mode—I, to continue in
a mixed mode on its evolution to collapse. This example considers a cross section with and without two different
reinforcements.

Keywords: Reinforced concrete, finite element, damage mechanics, embedded discontinuities, inelastic analysis.

RESUMO
Este artigo apresenta a formulagd@o variacional e implementag¢do numérica de um problema de interesse para o estudo
do comportamento mecénico dos elementos de betdo armado, com base numa aproximac¢do do método de desloca-
mento de elementos finitos em duas dimensdes, em que o reforco de ago é modelado utilizando elementos de barras
localizadas no dominio finito elemento concreto. Para simular o efeito de encruamento no refor¢o de aco, modelo
constitutivo elasto-plastico € usado. O dano em concreto € introduzido através da aproximacdo descontinuidades
internas. A formulacdo desenvolvida é implementado num programa de computador e € aplicado a um problema
de tensdo de um elemento estrutural, onde se considera -que o modo de falha iniciar-I predominantemente; depois
evoluir para o colapso de um modo de falha mista. Neste exemplo, uma seccdo de betdo foi utilizado sem e com
dois bracos diferentes.

Palavras chaves: Betao armado, elemento finito, danos mecanicos, descontinuidade interna, analise inel4stica.
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INTRODUCCION

El concreto reforzado ha llegado a ser uno de los materiales de construccion mas ampliamente utilizados en la ingenieria
estructural. Su costo, eficiencia, rigidez y resistencia, hacen al concreto reforzado un material viable para la construc-
cion de una gran variedad de sistemas estructurales (Retama y Ayala, 2013). Desafortunadamente, la complejidad del
comportamiento mecédnico no lineal de este material, particularmente el experimentado en su evolucién al colapso, no
ha sido suficientemente estudiado y por tanto no plenamente entendido. Debido a la complejidad de este problema,
existen diversos esfuerzos de investigacion en los que se contintda estudidndolo tanto a nivel experimental (Katz, 1999)
como mediante simulaciones numéricas (Retama, 2010a; Retama y Ayala, 2010b; Retama y Ayala, 2011; Juarez, 2006)
que consideran la no-linealidad inherente en el comportamiento mecénico de estructuras construidas con este material
ante escenarios que las lleven a mecanismos ineldsticos que pueden conducir a su colapso total o parcial. Algunas de
las complejidades relacionadas con el modelado del comportamiento del concreto reforzado son:

1. El concreto reforzado es un material compuesto formado por dos materiales diferentes, concreto y acero, ambos
con comportamiento no lineal complejo.

2. El comportamiento mecdnico de los componentes de este material compuesto a niveles elevados de deformacion
es altamente no lineal aun ante demandas moné6tonamente crecientes. Este comportamiento da origen a propie-
dades cambiantes en el concreto debidas a la aparicién y propagacion de grietas, y en el acero de refuerzo a su
plastificacién.

3. La adherencia entre el concreto y el acero de refuerzo es un problema unilateral, dificil de incorporar dentro de
modelos de andlisis convencionales.

4. El comportamiento esfuerzo—deformacién del concreto es no—lineal, funcién de diferentes variables de estado
no suficientemente investigadas.

5. Las deformaciones del concreto estan influenciadas por el flujo pldstico y la contraccién; ambas problemas
dependientes del tiempo.

Dentro del contexto del desarrollo de nuevos y mejores modelos analiticos, para simular el comportamiento de
elementos de concreto reforzado (Ngo y Scordelis, 1967; Oliver et al., 2008; Neto et al., 2004; Katz, 1999; Kumar y
Barai, 2010) la experimentacién en laboratorio sigue siendo una parte fundamental mediante la cual se investigan los
modelos constitutivos de este material y se obtienen las propiedades necesarias para su uso en formulaciones numéricas
y herramientas de andlisis estructural como las basadas en el método de los elementos finitos.

Para eliminar las limitaciones de las formulaciones numéricas y herramientas de andlisis existentes, en este articulo se pre-
senta una formulacién variacional y su implantaciéon numérica basada en el método de los elementos finitos que considera:

1) La adherencia entre el concreto y el acero.

2) El comportamiento no-lineal de las varillas de refuerzo considerando el endurecimiento por deformacién.

3) El agrietamiento experimentado por el concreto utilizando una formulacién discreta de discontinuidades interiores.

1. MODELADO NUMERICO DEL CONCRETO REFORZADO
Las formulaciones numéricas actualmente usadas en el modelado del comportamiento de elementos de concreto reforzado
son diversas, cada una con ventajas y desventajas; atribuibles generalmente a los modelos constitutivos utilizados, y a
la formulacién e implementacién numérica en un programa de computadora de elementos finitos no lineales (Retama
y Ayala, 2013).
Al ser el concreto reforzado un material compuesto, no es vélido caracterizarlo como un material de una sola fase.
Por ello, diferentes investigadores han estudiado el problema como uno de interaccién a nivel macroscopico entre dos
materiales, el concreto y el acero. A este respecto, a continuacién se describen brevemente algunos de los modelos
numéricos desarrollados para este fin que utilizan el método de los elementos finitos:
1. El modelo numérico mas comtinmente utilizado en la prictica de la ingenieria estructural, considera al concreto
reforzado como un material homogéneo con propiedades equivalentes en el que, por lo general, el material acero
se transforma en uno equivalente de concreto (Katz, 1999).

2. Otro tipo de formulacién numérica es en el que un elemento estructural de concreto reforzado se discretiza mediante
elementos sélidos en dos (2D) o tres dimensiones (3D). El concreto se modela mediante elementos continuos y el
efecto del acero de refuerzo, se incluye mediante elementos barra unidimensional con un tnico grado de libertad
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por nodo, (Fig. 1). Para lograr esto, es necesario que los nodos de los elementos barra coincidan con los nodos
de los elementos sdlidos; lo que obliga a utilizar mallas estructuradas para localizar correctamente las barras de
acero (Retama y Ayala, 2011; Ngo y Scordelis, 1967; Oliver et al., 2008; Kwak y Filippou, 1990).

4 J
Fig. 1: Solido 2D de concreto reforzado, con el acero de refuerzo en la frontera.

3. Otro modelo, que permite una aproximacion mds general del comportamiento de este material, mejor que la del
modelo anterior, considera al acero de refuerzo con elementos barra embebidos dentro de elementos sélidos de
concreto, (Fig. 2). En esta aproximacion no es necesario utilizar mallas estructuradas de elementos finitos para
introducir, dentro del concreto las varillas de refuerzo (Retama y Ayala, 2013).

Fig. 2: Sélido 2D con el acero de refuerzo embebido.

2. MODELO DE DANO COHESIVO

Para modelar la evolucidn del dafio en un material debido a la aparicién y propagacion de una discontinuidad, caracteri-
zado por un fendmeno no lineal asociado la localizacién de deformaciones, se han desarrollado relaciones constitutivas
cohesivas traccion—salto (Retama, 2010a; Hillerborg et al., 1976; Bazant y Planas, 1998) que consideran los diferentes
modos posibles de falla en el material.
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En este modelo constitutivo, se considera que la respuesta ineldstica del material estd caracterizada, basicamente,
por dos propiedades: el esfuerzo de fluencia g, y la energia de fractura Gr. En este modelo, en el momento en que el
esfuerzo principal mdximo alcanza el esfuerzo o, similar al criterio de Rankine en teoria de plasticidad clésica, se
introduce una discontinuidad dentro del elemento, mediante la cual se simula el dafio que éste experimenta.

Para definir el nivel de dafio en una grieta se utiliza una funcién f de carga/descarga, definida como:

f=@Wy)—Kk <0 (1)

We
Fig. 3: Modelo constitutivo de daio cohesivo.

donde (un) corresponde a los valores positivos de la componente normal del vector salto de desplazamientos en la dis-
continuidad, definidos por los corchetes de McAuley, (i), y k es una variable de estado que toma en cuenta el dafio
acumulado en el material, definida como:

K = K(u,) = max{u,) 2

El considerar solo los valores positivos de Un en la ecuacién 1, garantiza un proceso de falla mondtonamente cre-
ciente.

Las tracciones normales a la discontinuidad se relacionan con el salto de los desplazamientos mediante:
t, = o [1 - i]ﬂ 3
n to we 3)

donde w, es el salto normal maximo permitido en la grieta y n es una constante que define la forma de la curva de
ablandamiento, (Fig. 3).

Para obtener una disipacion de energia consistente con la energia de fractura del material, las tracciones en la dis-
continuidad se relacionan con Gr mediante:

We

Gr= [ty di )
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El tensor constitutivo tangente, T, que define el comportamiento del material en la zona de la discontinuidad, se ob-
tiene de la derivada de las tracciones en la discontinuidad, ecuacion 3, con respecto a la variable de estado k, esto es

_ Ota_ _mot [, _ x]®V (5)
ok We [1 wc]

En el momento en que inicia el proceso de dafio, y se introduce la discontinuidad, se tienen las siguientes condi-
ciones iniciales:

K= kg (62)
Un = Ko (6b)
th = 0, = O (6¢)
6 =0 (64)

donde ¥o es la apertura inicial de la grieta, o; es el esfuerzo principal mdximo y £ es la traccién normal a la disconti-
nuidad. El resto de los términos se definieron en secciones anteriores.

3. FORMULACION VARIACIONAL

La formulacién variacional del problema descrito en los parrafos anteriores, se deriva de la desarrollada por Re-
tama (Retama, 2010a), en la que se aborda el problema de un sélido en que aparece una discontinuidad dentro
de su dominio. Para esto, sea un sélido, inicialmente continuo, con volumen €, frontera I' y fuerzas de cuerpo
b, aplicadas en Q y en el que se encuentra localizado el acero de refuerzo, como se muestra en la Fig. 4. Las
condiciones esenciales de frontera, @, estdn definidas en I', mientras que, las tracciones, t, correspondientes a
las condiciones naturales de frontera, se aplican en I';; de tal formaque '=T, U I,y D = I',NT.. En esta figura

ves el vector normal a la frontera I',.

t

L, Fa 4

acero de refuerzo

[
o,

[
u X / F

Fig. 4: Sélido, inicialmente continuo, con acero de refuerzo.

El funcional de energia para este sélido se define como:
M= Mpe + Mgis + nref + My — Moy
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donde IT,, corresponde a la energia de deformacion interna del concreto, I1y; es la energia consumida en el proceso de
dafio en la zona de la grieta, Il.; es la energia de deformacidn interna del acero, I1;, es la energia de deformacién en
la zona de adherencia entre el concreto y el acero; generalmente representada mediante elementos de interfaz, y I1,,,
corresponde al trabajo desarrollado por las cargas externas que actian en el sélido.

4. APROXIMACION MEDIANTE ELEMENTO FINITO

Para aproximar el campo de desplazamientos del problema descrito en el parrado anterior, se utiliza una formulacién
de elementos finitos que considera elementos s6lidos 2D en los que el acero de refuerzo se encuentra dentro de su
dominio; como se muestra en la Fig. 5.

antes de la deformacion

4.

2
T ¢

-

b elemento 3
de concreto (x_a,y )

"

nodo interno barra de refuerzo

después de la deformacion

2 4
1 t 3 t
discontinuidad T

interior
terio resortes

(x1,y1)

Fig. 5: Elemento finito con acero de refuerzo.

En la Fig. 5, los nudos 2 y 4 corresponden a los extremos del elemento barra y los 1 y 3 son los correspondientes
nudos dentro del elemento de concreto. Esta definicién de nudos permite incluir de manera explicita el corrimiento de
una barra de refuerzo dentro de la masa de concreto.

A diferencia de otras formulaciones numéricas, utilizadas para simular el comportamiento del concreto reforzado,
en esta se permite que las varillas de acero puedan cruzar el elemento. La ventaja de esta formulacion, es que no es
necesario utilizar mallas estructuradas de elementos finitos para localizar apropiadamente las varillas de acero dentro
del sélido continuo.

Al minimizar el funcional de energia dado por la ecuacién 7, con respecto al campo de desplazamientos e interpo-
lados mediante una aproximacién de elemento finito, se obtiene, para el elemento sélido triangular, de deformacién
constante mostrado en la Fig. 5, 1a siguiente ecuacién matricial de equilibrio del elemento,

Ku=F,, 8)
donde K es la matriz de rigidez del elemento enriquecido, definida como:
K=k1+k2+k3 (9)

La matriz k; es la matriz de rigidez del elemento que considera la existencia de dafio en el concreto, definido
como una discontinuidad dentro de su dominio, k, es la matriz correspondiente al acero de refuerzo que cruza al
elemento y k; la correspondiente a la adherencia entre el concreto y las varillas de refuerzo. La forma condensada
de esta matriz es:

Ky = koo — Kaulka] k3 (10)
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donde:

kag = J, BT CB dQ (11a)
= fn BT CB, dQ (11b)

kg = J, BI CB, d0+ frdT dr (11¢)

k, = RERL k, R, R, (12)

con:

R, = cosa sina 0 0

0 0 cosa sina (13a)
ni 0 ni 0 ni oo
0 nf 0 ni 0 ni

Rn= . A j
W0 O om0 (13b)
0 ™ 0 M 0 n

y:

kt=g[l —1] (13¢)
L

es la matriz de rigidez del elemento barra. La matriz de transformacién R, rota la matriz de rigidez elemental, del ele-
mento barra, al sistema global y R, es una matriz de transformacién que transmite el efecto de las varillas de refuerzo
a los nodos del elemento sélido 2D. Los términos i, 1 y n§ son las funciones de forma para el elemento sélido 2D
evaluadas en el nodo i del elemento barra, (Fig. 5); mientras que nl, n) y n} son las mismas funciones evaluadas en el
nodo j. En el trabajo de Retama y Ayala (2011) se da una descripcion detallada de esta formulacién.

La matriz correspondiente a la adherencia entre el concreto y las varillas de refuerzo estd dada como:

k; = RLRL kR, R, (14)
donde:
1
. p|l 3
ko = 3 : i (15)

con f3 como una constante que caracteriza la adherencia entre el concreto y el acero, y el resto de los términos como ya
se han definido. Finalmente, los vectores u y F.,, dados en la ecuacién 8, son el de desplazamientos y fuerzas nodales
del elemento, respectivamente.

5. EJEMPLO DE APLICACION

Para ilustrar la aplicacién de la formulacion descrita en los parrafos anteriores, a continuacién se presenta un ejemplo
correspondiente a un elemento estructural de concreto reforzado, sometido a tensién. La geometria del elemento,
condiciones de apoyo y localizacién de las varillas de acero longitudinal se muestran en la Fig. 6. En este ejemplo se
ignora el acero transversal.

CONCRETOY CEMENTO J INVESTIGACIONY DESARROLLO
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Fig. 6: Elemento de concreto reforzado sujeto a tension.

Las propiedades mecdanicas del concreto son:

* Resistencia a la compresion .= 19.6 Mpa
* Médulo de elasticidad E.= 19.6 Mpa

* Relacién de Poisson v =0.20

* Esfuerzo de fluencia 0,=1.94 Mpa

* Energia de fractura Gr=0.06 i%

y las del acero de refuerzo:

* Médulo de elasticidad E, = 2x10° Mpa
* Esfuerzo de fluencia f, = 196,140 Mpa

El experimento numérico se realiza para tres cuantias de acero de refuerzo. En el primer caso se analiza un concreto
simple, sin acero de refuerzo; posteriormente se incluyen cuatro varillas del nimero tres (9.5 mm de didmetro), dis-
tribuidas como se indica en la Fig. 6, y en el dltimo caso, se consideran cuatro varillas de refuerzo del nimero cuatro
(12.7 mm de didmetro), con la misma distribucion del caso anterior.

6. RESULTADOS

Para el modelado mediante el método de los elementos finitos, se utilizan elementos sélidos 2D, triangulares de defor-
macién constante, conjuntamente con elementos barra 1D, (Fig. 7). Es importante mencionar que debido a la naturaleza
del experimento numérico en el que se pretende llevar al espécimen hasta la falla, el anédlisis se realiza mediante un
control de desplazamientos.

o D \NANAN /\f\/r\

Z

/
NV VNN NN NS

Fig. 7: Malla de elementos finitos.
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En la Fig. 8 se muestran las curvas desplazamiento contra reaccion para los tres tipos de armado que se estudian.

1 0 T T T T T T T T

concreto simple
. ——— concreto con 4#3
or s = = = concreto con 4#4 [

Reaccion [N]
(4]
T
1

0 1 1 1 1 L
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5

Desplazamiento [m] x10™

Fig. 8: Respuesta de la estructura.

Al observar las curvas de respuesta en la Fig. 8, reaccion en el apoyo contra desplazamiento, se aprecia que la pendiente
de larama ascendente se incrementa ligeramente a medida que se utiliza més acero de refuerzo, esto significa que, como
era de esperarse, la estructura se vuelve mads rigida. Con respecto a la rama descendente, donde la estructura ha sufrido
dafio y comienza a degradarse hasta llegar al colapso total, se observa que las pendientes para las tres curvas, es muy
diferente. Cuando no se utiliza acero de refuerzo, se observa que el comportamiento de la estructura es fragil; mientras
que a mayores porcentajes de acero, el comportamiento es mds dictil.

7. CONCLUSIONES

El comportamiento mecédnico del concreto reforzado, visto como un material compuesto, es un problema complejo
cuyo modelado numérico atin no estd plenamente estudiado. A partir de los diferentes modelos numéricos utilizados
por diferentes autores, se puede observar que existen varios factores que influyen en el desarrollo de una formulacién
numérica, consistente con el problema fisico real.

Una aproximacion que se ha considerado aqui como razonable es que, en estructuras bien disefiadas, antes de que se
pierda la adherencia entre el acero y el concreto, este tltimo material falla; permitiendo el desarrollo de macro— grietas
que evolucionan hasta que la estructura llega al colapso total. Esta suposicién implica el considerar una adherencia
perfecta entre ambos materiales, pudiendo no ser totalmente representativo del problema general. A pesar de esta limi-
tante, es de interés mencionar que la formulacién presentada da resultados satisfactorios; permitiendo una disipacién
de energia consistente con el comportamiento real de este tipo de estructuras, a base de concreto reforzado.

Futuros desarrollos de esta formulacién en los que se simule la pérdida de adherencia entre el concreto y el acero
requieren un modelo de ablandamiento escalar que relacione el corrimiento del refuerzo con los esfuerzos en la zona
de adherencia; similar al utilizado para elementos finitos de interfaz.
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