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RESUMEN

En este trabajo se compararon las pruebas asintéticas de no-
inferioridad de Blackwelder, Farrington-Manning, Boéhning-
Viwatwongkasen, Hauck-Anderson; la prueba de razén de ve-
rosimilitudes y dos variantes de estas pruebas con base en sus
niveles de significancia reales y en sus potencias. La prueba de
Farrington-Manning resulté con la mejor aproximacion del nivel
de significancia real al nivel nominal para tamaiios de muestra
30=<n<100 y para los tres limites de no-inferioridad mas fre-
cuentemente utilizados en la practica. Ademas, la potencia de la
prueba de Farrington-Manning fue muy similar a las potencias
de aquellas pruebas con buena aproximacién del nivel de signi-
ficancia real al nominal.
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INTRODUCCION

as pruebas estadisticas asintdticas de no-in-

ferioridad se utilizan muy frecuentemente en

ensayos clinicos. Estas pruebas sirven para de-
mostrar que una terapia nueva (con menores efectos
secundarios 0 menor costo) no es sustancialmente in-
ferior en eficacia a la estandar (Chen et al., 2000).

El objetivo de este trabajo fue comparar las pruebas
asintdticas para no-inferioridad de Blackwelder, Fa-
rrington-Manning, Bohning-Viwatwongkasen, Hauck-
Anderson, la prueba de razon de verosimilitudes y dos
variantes de estas pruebas con base en sus niveles de
significancia reales y en sus potencias.

Se han reportado algunas comparaciones de prue-
bas para no-inferioridad, pero estdn basadas en simu-
laciones o en aproximaciones gruesas de los niveles
de significancia exactos y de las potencias (Tu, 1997;
Chen et al., 2000; Li y Chuang-Stein, 2006). En la
literatura consultada no se encontrd andlisis compara-
tivo de pruebas de no-inferioridad donde sean calcu-
lados los niveles de significancia y de las potencias.
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ABSTRACT

In this study, the asymptotic tests of non inferiority of Blackwelder,
Farrington-Manning, Bohning-Viwatwongkasen and Hauck-
Anderson, as well as the likelihood ratio test and two variants of
these tests were compared based on their real significance levels
and their powers. The Farrington-Manning test turned out to
be the one with the best approximation to the real significance
level to the nominal level for sample sizes 30<n<100 and for the
three most frequently used non-inferiority margins. In addition,
the power of the Farrington-Manning test was very similar to
the power of those tests with good approximation to the real
significance level of the nominal level.

Key words: Non-inferiority, proportion, asymptotic test.
INTRODUCTION

on-inferiority asymptotic statistical tests are

frequently used in clinical trials. These tests

are used to demonstrate that a new therapy
(with less secondary effects or less cost) is not
substantially inferior in efficacy to the standard one
(Chen et al., 2000).

The objective of this paper was to compare
the Blackwelder, Farrington-Manning, Bohning-
Viwatwongkasen and Hauck-Anderson tests, the
likelihood ratio test and two variants of these non-
inferiority asymptotic tests based on their real
significance levels and powers.

Some comparisons for non-inferiority tests have
been reported, but they are based on simulations or
gross approximations to the exact significance levels
and powers (Tu, 1997; Chen et al., 2000; Li and
Chuang-Stein, 2006). In the consulted literature no
comparative studies were found between non-inferiority
tests based on the calculation of the significance levels
and the powers of the tests. This is probably due to
the long computing time required to calculate those
values. In the present study the Barnard convexity
condition and the property of symmetry on the same
tail (ROhmel, 2005) were utilized to calculate the
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Esto probablemente se debe al muy extenso tiempo
de computo requerido para calcular dichos valores.
En el presente trabajo se usaron las condiciones de
convexidad de Barnard y de simetria en la misma cola
(Rohmel, 2005), para calcular los niveles de signifi-
cancia y las potencias de las pruebas y compararlas
para los tamafios de muestra 30=n=<100, asi como
para los tres limites de no-inferioridad mas frecuente-
mente utilizados.

MATERIALES Y METODOS
Pruebas estadisticas consideradas

En este trabajo se utilizé el modelo estandar (Bernoulli) para
comparar dos tratamientos con base en una variable dicotdmica.
Este modelo supone que las observaciones correspondientes al pri-
mer tratamiento (el estdndar) provienen de una muestra aleatoria
{Xll’XIZ’“"Xlnl}
dad de éxito p; y que las observaciones del segundo tratamien-

de una distribucién Bernoulli con probabili-

to (el nuevo o experimental) provienen de otra muestra aleatoria
{XZI,XZZ,...,XZ,,Z de una distribucion Bernoulli con probabili-
dad de éxito p,; se supone ademds que estas dos muestras son in-
dependientes. La hipotesis de interés (hipdtesis de no-inferioridad)
que se desea probar es la alternativa (H,) en el siguiente juego de
hipétesis:

[Hy:d=dy] vs. [H,:d <dy] o)

donde, d = p; — p, y d, es el limite de no-inferioridad, que es una
constante positiva y conocida. En el contexto de ensayos clinicos los
valores usuales para d son 0.10, 0.15 y 0.20.

Seis de las estadisticas de prueba consideradas son del tipo:

A A

Py~ Py~ d,

T(X}, X,) =1+ @)
o

A X
donde, X; = EXU, X, = EXZJ-, y p; =n—’ es el estimador
i

A
de méxima verosimilitud de p; parai = 1,2y ¢ es un estimador

A A A
consistente de la desviacion estdndar de d = p,— p, ; la séptima
estadistica es aquélla para la prueba de razén de verosimilitudes:

sup L(d | (X, X,))

0
X, X)) =2
b SléPL(dl(X17X2)) 3

La diferencia entre las seis estadisticas del tipo (2) radica en la

A
estimacion elegida para la desviacion estandar de d . Se consideran
seis estimadores:
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significance levels and the power of these tests and
compare them for sample sizes of 30=n=<100, as well
as for the three most frequently utilized non-inferiority
margins.

MATERIALS AND METHODS
Statistical tests considered

In this paper the standard model (Bernoulli) was used to
compare two treatments based on a dichotomous variable.
This model assumes that the observations that correspond to
the first treatment (the standard) come from a random sample
(X1, X1 X }
success probability p;, and that the observations from the second

following the Bernoulli distribution with

treatment (the new or experimental one) come from another random
sample X1, X2,..., X5y, following the Bernoulli distribution
with a success probability p,; in addition, it is assumed that these
two samples are independent. The hypothesis of interest (hypothesis
of non-inferiority), which we wish to prove, is the alternative one

(H,) in the following set of hypotheses:
[Hy:dzdy] vs. [H,:d <dy] 1

where d = p; — p, and d, is the non-inferiority margin, which is
a positive and known constant. In the context of clinical trials, the
values most frequently used for dj, are 0.10, 0.15 and 0.20.

Six of the test statistics considered are of the type:

A A

p=py—d

T(X;, Xy) =~ @
g

AX
where X; = EXIJ-, X, = EXZja and p; = —L is the maximum

n;

A
likelihood estimator of p; for i = 1,2y o is a consistent estimator
A A A
of the standard deviation of d = p,— p, ; the seventh test statistic

is the one corresponding to the likelihood ratio test:

supL(d | (X,.X,))

X X)=2
%, %2) sgpL(dl(Xl,Xz)) 3)

The difference between the six test statistics of type (2) is

A
in the estimators chosen for the standard deviation of d. Six
estimators have been considered:

A A A A )2
A 1- 1—
o1 = pl( pl) Pz( pz)

+
n n
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A A A A V)2
A Pl(l_P1) pz(l_Pz)

o] =
+
n n
\% \% \% \% 112
3 _ p](l_p1) pz(l_pz)
2 +
n ny
_ _ _ _o\\12
A 1— 1—
s [pli-a) -7
n ny
A A A A 1/2
s ofib-5) Bk
+
nm—1 n,—1
v \% \ \% 172
s o[plio5) B
+
nm—1 n, —1
_ _ _ o2
sofil-) 35
+
m—1 ny —1

A X,
donde, p; = ’T’ es el estimador de maxima verosimilitud de p;,
v i

D; es el estimador de maxima verosimilitud restringida bajo la
hipétesis nula de p; (Miettinen y Nurminen, 1985; Farrington y

X;

- +1
Manning, 1990); y p; =m (Bohning y Viwatwongkasen,
2005). !

Cuando lim L q € (0,1) la estadistica T'en (2)
min(ny,ny) >0 My + 1y

tiene distribucién asintdtica normal estdndar para cualquier estima-
dor consistente g de la desviacion estandar de ?1 ; para la estadis-
tica A, la distribucién asintdtica de —2Ink es %+ %FX% donde
Fﬂmz denota la funcién de distribucién acumulada de una variable

aleatoria ji-cuadrada con un grado de libertad.

Las pruebas asintdticas para las estadisticas del tipo (2) para un
nivel de significancia nominal ¢ tienen region de rechazo de la forma
Rr(a) = { (X, x,) € {0,‘..,nl} X {O,...,nz} 1 T(xp, %) < =2, }
donde z,, es el percentil superior « de la distribucién normal estdn-
dar, es decir, d)(za) =1—a, donde ® es la funcion de distribu-
cién acumulativa de una variable aleatoria normal estdndar.

La regioén de rechazo para la prueba asintdtica correspondiente
a la estadistica (3) es:

Rp(a) = { (. 2y) =20 A0 %)) > 23 _ 5, (1) }

\% \% \% \% 1/2
LIRSS

+
m m
_ _ _ 2
A - -
03 = P (1 pl) pz(l pz)
+
m m
A A A A 172
A — —
04 = P (1 pl) P2 (1 ,Dz)
+
n—1 n,—1
Vv Vv \ \ 12
A — —
05 = h (1 pl) P2 (1 pz)
+
n—1 n,—1
_ _ _ 2
A - -
06 = P (1 pl) P2 (1 pz)
—+
n—1 ny —1

A X, v
where p; = ’T’ is the maximum likelihood estimator of p;, p; is
i

the maximum likelihood estimator of p; restricted under the null
hypothesis (Miettinen and Nurminen, 1985; Farrington and Manning,

=~ X +1
1990); and finally p; = nl+2 (Bohning y Viwatwongkasen,
2005). !
When  lim " 4€(0,1), the T statistic in (2)

min(ny,ny ) >0 Ny + 1y
has an asymptotic normal standard distribution for any consistent
A A
estimator 0 of the standard deviation of d, for the statistic A,
e 11
the asymptotic distribution of —2Ink is 3 + EFXZ where sz
1 1
denotes the cumulative distribution function of a chi-square random

variable with one degree of freedom.

The asymptotic tests corresponding to the type (2) test statistics,
with nominal level equal to ¢, have a rejection region of the form
Rp(@) ={ (x,x) €{0,om} x{0,.omy b T, 00) < 2, |
where z,, is the upper a-percentile of the standard normal distribution,
that is, <I>(za) =1-a, where ® is the cumulative distribution
function of the standard normal random variable.

The rejection region for the asymptotic test corresponding to
the test statistic (3) is:

Rp(a) = { (4 Xp) : =2 20, 2)) > 75 _ 5, () }

where xlz,m(l) is the 1 — 2« percentile of the chi-square distribution
with one degree of freedom, that is, P(X12 > X12—2a(1)) =1-2a.
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donde x12_2a (1) eselpercentil superior 1 — 2« deladistribucionji-cua-
drada con un grado de libertad, i.e P(ggl2 > xlz,m(l)) =1-2a.

Las correcciones por continuidad analizadas son:

1
Co=0 = ¢,=2
0 '™ 4min(n;, ny) G =26
ol o __
37 2n  2my,” YT 2min(my,ny)’ 0 min(ny,ny)’

donde C,;, C, y C; son consideradas por Hauck y Anderson (1986)
para el caso de las estadisticas 7 y 7.

El andlisis se realizé para disenos balanceados, es decir, para
ny = n, = n. En esta situacién es claro que C;<C;,; para i =
0,1,2,3,4.

Asi, las estadisticas de prueba consideradas son:

A A
Pi=Py—dy +C;
Tic, (Xp. Xp) =~ —— @

O;

parai=0,123456yj=012345y

supL(d | (Xl,Xz))
o )+cj )

Te. (X1, X,)=AMX, X))+ C, = ——F————
7¢; (X1, X3) = UXy, X5) + C; supL(d|(X1,X2)
e

paraj = 0,1,2,3,4,5.

Las pruebas Ticj fueron propuestas en los siguientes articu-
los: Tic, en Blackwelder (1982), T)c, en Farrington y Manning
(1990), T3¢, en Bohning y Viwatwongkasen (2005), Tyc, en
Hauck y Anderson (1986). Tsc, se obtiene de Ty¢, al reemplazar
ny por nj—1y n, por n,—1 en el denominador del estimador de
la desviacion estindar, mientras que Ty, se obtiene de Tzc, al
reemplazar n; por n;—1y n, por n,—1 en el denominador del esti-
mador de la desviacion estdndar. Finalmente, T7¢, es la conocida
estadistica de razon de verosimilitudes (Casella y Berger, 2002).

El nivel de significancia nominal usado en todo este trabajo fue
p=0.05. Las pruebas estadisticas seran simbolizadas de la misma
forma que sus correspondientes estadisticas de prueba.

Estrategia para el calculo del nivel de significancia

De acuerdo con el modelo Bernoulli usado en este trabajo,

el espacio muestral es x = { (X, %) € {0,,..,nl} X {O,...,nz}} ,el

espacio paramétrico es @ ={(pl,p2) e[o,1 } y dado que X;
tiene distribucion binomial con pardmetros (n;,p;) para i = 1,2, la
funcién de verosimilitud conjunta es:

n T -
L(pl,pz;xl,xz)=(xJp1’” (1=p)"™™ (xz)szz (1=py)=,
1
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The corrections for continuity analyzed are:

1
C =0, C,=—, C, =2C
0 174 min(ny,n,)" 2 !
R U S __ 2
57 2n  2nmy” Y 2min(ny,ny)’ 0 min(ny,ny)’

where Cj, C, and Cj are considered by Hauck and Anderson (1986)
for the case of statistics 7; and 7.

The analysis was carried out for balanced designs, that is, for
ny = n, = n. In this situation it is clear that ;< C;,; for i =
0,1,2,3,4..

Thus, the test statistics considered are:

A A

Pi=Py=dy +C;

Tie, (X, Xy) = =5 —— “
O

fori = 0,1,2,3,4,5,6 andj = 0,1,2,3,4,5 and

sup L (d | (Xp X, ))
99

Tr0. (X1, X5) = MX, X Ci=—F——=
7¢; (X1, X3) = A(X;, X5) + C; swpL(d] (X, X,))
e

+C; (5

forj = 0,1,2,3,4,5..

The test statistics T,-Cj were proposed in the following papers:
Tic, in Blackwelder (1982), T,¢, in Farrington and Manning
(1990), Tic, in Bohning and Viwatwongkasen (2005), Tyc, in
Hauck and Anderson (1986). Tsc, is obtained from To¢, by
replacing n; by n;—1 and n, by n,—1 in the denominator of the
standard deviation estimator, while Ty, is obtained from Tz,
by replacing n; by n;—1 and n, by n,—1 in the denominator of
the standard deviation estimator. Finally, T;¢, is the well-known
likelihood ratio test statistic (Casella and Berger, 2002).

The nominal significance level used for the whole study was
p=0.05. The statistical tests will be symbolized in the same way
than their corresponding test statistics.

Strategy for calculation of the significance level

According to the Bernoulli model used in this work, the sample
space is x = { (X1, %) € {Onl} X {Onz}} , the parameter

space is © ={(p1,p2) € [0, 1]2 } and since X; has a binomial
distribution with (n;,p;) parameters for i = 1,2, the joint likelihood
function is:

n — ny —
L(py, py; %1, %) = (xl)l’lxl (1=-p)" (xz)szz (1 -p)"

and the power function is Br(py, p2) = > L P X %)

(x1,%2)ERy (@)
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y la funcién de potenciaes B (py, py) = > L b )

(x1,%2)ERy ()

ademds, el espacio nulo es ©, = {(pl,pz) EO:p—p, = do} y

el nivel de significancia estd dado por sup  Br(p,p2).

(P1,p2)EBg

Chan (1998) calculd el nivel de significancia para la prueba
de Farrington-Manning (T2C0) tomando el supremo no en todo
el espacio nulo (®), sino calculando el miximo tnicamente en
@:; = {(pl,pz) EO:p—p, = do}, el cual es solo una parte de
la frontera del espacio nulo. Computacionalmente ésto representa
una inmensa ventaja, pues el tiempo de computo se reduce aproxi-
madamente a 0.22% del original. Sin embargo, el autor menciona-
do no justifico formalmente la validez de este argumento. Rohmel
(2005) present6 una prueba formal que justifica el procedimiento
usado por Chan (1998). En este trabajo se siguié la misma estrategia
de Chan (1998). Por tanto, en lo que resta de esta seccion, se veri-
fica la validez de la llamada condicién de convexidad de Barnard y
de la condicién de simetria en la misma cola (ver definiciones abajo)
para todas las pruebas asintéticas consideradas.

Definicién. Una prueba estadistica para el problema en (1)
con regiéon de rechazo Ry cumple la condicién de convexidad de
Barnard (C) si satisface las dos propiedades siguientes:

a) (X, Y))ER >(x—LyY)ERr V 1=sx=n, 0=<y<n,
b) (X, ))ER > (x,y+1)ER; V 0=sx=<n, 0=<y=sn,—1

Rohmel y Mansmann (1999) demostraron el resultado ya men-
cionado para pruebas exactas. A continuacion se demuestra el resul-
tado correspondiente para pruebas asintdticas.

Proposicion 1. Sea T una estadistica con distribucion asintdtica
Arp para el problema de prueba de hipdtesis:

[Ho:py<g(p)] vs. [Hy:pr>g(p)]

con region critica dada por R{-‘(a) = { (x1, %) : T(x1, %) < ¢ }

2 ={(p.p) €101 : py < g(p) },
N ={(P1,P2)E (0,17 : p, = g(P1)}, asp,<1, 0<a y g(a)=0

cuando a>0 con g creciente y no intersecta p; = p, si la region

y sean

critica es no vacia y satisface la condicion de convexidad de Bar-

nard, entonces el supremo sup
(p1,P2)€E
alcanza en un punto frontera sobre la curva p, = g(p).

Br(p1, py) €sun maximo y se

Demostraciéon. Puesto que por hipétesis R}‘1 (a) # D,
entonces existe (x9,Y0) € Rfi(a) tal que

max T(x,x) =T(xp,¥9) < ¢, , es decir:
(x1,%2)ERy ()

Rp(a) = { (x1,%,) € y: T(x, %) < T(xg,¥0) }

de donde, por el teorema demostrado para pruebas exactas por
Rohmel y Mansmann (1999) se sigue el resultado.

also, the null space is ©, = {(pl,pz) EO:p—pp= do} and the

significance level is given by ~ sup  Br(pi, py) .

(P1,p2)EB)

Chan (1998) calculated the significance level of the Farrington-
Manning test (TZCO), taking the supreme not from the whole
null space (®g) but rather calculating the maximum solely in
@3 = {(pl,pz) EO:p—p, = do} , which is only part of the null
space borderline. Computationally, this represents an enormous
advantage, because the computing time is reduced to approximately
0.22% of the original time. However, the author mentioned did
not formally justify the validity of this argument. Rohmel (2005)
presented a formal proof that justifies the procedure used by Chan
(1998). In this article we have used the same strategy used by Chan
(1998). Therefore, in the remainder of this section, the validity
of the so-called Barnard convexity condition and the condition of
symmetry on the same tail (see definitions below) are verified for
all the asymptotic tests considered here.

Definition. A statistical test, for the problem in (1), with
rejection region Ry fulfills the Barnard convexity condition (C) if
satisfies both of the following properties:

a) (,Y))ERp=>(x—-1Ly)ERy V 1=<x=n, 0=<y=n,
b) (x,)) ER = (x,y+1)ER;y V 0<x=n, 0=<y=sn,—1

Rohmel and Mansmann (1999) demonstrated the result already
mentioned for exact tests. Next, the result for the asymptotic tests
will be proved.

Proposition 1. Let 7 be a test statistic with an asymptotic
distribution A7 for the hypothesis testing problem:

[Ho:py<gp))] vs. [Hy:py>58(p)]

with a critical region given by R}‘1 (a) = { (X1, %) : T(x1,%5) < ¢, }
By = {(Phpz) €011 : py < g(py) } ,

= 2
g = { (P, p2) 10,117 2 p, = g(py) } ,a<p;<1,0=<aand g(a)=0
when a >0 with g an increasing function which do not intersect p;

and suppose

= p,, if the critical region is not empty and satisfies the Barnard

convexity condition, then the supreme sup  Br(p,py) is a

(P1,P2)EEg
maximum and is reached in a border point on the curve p, =
8-
Demonstration. By hypothesis Ri() =@,
thus there exists (x9,¥0) € R{-1 (a) such that

max  T(x,x) =T(x9,y) <, , that is:
(x1,X2)ERy (@)

Rr(@) ={ (0, %) € 1 : T, x3) < T(xg, %) }

Using this fact and, by the theorem proved for exact tests by Rohmel
and Mansmann (1999) the result follows.

In this work, we have used the function g(p;) = p;—d,.

Note that, by definition, if Ry # & ar}\d it fulfills c/\ondition (©),
then necessarily (0,n,) € Ry ; besides, 01(0,n,) =04(0,n,) =0
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En este trabajo se usa la funcion g(p;) = p;—d,.
Notese que, por definicion, si Ry # @ y se cumple la con-
dicion (C), entonces necesariamente (0,7n,) € Ry ; ademas,

A A
01(0,ny) = 04(0,n,) =0 y por tanto 7;(0,n,) y 7,(0,n,) no

estan definidas, entonces (0,n,) & RT1 U RT4 y en consecuencia
Ry, y Rg, no cumplen (C). Una forma de solventar esta dificultad
es redefiniendo la estimacién de la desviacion estdndar en los puntos

donde se anula. |
X

Observacion 1. Sea ——

nn

¢(n,x) = p(n,n - x)
A
Como oj(x,y)=0 para (x,y) € {O, nl} X {O, nz} se puede

o(n, x) = (1 - %) entonces

redefinir de la siguiente forma:

Jeo(ny,.01) + ¢(n,,.01) si x=y=0

\/<p(n1,.01) + ¢p(ny,ny —.01) si x=0,y=n,
Jo(ny, m = .01) + p(n,,.01) si x=n,y=0
\/<p(n1,n1 —.0) +p(my,ny —.01) si x=n,y=ny

A
o1(x,y) =

de manera similar se redefine (/;4()(, y).

La demostracion del siguiente resultado se establece en Almen-
dra (2007).

Proposicion 2. Sea T una estadistica con distribucion asintdtica
Ar. Sean las regiones criticas para las pruebas exacta y asintdtica
Rry R . Si Ry cumple la condicion de convexidad de Barnard,
entonces R}‘1 también la cumple.

Como se menciond, Rohmel (2005) demostré que la version
exacta de la region critica para T,c, cumple la condicion de
convexidad de Barnard. Entonces, por la proposicion anterior, la
version asintdtica también cumple la condicién de convexidad de
Barnard.

Definiciéon. Si n; = n, = n, una regiéon de recha-
zo R cumple la condiciéon de simetria en la misma cola si
(x,y) ER=>(n—-y,n—x)ER.

Proposicion 3. Si n; = n, = n entonces RTicj cumple la
condiciéon de simetria en la misma cola para i = 1,3,4,6 y j =
0,1,2,3,4,5.

Demostracion. Almendra (2007).

Dado el problema de prueba de hipétesis (1) si se conside-
ra una estadistica de prueba T(X;,X,) con regiéon de rechazo

Ry = { (., %) E x:T(x,xy)<c } , se define el espacio muestral
A
licito como x> = {(xl,xz) Eyx:d< do}; la region critica restringida

al espacio muestral licito es R’y = {(xl,x2) € T(x,x) < c},
La importancia del concepto anterior es reiterada por Martin y
Herranz (2002, 2004a, 2004b) quienes enfatizan la necesidad de tal
concepto, ya que de no restringirse el espacio muestral al espacio
muestral licito, podrian obtenerse inferencias invélidas en algunos

casos. La razon de esta restriccion es que de otra forma la prueba
A A
podria no tener significancia: por ejemplo, si p,— p, = d, , enton-

ces es inferencialmente ilégico concluir que p; — p, <dj .
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and therefore 7;(0,n,) and T,(0,n,) are not defined, then
0,ny) & Ry, URy, and as consequence Ry and Ry, do not
fulfill (C). A way of solving this difficulty is by redefining the
estimation of the standard deviation in the points in which is equal
to zero.
. 1x X

Observation 1. Let ¢(n,x) = ;;(1 - ;) then

@(n,x) = p(n,n - x)
A

Since o1(x,y) =0 for (x,y)E{O,nl}X{O,nz} it can be

redefined in the following way:

Jo(ny,.01) + ¢(n,,.01) if x=y=0
Jo(n,.01) + p(ny, ny —.01) if x=0,y=mn,
Jo(ny, n —.01) + ¢(n,,.01) if x=n,y=0

A
o1(x,y) =

\/<p(n1,n1 —.0) +o(my,ny —.01) if x=n,y=n,

in a similar way (/;4 (x,y) is redefined.

The proof of the following result is established in Almendra
(2007).

Proposition 2. Let 7 be a test statistic with asymptotic
distribution A7. Suppose that the exact and asymptotic critical
regions coresponding to this test statistic are Ry and Rf1 . Then, if
Ry fulfills the Barnard convexity condition, R{ also fulfills it.

As mentioned, Rohmel (2005) demonstrated that the exact
version of the critical region for Ty¢, fulfills the Barnard convexity
condition. Then, using the previous proposition, the asymptotic
version also fulfills the Barnard convexity condition.

Definition. If n; = n, = n, a rejection region R
fulfills the condition of symmetry on the same tail if
(x,y))ER=>(n—y,n—x)ER.

Proposition 3. If n; = n, = n, then RTicj fulfills the condition
of symmetry on the same tail for i = 1,3,4,6 and j = 0,1,2,3,4,5.

Demonstration. See Almendra (2007).

Given the hypothesis testing problem in (1), let
T(X;,X,) be a test statistic with a rejection region

Ry = { (X, %) € x:T(x1, %) < c} , then the licit sample space is
A
defined as x> = {(xl, X)Eyx:d< do}; the critical region restricted

to the licit sample space is R’y = {(xl,xz) € :T(x,x) < c}.
The importance of the previous concept is reiterated by Martin
and Herranz (2002, 2004a, 2004b), who emphasize the need of such
a concept since if the sample space is not restricted in this manner,
to the licit sample space, invalid inferences could be obtained in

some cases. The reason for this restriction is that otherwise the test
A A

could possibly not reach significance, for example, if p,— p, = d,

then it is inferentially illogical to conclude that p; — p, <d .

Proposition 4. For type (2) test statistics, the sample space

is equal to the licit sample space, that is, if 7 is a test statistic

A

d—d,
A

of the form T'(x,x,) = for a test with a rejection region
o

Ry ={(x1,x2) € x:T(x,x)<-2z, } ,then Rp =R'r .
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Proposicion 4. Para estadisticas tipo (2), el espacio muestral

coincide con el espacio muestral licito, es decir, si T es una es-
A

— dO
A
o
gién de rechazo Ry = { (X, %) € 31 T(x, %) <2, } , entonces
RT = R,T .

Para una demostracion de la proposicién anterior, ver Almen-
dra (2007).

No obstante, para la estadistica de razoén de verosimilitudes los

tadistica de la forma T'(x;,x,) = d

para una prueba con re-

espacios muestral y muestral licito no coinciden en general. Por esta
razén el célculo de los niveles de significancia y las potencias para
T, se realiz6 con base en el espacio muestral licito.

Proposicion 5. Sean n; = n, = n 'y R(a) una regién criti-
ca para el problema de prueba de hipdtesis [Ho 1d = do] VS.
[Ha 1d < do], si R(a) cumple la condicién de convexidad de
Barnard y la condicién de simetria en la misma cola, entonces el
nivel de significancia estd dado por:

% — < 3 m X n—x (M2 X
at = max E E 41 (1 - Pl) P2
n=n=dy =0 x=0 \M X2

me[d0,1+2d0]
©)

12— X2

(1 - Pz) I[(xl,xz)ER(a)]

Demostracién. Almendra (2007).

Observacion 2. Todas las pruebas asintéticas Tl»cj, i=1,2,..,7,
j = 0,1,...,5, con estadisticas de prueba definidas en (4) y (5) sa-
tisfacen la condicion de convexidad de Barnard y la condicién de
simetria en la misma cola.

La condicién de convexidad de Barnard para Tzco se probd
analiticamente en la proposicién 2. La condicion de simetria en la
misma cola para TiCj parai = 1,3,4,6;j = 0,1,2,3,4,5; se probd
analiticamente en la proposicion 3. Para las demads pruebas, la veri-
ficacion se efectué numéricamente mediante programas de computo
elaborados en S-PLUS®.

Con base en la proposiciéon 5 y la observacion 2, se usé la
féormula en (6) para calcular una aproximacién del nivel de signifi-
cancia exacto de todas las pruebas consideradas. La aproximacién
del nivel de significancia exacta «*, en la férmula (6), se hizo
reemplazando el intervalo continuo [do,(l + do) / 2] por el con-

junto discreto de puntos: {dg + (.001)i : i = 0,1,2,...,500(1 — dy)},
y al valor obtenido de esta aproximacion de a* usando tal conjunto
discreto se le ha llamado nivel de significancia real de la prueba, el
cual serd denotado por ap.

Es importante subrayar que la féormula en (6), para el cilculo
del nivel de significancia (a*) de cualquiera de las pruebas consi-
deradas aqui, es una formula exacta. Asi que la unica aproximacién
que se hace para calcular el nivel de significancia real (ap) es al re-
emplazar al intervalo continuo [do, (1 + do) / 2] por el conjunto de

puntos {do +(.001)i:i=0,1,2,...,500(1 — do)}. El grado de error
en que incurre esta aproximacion se estimd de la siguiente manera:
para todas las pruebas consideradas y para cada una de las doce

For a demonstration of the latter proposition, see Almendra
(2007).

Nevertheless, for the likelihood ratio test statistic the sample
space and licit sample space do not generally coincide. This is why
the calculation of the significance levels and the powers for 7; were
performed using the licit sample space.

Proposition 5. Let n; = n, = n and R(c) a critical region for
the hypothesis testing problem [HO d = do] Vs. [Ha 1d < do],
if R(c) fulfills the Barnard convexity condition and the condition
of symmetry on the same tail, then the significance level of R(a)
is given by:

a* = max
P2=p1—dy

1+d,
Ple[do»To}

i "EZ (ZI)PK‘I (t=p)" ™ (nz)pz"z

=0 x=0 \1 X2
©

Ny —X
(1 - Pz) T I[(xl,xz)ER(a)]

Demonstration. See Almendra (2007).

Observation 2. All the asymptotic tests T,-Cj, i=12,..7;j
= 0,1,..., 5, with test statistics defined in (4) and (5), satisfy the
Barnard convexity condition and the condition of symmetry on the
same tail.

The Barnard convexity condition for T,¢, was analytically
proved in proposition 2. The condition of symmetry on the same
tail for TiCj for i = 1,3,4,6; j = 0,1,2,3,4,5; was analytically
proved in proposition 3. For the other tests, the verification was
performed numerically through computer programs elaborated in
S-PLUS®.

Based on proposition 5 and observation 2, the formula in (6)
was used to calculate an approximation to the exact significance
level for all tests considered. The approximation of the exact
significance level (a*), in formula (6), was performed by replacing
the continuous interval [do,(l +do)/ 2] by the discrete set of

points {dy + (.001)i :i =0,1,2,...,500(1 — dy)}, and the value
obtained from this approximation to a*, using such discrete set of
points, has been called real significance level of the test, which will
be denoted by ap.

It is important to underline that the formula in (6), for the
calculation of the significance level (a*) of any of the tests considered
here, is an exact formula. So the only approximation that is made
in order to calculate the real significance level (ap) is by replacing
the continuous interval |:d0,(1 + do) / 2] by the set of points

{dy +(.001)i : i = 0,1,2,...,500(1 — dy)}. The degree of error in
which this approximation incurs was estimated as follows: for all
the tests considered and for each one of the twelve combinations of
parameters (n; = n, = 30, 50 and 100), («=0.05 and 0.10), (d,
= 0.10 and 0.15), the error incurred for the estimation of a* by
ap was analyzed, and in all cases it was verified that in the values
adjacent to the maximum estimated (ctg), the variation in the power
function was less than or equal to 0.00001, that is, our estimation of
the error |a* — ap| is that it is less than or equal to 0.00001. For
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combinaciones de parametros (n; = n, = 30, 50 y 100), (¢=0.05y
0.10), (dy = 0.10 y 0.15) se analizé el error incurrido al estimar a*
por ag y en todos los casos se verificd que en los valores adyacentes
al méximo estimado (ap) la variacién en la funcién de potencia fue
menor o igual a 0.00001, es decir, nuestra estimacion del error |a*
— ap| es que es menor o igual a 0.00001. Por ejemplo, para n; =
ny, =50, a = 0.05y dy, = 0.10 los valores adyacentes al maximo
estimado (ag) de la funcién de potencia son:

Br(0.549,0.449) = 0.0441077
Br(0.550,0.450) = 0.0441080 = ap (maximo aproximado)
Br(0.551,0.451) = 0.0441077,

en este caso [ (0.550,.0450) — (1 (0.549,.449) = 0.0000003, el
cual es menor a 0.00001. Con base en este andlisis es razonable
concluir que el error incurrido al estimar a* por ay es aceptable
desde el punto de vista practico, ya que el nivel de significancia real
(ap) difiere del nivel de sinificancia exacto (a*) cuando mucho en
la quinta cifra decimal.

REsuLTADOS Y DIscusion

Comparacion de las pruebas con base
en sus niveles de significancia reales

Para comparar las 42 pruebas estadisticas consi-
deradas en este trabajo (Y}Cj con 1<i<7 y 0sj<5),
parece razonable considerar que el nivel de signifi-
cancia real (ag) de una prueba tiene un buen com-
portamiento cuando az€[0.04,0.05], es decir cuando
ag es menor o igual al nivel nominal (¢=0.05), y
cuando ap es una buena aproximacion al nivel no-
minal (@):|R — a|=< 0.01. Con este propdsito, para
cada prueba T,-Cj se calculd el porcentaje de ags que
pertenece al intervalo [0.04,0.05] con base en los
71 tamafos de muestra n en el rango 30=n<100, y
para cada uno de los valores de dy = 0.10, 0.15 y
0.20. En el Cuadro 1 se reportan estos resultados,
pero unicamente para las pruebas que obtuvieron
porcentajes mayores o iguales a 90%. T,c, y T,
resultaron las pruebas con mejor comportamiento del
nivel de significancia real (ap), para los tres valores
considerados: d, = 0.10, 0.15 y 0.20.

Comparacion de las pruebas con base
en sus potencias reales

Para cada valor de d, (0.10,0.15,0.20) se com-
pararon las potencias de las pruebas The, v Tsc,
para aquellos tamafios de muestra n, 30=<n=<100,
donde la maxima diferencia entre los niveles de sig-
nificancia reales result6 menor o igual que 0.0001
y donde al menos una de las potencias a comparar
fue mayor o igual que 0.7. La comparacion de las
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example, for n; = n, = 50, @ = 0.05 and d;, = 0.10, the values
adjacent to the maximum (ap) estimated for the power function,

are:

Br(0.549,0.449) = 0.0441077
B7(0.550,0.450) = 0.0441080 = «p (aproximate maximum)
Br(0.551,0.451) = 0.0441077,

in this case Br (0.550,.0450) — S (0.549,.449) = 0.0000003,
which is less than 0.00001. Based on this analysis it is reasonable
to conclude that the error incurred, when estimating a* by ag,is
acceptable from a practical point of view, since the real significance
level of (ag) differs from the exact significance level (a*) at most
in the fifth decimal figure.

RESULTS AND DISCUSSION

Comparison of the tests based
on their real levels of significance

In order to compare the 42 statistical tests
considered in this study (Tiq with 1<i<7 and
0<j<5), it seems reasonable to consider that the
real significance level (ap) of a test has a good
performance when ax€[0.04,0.05], that is, when ap
is less or equal to the nominal level (¢=0.05) and
when «ap, is a good approximation to the nominal level
(@):|R — a| = 0.01. With this purpose, for each test
T~ the percentage of ay’s that belong to the interval
[0.(34,0.05] was calculated, based on the 71 sample
sizes n in the 30=n=<100 range, and for each one
of the values for dy=0.10, 0.15 and 0.20. In Table
1 these results are reported, but only for those tests
where percentages were greater than or equal to 90%.
Clearly, T,¢, and Tsc, were the tests with the best
performance in terms of the real significance level
(ag), for the three values considered: dy = 0.10, 0.15
and 0.20.

Cuadro 1. Porcentaje de niveles de significancia reales que per-
tenecen al intervalo [.04,.05] con base en los 71 tama-
fios de muestra n en el rango 30<n<100.

Table 1. Percentage of real significance levels that belong to the

interval [.04,.05] based on the 71 sample sizes n in the
30<n<100 range.

Porcentaje de niveles de significancia reales

d, Prueb:
0 rueba que pertenecen al intervalo [.04,.05]
01 T2C2 98.59
’ T5C2 100.00
T2C2 91.55
0.15 T5C2 90.14
02 T2C2 98.59
’ T5C2 95.77
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potencias se realizé en los puntos (p;,p,) con p;
= 0(.51 y p, €[max(p, —d,,0),1] iniciando en
max(p, —d,,0) y tomando incrementos de 0.05, es
decir, con p, = max(p; —d,,0) +0.05{ para aque-
llos i tales que p, € [max(p, —d,,0),1].

En resumen las potencias de T,¢, y Tsc, se com-
pararon para un total de (40, 26, y 28) tamafos de
muestra en los casos (dy = 0.10, 0.15, y 0.20) res-
pectivamente. Para todos estos tamafios de muestra
en donde se realizd la comparacién, las potencias
de las pruebas T,c, y Ts¢, resultaron iguales en el
100% de los casos. Estos resultados dan como gana-
doras a las pruebas T,¢, y Ts¢, con ventaja de T,
para dy=0.15y 0.20. Para el caso dy=0.10, T,
supera a T, , aunque la diferencia es s6lo 1.41%.
Para una recomendacion préictica se preferird a la
prueba T,¢, en todos los casos (dy = 0.10, 0.15, y
0.20).

CONCLUSIONES

Para los tamanos de muestra 30<n<100, consi-
derando un nivel de significancia nominal ¢=0.05 y
para los tres limites de no-inferioridad analizados (d,,
= 0.10, 0.15, y 0.20), se recomienda usar T)c,; es
decir, la prueba de Farrington-Manning con el factor
de correccion C,.

AGRADECIMIENTOS

El primer autor desea agradecer a la UPIITA del Instituto Po-
litécnico Nacional su apoyo al otorgarle licencia para la realizacién
del presente trabajo.

Li1TERATURA CITADA

Almendra A., F. 2007. Comparacién de algunas pruebas estadisticas
asintdticas de no-inferioridad para contrastar dos proporciones
independientes. Tesis Doctoral, Especialidad en Estadistica,
ISEI, Colegio de Postgraduados, México. 87 p.

Blackwelder, W. 1982. “Proving the null hypothesis” in clinical
trials. Controlled Clinical Trials 3:345-353.

Bohning, D., and C. Viwatwongkasen. 2005. Revisiting proportion
estimators. Statistical Methods in Medical Res. 14: 1-23.

Casella, G., and L. Berger. 2002. Statistical Inference. Second
Edition. Duxbury, Thompson Learning. USA. 660 p.

Chan, I. S. F. 1998. Exact tests of equivalence and efficacy with
a non zero lower bound for comparative studies. Statistics in
Medicine 17: 1403-1413.

Chen, J., Y. Tsong, and S. Kang. 2000. Tests for equivalence or
noninferiority between two proportions. Drug Information J.
34: 569-578.

Farrington, C., and G. Manning. 1990. Test statistics and sample
size formulae for comparative binomial trials with null
hypothesis of non-zero risk difference or non-unity relative
risk. Statistics in Medicine 9: 1447-1454.

Hauck, W., and S. Anderson. 1986. A comparison of large-sample
confidence interval methods for the difference of two binomial
probabilities. The Am. Statistician 40: 318-322.

Comparison of the tests based
on their real powers

For each value of d;; (0.10,0.15,0.20), the powers of
the tests T,¢, and T5¢, were compared for the sample
sizes n, 30<n<100, where the maximum difference
between the real significance levels was less than or
equal to 0.0001 and where at least one of the powers to be
compared was greater or equal to 0.7. The comparison
of the powers was carried out on points (p;, p,) with
Py = 0(.5)1 and p, € [max(p, —d,,0),1] starting at
max(p; —d,,0) and with increments of 0.05; that is,
with p, = max(p; —d,,0)+0.05/ for those i so that
P> € [max(p; —d,,0),1].

Summarizing, the powers of T,c, and T5c, were
compared for a total of (40, 26, and 28) sample sizes
corresponding to the values (d; = 0.10, 0.15, and
0.20), respectively. For all these sample sizes the
comparison of these tests was carried out, and the
powers of the tests T,c, and T5c, were equal in
100% of the cases. These results give as winners
tests Tpc, and T5c, with an advantage by T,c, for
dy = 0.15 and 0.20. For the case dy = 0.10, T5c,
outperforms 7T, , although the difference is only
1.41%. For a practical recommendation, the 7,¢,
test would be preferred in all cases (dy = 0.10, 0.15,
and 0.20).

CONCLUSIONS

For the sample sizes 30=<n<100, considering the
nominal significance level «=0.05 and for the three
non-inferiority margins analyzed (d, = 0.10, 0.15,
and 0.20), it is recommended to use T2Cz; that is, the
Farrington-Manning test with a C, correction factor.

—End of the English version—

........)Ie‘._‘.“.‘

Li, Z., and C. Chuang-Stein. 2006. A note on comparing two
binomial proportions in confirmatory noninferiority trials. Drug
Information J. 40: 203-208.

Martin A., A., and I. Herranz T. 2002. Equivalence testing for
binomial random variables: which test to use?. The Am.
Statistician 56(3): 253-254, Letter to the editor.

Martin A., A., and I. Herranz T. 2004a. Asymptotical test on the
equivalence, substantial difference and non-inferiority problems
with two proportions. Biometrical J. 46: 305-319.

Martin A., A., and I. Herranz T. 2004b. Exact unconditional non-
classics tests on the difference of two proportions. Computational
Statistics & Data Analysis 45: 373-388.

Miettinen, O., and M. Nurminen. 1985. Comparative analysis of
two rates. Statistics in Medicine 4: 213-226.

Rohmel, J. 2005. Problems with existing procedures to calculate
exact unconditional p-values for noninferiority/superiority and
confidence intervals for two binomials and how to resolve
them. Biometrical J. 47: 37-47.

ALMENDRA-ARAO y SOTRES-RAMOS 171



AGROCIENCIA, 16 de febrero - 31 de marzo, 2009

Rohmel, J., and U. Mansmann. 1999. Unconditional nonasymptotic
one sided tests for independent binomial proportions when
the interest lies in showing noninferiority and or superiority.
Biometrical J. 2: 149-170.

172 VOLUMEN 43, NUMERO 2

Tu, D. 1997. A comparative study of some statistical procedures in
establishing therapeutic equivalence of nonsystemic drugs with
binary endpoints. Drug Information J. 31: 1291-1300.



