
RESUMEN

El modelo expo-lineal del crecimiento de las plantas
en la etapa vegetativa ha sido propuesto como un
esquema semi-empírico de modelación, con resultados
aceptables en su aplicación a datos experimentales. En
el presente trabajo, este modelo se revisa en su forma
general y se aplica a un experimento de tomate cultivado
en invernadero sujeto a diferentes combinaciones de
niveles de estrés hídrico y nitrógeno. Los resultados
muestran que los ajustes del modelo son buenos para la
materia aérea seca y el área foliar, pues validan su uso
en condiciones que difieren de las óptimas determinadas.
Asimismo, se discute y revisa el concepto de
equivalencia ambiental en la productividad usando los
datos experimentales. Los resultados obtenidos son
aplicables, lo que define un camino para una modelación
compacta del crecimiento de los cultivos.

Palabras clave: equivalencia ambiental en la
productividad, tomate en invernadero.

SUMMARY

The vegetation expolinear grown model in the
vegetative stage has been proposed as a semi-empirical
scheme for modeling, where acceptable results are
obtained when applied to experimental data. In this paper,
this model is reviewed in its general form and applied to
a greenhouse tomato under a combination of different
levels of water stress and nitrogen. The results show
that the adjustments of the model are good for aerial
dry matter and foliar area, validating in this form its use
for conditions away from the optimum. Also, the
environmental equivalence in productivity concept is

discussed and reviewed using experimental data, where
good results were obtained in its applicability, defining a
way of modeling the growth of very compact vegetation.

Index words: environmental equivalence in
productivity, greenhouse tomato.

INTRODUCCIÓN

La modelación del crecimiento de los cultivos es una
tarea compleja y difícil de realizar por la gran cantidad
de información requerida. Debido al impacto económico
del crecimiento de cultivos en invernadero, se debe contar
con herramientas de modelación sólidas y relativamente
simples. El tomate (Lycopersicon esculentum Mill.) es
uno de los cultivos de invernadero que posee gran
productividad y un manejo eficiente.

La productividad (principalmente materia y área
foliar) de la vegetación depende del medio ambiente
(temperatura y radiación solar, entre otros) en que se
desarrolla, además de factores de estrés (agua,
nutrientes, competencia, plagas y enfermedades, etc.).
La modelación de los factores incidentes en la
productividad puede hacerse usando modelos
mecanicistas semi-empíricos. Para el caso del tomate
en invernadero existen varios: HORTSIM (Gijzen et al.,
1998); TOMGRO (Jones et al., 1991); SUKAM
(Heuvelink, 1995). La alternativa a la modelación
mecanicista es usar funciones matemáticas con bases
empíricas (Hunt, 1982). En el caso de los modelos
mecanicistas, el número de variables es muy alto para
predecir una o dos variables de salida de interés, además
de la necesidad de conocer su variabilidad temporal. En
la modelación matemática empírica, las funciones
matemáticas no tienen un significado biofísico, por lo
que resultan muy restringidas en las aplicaciones.

Como una alternativa a lo antes mencionado, en este
trabajo se analizan las bases del modelo expo-lineal del
crecimiento (Ferrandino,  1989; Goudriaan y
Monteith, 1990) y se usa para modelar la etapa
vegetativa del crecimiento en invernadero. La fase lineal
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donde tT es el tiempo donde la condición  (3)  se cumple.
La Figura 1a muestra el modelo expo-lineal del

crecimiento de la vegetación, mostrando las
características definidas previamente. La Figura 1b
muestra una transformación invariante (conservación de
la métrica asociada) del modelo.

En la Figura 2 se muestra el crecimiento del índice
de área foliar (IAF) (Huete et al., 1985) durante la fase
reproductiva, donde las propiedades geométricas u
ópticas varían con relación a la fase expo-lineal.

La transición de la fase exponencial a la reproductiva
(representada por una función exponencial) puede ser
modelada de forma similar en el caso de la transición
exponencial a la lineal (Goudriaan, 1994); aunque el
modelo es un sigmoide simétrico que puede generalizarse
a uno asimétrico (Yin et al., 2003), pero con una pérdida
de interpretación biofísica. Los modelos expo-lineales y
sus generalizaciones discutidas utilizan la hipótesis de
medios ambientes relativamente similares (principalmente
la radiación fotosintética activa), por lo que es posible
generalizarlos a medios ambientes variables (Monteith,
2000). No obstante, Yuan y Bland (2004) mostraron que
los beneficios del modelo ambientalmente variable no
mejora apreciablemente los resultados de ambiente
constante, por lo que la estructura matemática del
modelo expo-lineal (Ecuación 4) puede ser usada en
términos generales.

Bases del Modelo Expo-lineal del Crecimiento

De acuerdo a Monteith (1972) podemos definir una
relación entre la materia y la radiación interceptada:

RFAf
dt
dB

IRFAMε=

donde B es la materia seca, fIRFA, es la fracción de la
radiación fotosintéticamente activa (RFA) interceptada
y εM es el factor de eficiencia de conversión de la RFA
interceptada por las plantas en materia seca. En realidad,
la fracción que importa es la absorbida por la vegetación;
sin embargo, el uso de la interceptada por la absorbida
representa solo errores pequeños en la región de la RFA
(Monteith, 1981).

del modelo es usada para analizar el concepto de
equivalencia en la productividad.

Modelo Expo-lineal del Crecimiento

En el espacio del tiempo la modelación del
crecimiento de la vegetación, índice de área foliar (IAF)
y materia (M) en peso por unidad de área; representadas
en forma general por la variable V en la etapa vegetativa,
puede aproximarse como compuesta de dos fases: una
exponencial y una lineal.

Crecimiento exponencial:

)exp()0()( RtVtV

RV
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dV

=

=
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Crecimiento lineal:
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donde R es la tasa relativa de crecimiento, C es tasa
máxima crecimiento y tbes el tiempo obtenido al
proyectar la fase lineal para intersectar el eje del tiempo.

Las dos fases de la etapa vegetativa pueden ser
analizadas en forma independiente haciéndolas
compatibles en los puntos de transición (Lieth et al.,
1996) o podemos generar un modelo con una transición
gradual entre ambos tipos de crecimiento. En el último
caso, en el momento de la transición del crecimiento
exponencial al lineal, las tasas de crecimiento deben ser
iguales:

CRV =
            (3)

El modelo expo-lineal es simplemente la solución de
los dos tipos de crecimiento representados por las
ecuaciones diferenciales anteriores sujeta a la condición
dada por la relación de igualdad de las tasas de
crecimiento:

[ ]{ })(exp1ln)( tbtR
R
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Con las siguientes características:

(4)

(6)
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En forma similar que para el caso de B, podemos
plantear una ecuación para el IAF:

RFAf
dt

dIAF
IRFALε=    (7)

La fIRFA,  puede estimarse para un medio
radiativamente turbio (Ross, 1981) como:

)exp(1 IAFKf RFAIRFA −−=     (8)

en donde K es un coeficiente de extinción.

Así, la Ecuación 8 puede ser reemplazada en función
de IAF y diferenciada en relación al tiempo:

dt
df

fKdt
dIAF IRFA

IRFARFA )1(
1
−

=
    (9)

Igualando las Ecuaciones 7 y 8 y resolviendo para IAF
tenemos:

Figura 2. Patrón temporal del índice de área foliar (IAF) en  maíz (Huete et al., 1985).

Figura 1. (a) Modelo expo-lineal y sus rasgos y (b) transformación lineal, invariante, del modelo.
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donde RL es una tasa relativa de crecimiento, que para
un medio ambiente constante implica:

De la estimación del IAF, es necesario asociar estos
valores con la materia (M) de los cultivos. En la literatura
relacionada con el análisis del crecimiento de las plantas,
se utiliza el concepto de la razón de área foliar o RAF
(LAR, leaf area ratio; por sus siglas en inglés):

aéreasecamateria
acumuladafoliaráreaRAF =

Otro índice utilizado es el del área foliar específica
o AFE (SLA, specific leaf area; por sus siglas en inglés):

El índice AFE puede usarse en forma instantánea,
por lo que es más útil para su uso en la solución de
ecuaciones diferenciales.  Goudriaan y Monteith (1990)
utilizaron la hipótesis de que la materia producida por el
cultivo es proporcional al IAF:

AFEpCf
dt

dIAF
fMIRFA=   (15)

en donde pf es la proporción del crecimiento de materia
seca que se distribuye a la formación de nuevas hojas.

Cuando pf y AFE son constantes, entonces RAF =
(pf)(AFE). La relación definida parte del concepto de
que el incremento en materia es función de una tasa C
dependiente del tiempo:

MIRFACfC
dt
dB

==

en donde CM es el valor máximo de C que puede ser
logrado si toda la radiación incidente en el cultivo fuera
interceptada (fIRFA = 1).

Usando una estrategia similar al caso del desarrollo
de la ecuación expo-lineal para el IAF, se obtiene:
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en donde RM es la tasa relativa de crecimiento en la
fase exponencial, la cual se incrementa hasta alcanzar
su valor máximo CM, al inicio de la fase lineal y está
definida por:

MfRFAM AFECpKR =

La ecuación expo-lineal para el IAF y la materia, están
relacionadas por:
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El modelo expo-lineal de Goudriaan y Monteith
(1990) fue desarrollado para la materia seca total de los
cultivos; aunque es válido también para la materia seca
(y verde) aérea.

Equivalencia de la productividad

Sin pérdida de generalidad podemos analizar sólo la
fase lineal del modelo expo-lineal discutido anteriormente
o una transformación aproximadamente lineal del modelo,
tal como la mostrada en la Figura 1b. Para definir el
contexto de las propiedades de los patrones del
crecimiento de la vegetación, fase lineal, podemos
analizar un conjunto de líneas rectas que se intersectan
en un punto cualquiera (Figura 3a). Bajo esta
consideración, las intersecciones ak y las pendientes bk
de las líneas rectas (V = ak + bkt) tienen una relación
lineal (Figura 3b), definiendo un espacio meta-
paramétrico dependiente de las constantes A y B (bk = A
+ Bak).

En el caso particular del modelo expo-lineal podemos
suponer que la tasa de crecimiento relativa R es más o
menos constante (los niveles del estrés, hasta un umbral
crítico, tienen poco efecto en el espacio del tiempo), por

(17)

(14)

(13)

foliarsecamateria
foliaráreaAFE =

tLRRFA)tLεRFA(KRFAdt
t
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lo que se espera que las fases lineales tengan un punto
aproximado de intersección, tal como se muestra en la
Figura 3a.

Considerando la variable de productividad Vi,j, donde
i se refiere al nivel de estrés para un medio ambiente j
(j = 1, por ejemplo, en nuestro caso), la Figura 4a muestra
la situación donde el nivel de estrés i se manifiesta en
un cambio de la pendiente bi,j en el espacio del tiempo.
Haciendo un cambio de origen en el punto donde las
fases lineales aproximadamente se intersectan
(Figura 4a), podemos suponer que un cambio de
pendiente implica un cambio en la productividad de la
vegetación. En la Figura 4b se ha conservado el origen
inicial de la Figura 4a, pero haciendo que las ai,j sean
positivas (multiplicadas por -1) y la relación lineal entre
ai,j y bi,j sea cambiada restando a los valores de bi,j la
intersección con ese eje. Así, con la estimación de la
pendiente de las fases lineales de la etapa vegetativa
del crecimiento podemos estimar la productividad de la
vegetación, ya que para una fecha determinada la
pendiente es equivalente a una productividad V dada.

En la situación donde el medio ambiente y los niveles
de estrés o manejo varían simultáneamente, la Figura 5a
muestra la variación de la pendiente de las líneas rectas
de la fase lineal (o la fase expo-lineal transformada
linealmente) del crecimiento de la vegetación. En la
Figura 5b (línea punteada más gruesa) se muestra el
concepto de equivalencias ambientales en la
productividad, donde para un valor de ésta, las
intersecciones (ambientes y niveles de estrés) en la fase
lineal del crecimiento de la vegetación pueden ser
múltiples y equivalentes, dependiendo de i y j.

En la Figura 5a se muestra una línea recta radial,
para cada diferente estrés, asociada a un ambiente
potencial donde la vegetación puede alcanzar su
potencial genético productivo, Figura 5b.

MATERIALES Y MÉTODOS

Experimento con Tomate en Invernadero

Para validar el comportamiento antes discutido, se
realizó un experimento con tomate variedad Río Grande
a través de la siembra de 500 semillas en un almácigo
de charolas de plástico llenas con turba. La germinación
ocurrió a los 3 días de la siembra y permaneció en el
almácigo durante 42 días, tiempo durante el cual se le
proporcionaron 14 riegos.

A continuación, se realizó el transplante en macetas
de plástico con forma de cono truncado, conteniendo un
sustrato de tezontle graduado a 2 mm de diámetro, con
un orificio para drenar excedencias de agua y un filtro
que impidió el deslave.

Los tratamientos al cultivo consistieron en
variaciones de nitrógeno y humedad, en niveles óptimos
y restrictivos. De estos factores, se propusieron tres
niveles de nitrógeno (100, 50 y 10% respecto a la dosis
óptima requerida por la planta) combinados con dos
niveles de humedad (100 y 27% del consumo de la
humedad aprovechable a capacidad de contenedor,
determinada por mediciones directas), de donde se
obtuvieron seis tratamientos. Para dosificar el N se
procedió conforme al equivalente a la solución de Steiner
(Steiner, 1984). Se realizaron tres repeticiones de cada

a) b)
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Figura 3. (a) Líneas rectas intersecándose en un punto y (b) relación entre las intersecciones y pendientes correspondientes.
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tratamiento, obteniéndose un total de 18 parcelas
experimentales, la cuales fueron distribuidas al azar
dentro del invernadero.

Con respecto al control de plagas del cultivo, fue
necesario realizar 10 aplicaciones preventivas
principalmente contra mosquita blanca usando PlenumMR

(ingredientes activos: picloram 8% y fluoxipir 8%) diluído
en agua (3 g L-1) y Dap-PlusMR (ingredientes activos:
ácido fosfórico 32% y nonil fenol etoxilado 38%)
(1 mL L-1), aplicado con mochila aspersora, a razón de
0.5 y 1 L por parcela experimental, dependiendo del
crecimiento de las plantas.

RESULTADOS Y DISCUSIÓN

Ajuste del Modelo Expo-lineal del Crecimiento del
Tomate en Condiciones de Invernadero

Dado que las mediciones del IAF o B son
destructivas, la hipótesis de representatividad de estos
datos para un tratamiento y repetición particular fueron
revisadas usando diferentes espacios de representación
y variables medidas. Sólo en aquellos casos donde existía
coherencia de patrones se retuvieron los datos para
análisis posteriores. Las repeticiones de cada tratamiento

Figura 4. (a) Efecto del estrés en el modelo expo-lineal (ambiente constante) y (b) relación entre la intersección ai,j y la pendiente
bi,j, usando una transformación simple de la relación entre las ai,j y bi,j.
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Figura 5. (a) Modelo general entre ai,j y bi,j y (b) equivalencia ambiental en la productividad de la vegetación.
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fueron consideradas en forma individual, para evitar la
hipótesis de homogeneidad física. Finalmente, el modelo
expo-lineal fue ajustado a través de un proceso de
minimización no lineal del error cuadrático de estimación
y sólo las curvas con dos o más datos en la fase lineal
fueron analizadas. El usar toda las mediciones,
destructivas y a nivel de plantas individuales, implica una
hipótesis de homogeneidad física (estacionariedad en
términos estadísticos) que difícilmente puede ser
sostenida. No obstante lo anterior, si se utilizan todas las
mediciones disponibles, los resultados no se alteran y,
por el contrario, muestran mejores ajustes a los
mostrados.

El Cuadro 1 muestra los resultados del ajuste del
modelo expo-lineal para la materia aérea seca (g planta-1)
y área foliar (cm2 planta-1).  En general, el ajuste del
modelo expo-lineal fue bueno (cuando había datos
suficientes) ante todas las condiciones de estrés de
humedad y de N analizadas, por lo que este modelo se
puede usar en forma robusta y confiable. Para evaluar
el ajuste del modelo se usó la raíz del error cuadrático
medio (RECM), que mide el error de estimación en
términos absolutos.

En la Figura 6a, se muestra el peor ajuste del modelo
exponencial para la materia aérea seca y la Figura 6b,
muestra lo mismo para el área foliar. Como se observa,
los ajustes muestran que el patrón del modelo expo-lineal
es representativo del crecimiento en la etapa vegetativa
de la planta. Resultados similares a los mostrados se
obtuvieron de la materia fresca aérea y la materia total,
seca y fresca.

Equivalencia de la Productividad del Tomate

Usando la fase lineal del modelo expo-lineal se
estimaron las constantes ak (intersección) y bk
(pendiente) de las rectas, para analizar sus patrones y
compatibilidad con el concepto de la equivalencia de la
productividad (medio ambiente fijo). En la Figura 7, se
muestran los resultados de los patrones entre ak y bk
para el caso de la materia seca aérea y área foliar. Es
importante señalar que los resultados obtenidos usando
todos los datos (no mostrados), sin eliminar
inconsistencias, tienen una R2 mayor que los presentados.

La Figura 7 muestra que el modelo de equivalencia
ambiental se cumple, indicando que la tasa de
crecimiento relativo R puede considerarse constante y
el efecto del estrés se manifiesta en el tiempo de
transición dado por la Ecuación 5; es decir, donde el
cultivo alcanza su máxima tasa de crecimiento,

evidenciándose en los valores de tb o tiempo perdido
(Monteith, 2000).

CONCLUSIONES

- La aplicación del modelo expo-lineal al caso de un
experimento de tomate cultivado en invernadero con
diferentes combinaciones de niveles de estrés hídrico y

Cuadro 1. Resultados del ajuste del modelo expo-lineal al
tomate cultivado en invernadero.

† V = variable biofísica; ‡ tb = tratamiento; §  R = repetición; ¶  RECM =
raíz del error cuadrático medio; #  tT = tiempo de transición; †† C = tasa
máxima de crecimiento; ‡‡ R = tasa relativa de crecimiento; §§ T = tiempo
proyectado de la fase lineal.

V† T‡ R§ Datos RECM¶ tT
# C†† R‡‡ tb

§§

1 1 6 0.916 67.59 1.632 0.257 65.48
1 2
1 3
2 1 5 0.278 86.79 2.86 0.117 82.17
2 2 6 0.231 74.1 1.67 0.166 70.83
2 3 6 0.065 75.53 1.884 0.15 71.93
3 1
3 2
3 3 4 0.054 61.76 0.099 0.169 58.55
4 1
4 2 6 0.06 67.79 1.226 0.205 65.16
4 3
5 1
5 2 5 0.135 64.73 0.881 0.233 62.41
5 3 6 0.3 72.72 1.004 0.134 68.68
6 1
6 2 6 0.112 73.41 0.25 0.152 69.85
6 3
1 1 6 79.602 62.34 110.398 0.224 59.93
1 2 6 121.439 60.82 94.276 0.235 58.52
1 3 5 18.143 64.22 96.182 0.162 60.87
2 1 4 0.714 59.18 52.584 0.198 56.45
2 2 6 37.92 66.26 113.856 0.19 63.42
2 3 6 58.55 75.21 167.577 0.125 70.87
3 1 5 8.389 76.78 45.265 0.125 72.44
3 2 5 9.338 61.58 19.294 0.253 59.45
3 3 6 9.519 74.36 45.311 0.157 70.92
4 1 5 59.886 59.84 76.425 0.235 57.54
4 2 5 35.065 61.26 80.398 0.211 58.7
4 3 5 22.659 67.58 117.452 0.158 64.16
5 1 5 43.396 58.46 67.772 0.283 56.55
5 2 5 85.854 60.63 76.435 0.267 58.61
5 3 4 6.712 54.17 49.94 0.523 53.13
6 1 5 13.454 60.17 13.791 0.271 58.17
6 2
6 3
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por nitrógeno mostró buenos ajustes a los datos
experimentales, fundamentando su uso en el caso
general de condiciones alejadas de un óptimo (no estrés).
- En el caso del concepto de la equivalencia ambiental,
los resultados para el caso de un ambiente fijo
(invernadero) son compatibles con su formulación.
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Figura 6. Peor ajuste del modelo expo-lineal para la materia aérea seca (a) y para el área foliar de las plantas de tomate (b).
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Figura 7.  Relación entre a y b de la fase lineal para la materia seca aérea (a) y (b) para el área foliar.
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