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Se presentan cálculos de la fuerza de Casimir unidimensional entre placas paralelas semiconductoras excitónicas no 
locales homogéneas y no homogéneas. Los efectos no locales se generan por las transiciones excitónicas An=1 y Bn=1 en 
CdS. La fuerza se calcula, en el caso homogéneo, como una función de los espesores de las placas d1 = d2 = d y del ancho 
de la región de vacío L entre ellas. Asimismo, para el caso inhomogéneo se consideran placas construidas por superredes 
semiinfinitas con celda unitaria semiconductor-aislante, siendo la fuerza función del periodo de superred d = dS + dA y del 
ancho de separación L.. La fuerza de Casimir en el caso no local siempre es más grande para el excitón An=1, lo cual 
corresponde a la transición excitónica de menor energía. 
 
Palabras claves: Fuerza de Casimir, transiciones excitónicas, efectos no locales, superredes. 
 
We present one-dimensional calculations of the Casimir force between homogeneous and nonhomoge-neous parallel 
nonlocal excitonic semiconductor slabs. Non local effects are generated by An=1 and Bn=1 excitonic transitions in CdS. The 
force is calculated, in the homogeneous case, as a function of the slab thicknesses d1 = d2 = d and the vacuum gap width L 
between the slabs. In the nonhomogenous case, the slabs are made up of semiinfinite superlattices with an excitonic 
semiconductor-insulator unit cell, in such case the force is a function of the superlattice period d = dS + dA and L. The non 
local Casimir force for the An=1 exciton, which corresponds to the lower excitonic transition energies, is always greater. 
 
Keywords: Casimir force, excitonic transitions, nonlocal effects, superlattices. 

 
1. Introducción 
 

En 1948 Hendrick Casimir [1] demostró que cuando dos 
placas conductoras neutras se colocan paralelamente en el 
vacío, hay una fuerza atractiva entre ellas proporcional al 
inverso de la cuarta potencia de la distancia de separación. 
Esta fuerza se puede comprender como proveniente del 
cambio en la energía electromagnética del punto cero de las 
fluctuaciones del vacío cuántico. Otra forma de ver el 
origen de la fuerza, es que proviene de la presión de 
radiación: de los modos electromagnéticos en el estado 
fundamental, exteriores a las placas, que empuja a éstas 
una a otra, mientras que esta fuerza no está completamente 
balanceada por la presión de radiación de los modos 
confinados en la región interior de las mismas. 

Hoy en día, se muestra un gran interés por la fuerza de 
Casimir tanto teórica como experimen-talmente. La 
habilidad para medir fuerzas tan pequeñas en el rango de 
piconewtons (pN) [2] ha permi-tido estudiar los efectos de 
esta tipo de fuerzas que son relevantes en la escala 
micrométrica y nanomé-trica. Diferentes autores han 
reportado mediciones de alta precisión usando dispositivos 
tales como mi-croscopios de fuerza atómica, balanzas de 
torsión, osciladores micromecánicos y otros más [3]. 

La exactitud de estos experimentos obliga a considerar 
una caracterización óptica completa de los materiales tal 
como su función de respuesta dieléctrica. Generalmente se 
usa una función local de-pendiente sólo de la frecuencia 

)(ωε  [4]. Sin embargo, diversos factores pueden influir en 

la respuesta óptica del sistema, por lo que puede ser 
necesario una función de respuesta dieléctrica 
espacialmente dispersiva o no local dependiente del vector 
de onda, ),( qωε  .para una descripción óptica correcta del 
material. El efecto de la no localidad en la fuerza de 
Casimir se ha explorado usando el modelo hidrodinámico 
entre placas metálicas [5]. Otros estudios en la fuerza de 
Casimir que incluyen la no localidad, se han realizado 
debido al efecto skin anómalo y placas metálicas con 
recubrimiento, resal-tando una reducción porcentual en su 
valor respecto al caso local [6]. 

En este reporte, consideramos placas paralelas 
semiconductoras con una función de respuesta dieléctrica 
no local. Calculamos la fuerza de Casimir tomando en 
cuenta las dos transiciones excitónicas An=1 y Bn=1 en CdS 
[7]. Ambas transiciones requieren cantidades diferentes de 
absorción de energía de los campos electromagnéticos para 
su generación y por tanto, pueden cambiar el 
comportamiento de la fuerza de Casimir, por lo que un 
estudio comparativo de ambas transiciones excitónicas 
resulta de gran interés. Introducimos los efectos 
excitónicos a través de una función de respuesta 
dependiente de la frecuencia y del vector de onda ),( qωε . 
Cálculos unidimensionales (1D) de la fuerza se realizan 
para placas homogéneo e inhomogéneas donde la 
influencia de las transiciones excitónicas modifican 
sensiblemente sus propiedades ópticas [7] y en 
consecuencia, la intensidad de la fuerza de Casimir por  
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Figura 1. Representación esquemática del sistema placas paralelas de 
espesor d  que se describen a través de la función dieléctrica ),( qωε . 

Una región de vacío de ancho L  separa las placas. 
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Figura 2. Geometría del sistema para el caso placas inhomogéneas 
formadas por superredes semiinfintas con celda unitaria semiconductor-
aislante. La capa semiconductora tiene una función dieléctrica no local 

),( qS ωε  y el aislante una local )(ωε A . El periodo de la superred es 

AS ddd += . 

 
 
 
 
 
 
 
 

depender fuertemente de estas propiedades. El principal 
interés en calcular la fuerza de Casimir 1D, en una primera  
aproximación, es que ella presenta las características 
esenciales del efecto Casimir, esto es, reproduce la 
naturaleza atractiva de la fuerza correspondiente al sistema 
de placas paralelas [8]. Este reporte se organiza como 
sigue: en la sección 2 se presenta el formalismo y en la 
sección 3 se presentan los resultados y su discusión así 
como las conclusiones. 
 
2. Formalismo 
 

Sean dos placas 2,1=a  paralelas al plano x-y en la 
región de vacío, separadas por una distancia L  a lo largo 
de la dirección z con fronteras internas en 0=z  y Lz =  
como se muestra en la Figura 1. Consideremos que las 
placas tienen simetría traslacional y son isotrópicas dentro 
del plano x-y, además, son idénticas una a otra con un 
espesor finito. Se quiere describir los campos 
electromagnéticos en el vacío, tomando en cuenta los 
modos excitónicos generados en las placas. Los detalles de 
las interacciones de los excitones con los campos están 
incluidos en las amplitudes de reflexión ar ( 2,1=a ), las 
cuales están determinadas a través de las impedancias de 
superficie expresadas por [7,8] 
 

.
0

0

ZZ
ZZ

r
a

a
a −

−
=     (1) 

 
Aquí, aZ  está definida como la razón aE ||/ aH || de las 

componentes paralelas de los campos eléctrico y magnético 
evaluada en la a-ésima interface y que deberá calcularse 
para el sistema de placas paralelas, además, kqZ /0 =  es 
la impedancia de superficie del vacío, kq ±=±  es la 
componente normal del vector de onda en el vacío, con 

cqq /2 ω== ± , donde ω  es la frecuencia y c  es la 
velocidad de la luz. EL signo de k  se elige de tal manera 
que +q  se propague (decaiga) cuando z  se incremente. La 
ecuación (1) se aplica para estudiar sistemas arbitrarios. 

Para explorar los efectos no locales en la fuerza de 
Casimir, consideremos la influencia de las transiciones 
excitónicas 1=nA y 1=nB  en CdS como un material de 
interés y la función de respuesta die-léctrica ),( q

r
ωε , 

propia para cada tipo de transición. Para 1=nB  las energías 
de los excitones cerca de una transición excitónica en la 
presencia de un desdoblamiento lineal en q de la banda de 
energía [7,9] son 
 

qmqqqW T φωω ±+== ±± 2/)()( 22hhh   (2) 
 
donde )0(±=WTωh , m  es la masa del excitón, y φ  es el 
parámetro del desdoblamiento de banda del excitón. Para 
este caso, el modelo de la función dieléctrica, es 
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Figura 3. Fuerza de Casimir como una función del ancho de la brecha de 
vacío L  y los espesores de las placas md μ05.0= , md μ5.0=  y 

medios semiinfinitos ( )∞→d ; tomando en cuenta las transiciones 
excitónicas. Las líneas continuas representan la fuerza de Casimir del 
excitón 1=nA  y las discontinuas las del excitón 1=nB . 
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Figura 4. Comparación de la fuerza de Casimir local y no local para los 
dos tipos de transición excitónica a través de 

nlocnlocloc FFF /)( −=Δ  como una función del espesor de las 

placas d  y para tres anchos de separación L  entre ellas. Se observa 
una mayor diferencia en el valor de las fuerza para espesores delgados de 
las placas. 
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aquí, 0ε  es la constante dieléctrica de fondo, πβ2  es la 
fuerza de oscilador del excitón sin desdobla-miento y, ν  es 
la frecuencia de amortiguamiento fenomenológica. 
Por otro lado, para la transición excitónica 1=nA , el modelo 
de la función dieléctrica está dado por [10] 
 

νωωω

ω
εωε

iDq
q

T

p

−−+
+= 222

2

0),(
r

,  (4) 

 
donde 0ε  es la constante dieléctrica de fondo, 

)/( heT mmD += ωh , con em  y hm  las masas efectivas 
del electrón y hueco, además, ν  la frecuencia de 
amortiguamiento fenomenológica, y Tωh  le energía de 
formación del excitón. Los modos transversales de 
polaritón excitón generados dentro del semicon-ductor, 
satisfacen la relación de dispersión 222 /),( ωωε qcq =

r
 

para incidencia normal. Con esta ecua-ción y usando la 
función dieléctrica apropiada para cada transición 
excitónica, obtenemos los campos electromagnéticos 
propagándose dentro de las placas semiconductoras. 

Para el excitón 1=nB  hay seis modos transversales en 
cada placa, de los cuales tres viajan hacia delante y tres 
hacia atrás. Los campos independientes para construir la 
matriz de transferencia, son yE , xH , )(±yP  y )(±∂ yz P  

que expresados en términos de las amplitudes ±
nE  de los 

modos transversales que viajan a la derecha )(+  y la 
izquierda )(− , se escriben como 

),()(
3

1

ziq
n

ziq

n
ny

nn eEeEzE −−

=

+ +=∑    (5) 

),()(
3

1

ziq
n

ziq
n

n
nx

nn eEeEYzH −−+

=

+−=∑   (6) 

),()(
1

1

ziq
n

ziq
n

n
ny

nn eEeEzP −−+

=

±
± +=∑χ   (7) 

),()(
3

1

ziq
n

ziq
n

n
nnyz

nn eEeEiqzP −−+

=

±
± −=∂ ∑ χ  (8) 

 
con )(/ nnn q±± Ω= γχ , 2/2

Tβωγ = , y 

νωωω iqnn −−=Ω ±
± )(2 . Aquí nn ZY /1=  es la admitancia 

de su-perficie y, nn qqZ /0=  es la impedancia de 
superficie, con cq /0 ω=  el vector de onda en el vacío. 
Escribiendo las anteriores ecuaciones en forma matricial, 
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Figura 5. Curvas de reflectividad para la transición excitónica 1=nB  para 

diferentes espesores d  de las placas semiconductoras. Los efectos 
importantes de las transiciones se dan en la vecindad de la energía del 
excitón Tωh . Se comparan los espectros de reflectividad para el caso no 

local ( ),( qωεε = ) y local ( )(ωεε = ). 
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Figura 6. Fuerza de Casimir para placas simétricas formadas por 
superredes semiinfinitas incluyendo los efectos de dispersión espacial 
debido al excitón 1=nA  y 1=nB  en la capa excitónica de CdS. Se 

consideran tres periodos de superred AS ddd += : (1) 

,008.0 mdS μ=  md A μ1.0= ; (2) md S μ015.0= , 

md A μ1.0=  y (3) md S μ02.0= , md A μ1.0= . En la gráfica 

insertada se muestra la variación locnlocloc FFF /)( −=Δ  para las 
tres curvas con los mismos parámetros para cada transición excitónica. 
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Los campos en las fronteras izquierda L

Sz  y derecha 

Lzz L
S

R
S +=  de las placas satisfacen la ecuación 
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Aquí 1)( −= GdGTM  es una matriz de transferencia 

de 6x6, d  es el espesor de la placa y 
),,,,,()( 332211 ziqziqziqziqziqziq eeeeeediagdT −−−=  es una 

matriz diagonal. Los campos yE , xH , )(±yP , y )(±∂ yz P  
en el volumen son independientes, pero en la superficie se 
relacionan uno a otro a través de las condiciones 
adicionales a la frontera (CAF) y de las condiciones de 
frontera de origen electromagnético. En este reporte 
tomamos las (CAF)´s de la siguiente forma 

0][ =∂+ Sn PP
rr

α  [10], donde Pn
r

∂  es la derivada normal 
apuntando hacia fuera de la superficie y α  un parámetro. 
A través de aplicar las (CAF)´s es posible colapsar la 
matriz de 6x6 a una de dimensión 2x2. 

Para las transiciones excitónicas 1=nA , tenemos cuatro 
ondas propagándose de las cuales dos viajan en dirección 
hacia delante y dos hacia atrás, los campos ahora son 

yxy PHE ,,  y Py∂ . Siguiendo un proceso similar al 
anterior, llegamos a una matriz de transferencia 

1)( −= GdGTM  de dimensión 4x4 la cual se puede reducir 
a una matriz de 2x2 como en el caso anterior [7, 10]. 

Finalmente, la impedancia de superficie 
)(/)( axaya zHzEZ = , 2,1=a , ( Lzz == 21 ,0 ) se puede 

de-terminar para ambos casos, así como también la 
reflectividad usando la ecuación (1).  
Desarrollemos, ahora, el formalismo para el caso de una 
superred excitónica semiinfinita, formada de capas 
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alternadas de un aislante de constante dieléctrica Aε  y 
espesor Ad  y de un semiconductor excitónico S con 
respuesta dieléctrica ),( qS

r
ωε  y espesor Sd , Figura 2. La 

matriz excitónica denotada por SMM =  satisface la 
relación, 

),()( L
SS

R
S zFMzF

rr
=     (12) 

 
donde R

Sz  y L
Sz  representan las superficies derecha e 

izquierda de la capa semiconductora, con S
L
S

R
S dzz += , la 

matriz es de dimensión 2x2, por lo que se pueden usar las 
(CAF)´s y las condiciones de continuidad de las 
componentes tangenciales E

r
 y H

r
 para obtener la matriz 

de transferencia de un periodo de superred. Aquí, la matriz 
SM  es la matriz general tanto para polarización S como P 

[7]. 
La matriz de transferencia del aislante, AMM =  tiene la 

forma 

,
)()(

)()cos(
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

±
±

=
AAAAA

AAAAA
A dqsendqseniY

dqseniZdqM α

α
 (13) 

 
donde PS,=α , y (+) corresponde a la polarización P y (-) 
a la S. De las condiciones de la interface se-miconductor-
aislante, se puede obtener que, )()( L

S
R
S zFzF

rr
= , además, 

de las ecuaciones matriciales )()( L
SS

R
S zFMzF

rr
= , y 

)()( 1 R
SA

L
A zFMzF

rr
−= , se obtiene [10] 

 
),()()( R

S
L
SSA

L
S zFMzFMMdzF

rrr
==+   (14) 

 
donde AS ddd +=  es el periodo de la superred. Usando el 
teorema de Bloch para expresar 
 

),()( zFedzF ipd rr
=+     (15) 

 
con p  el vector de onda unidimensional, podemos escribir 
la ecuación 
 

,0)()( =− zFeM ipd r
    (16) 

 
de aquí, se obtiene que p satisface 
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)(()(
2
1 2/1

2
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⎫

⎩
⎨
⎧ −±=

MTrMTreipd   (17) 

 
donde se ha usado que 1)det( =M , además, 

2211)( MMMTr += , [10]. Finalmente, la impedancia de 
superficie para la superred semiinfinita es 

,
12

22

11

12

M
eM

eM
M

Z
ipd

ipda
−

−=
−

−=α   (18) 

para PS ,=α . Para el caso local, se sustituye la matriz 

SM  por la matriz local correspondiente local
SM . 

Para el cálculo de la fuerza de Casimir, usamos la 
expresión considerando únicamente la contri-bución de los 
modos en el vacío con vector de onda k  perpendicular a 
las placas [8] 
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2 22
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⎪
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−
−

−
= ∫
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ikLer

rkcdkF
π
h    (19) 

 
con r  los coeficientes de reflexión de las placas y L  la 
separación entre ellas. Esta expresión es apli-cable sin 
importar la naturaleza de las placas (homogéneas, 
inhomogéneas, locales y no locales, etc.). En el límite 

1→r  la fuerza de Casimir entre dos placas conductoras 

perfectas se recupera con el valor ideal )12/( 2LcFi hπ−= . 
 
3. Resultados y discusión 
 

En esta sección mostramos los resultados la fuerza de 
Casimir con efectos no locales para pla-cas homogéneas 
con espesores ddd == 21  y para el caso inhomogéneo, 
donde las placas se forman de superredes semiinfinitas con 
celda unitaria semiconductor excitónico (CdS)-aislante 
(aire con Aε =1). El cálculo se realiza tomando en cuenta, 
en forma independiente, las transiciones excitónicas 1=nA  
y 1=nB . Los parámetros para el excitón 1=nB  son [9]: 

eVm12106.5 −×=ϕ , eV5105.7 −×=νh , 02.1 mm = , 
13.20712 −= cmTω , 2.70 =ε , y 00058.0=β . Para el 

excitón 1=nA  [10]: 1.90 =ε , eVT 55272.2=ωh , 

TP ωω 1151.0= , 26103147.5 cD −×=  y 
111108839.1 −×= sν . 

Para determinar las reflectividades de las placas, 
aplicamos las condiciones adicionales a la frontera de 
Pekar para la polarización excitónica, lo que corresponde a 
tomar ∞→α  en la ecuación de las (CAF)´s. Los 
resultados se presentan en términos de la fuerza relativa 

ir FFF /= , de tal forma que el caso ideal corresponde 
cuando 1=rF . Exploramos los efectos no locales en la 
fuerza de Casimir variando el espesor d  de las placas, el 
ancho de la región de vacío L  y el periodo de superred 
para am-bas transiciones excitónicas. Las contibuciones 
excitónicas importantes a la fuerza de Casimir se dan cerca 
de la energía de transición Tωh , donde para el excitón 

1=nA  corresponde a eVT 55272.2=ωh  y para el excitón 

1=nB , eVT 56806.2=ωh . 
La Figura 3 muestra la fuerza relativa tanto para el 

excitón 1=nA  (curva continua) como para el 1=nB  (curva 
discontinua). Los cálculos son para md μ05.0= , 
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md μ5.0=  y medios semiinfinitos. Resalta una 
característica importante para placas muy delgadas, la 
fuerza de Casimir se desvanece en el límite cuando 0→L  
y además, muestra un pico agudo para mL μ12.0≈  el cual 
desaparece al incrementarse el espesor de las placas. Por 
arriba de este valor de L , la fuerza empieza a decrecer 
monótonamente al aumentar L . Aunque ambas curvas de 
fuerza continua y discontinua presentan un 
comportamiento similar, ellas difieren en magnitud, 
resultando una fuerza más intensa para la tran-sición 
excitónica 1=nA , como una consecuencia de que se 
requiere una menor energía para la transición 1=nA  que 
para la 1=nB . Para medios seminfinitos, ( ∞→d ), rF  se 
satura, alcanzando la fuerza de Casimir la misma 
dependencia funcional con L  como en el caso ideal. Los 
múltiples modos polaritón excitón generados en las placas 
no locales disminuyen las reflectividades en la vecindad de 
la transición excitónica Tω  (ver Figura 4). 
La Figura 5 muestra la diferencia de fuerzas comparando el 
caso local ( )(ωεε = , despreciando q  y 2q ) y no local 
( ),( qωεε = ) vía locnlocloc FFF /)( −=Δ  variando los 
parámetros d  y L . Se observa en el panel superior los 
efectos de las transiciones 1=nA  donde los valores positivos 
de Δ  indican que la fuerza local es mayor, habiendo 
diferencias hasta del orden de 5% para placas con 
espesores muy delgados ( )1.0 md μ≤  y anchos de 
separación mL μ5.1≥ . Para las transiciones 1=nB  (panel 
inferior), Δ  sigue un comportamiento similar excepto que 
las diferencias en el valor de las fuerzas se reducen en un 
orden de 210− . La Figura 6 corresponde a la fuerza 
relativa para el caso de placas formadas por superredes 
semiinfinitas en función de L  y del periodo de superred 
d , haciendo variar el espesor de la capa excitónica Sd  y 
manteniendo fijo el del aislante Ad  (aire con 1=Aε ). El 
incremento en Sd  modula la intensidad de la fuerza e 
incrementa el valor de la misma. El mayor número de 
modos transversales polaritón excitón para las transiciones 
excitónicas 1=nB  en relación a las 1=nA , marca una 
diferencia de fuerzas aproximadamente constante, excepto 
a distancias de separación pequeñas donde ésta se reduce a 
cero. Dentro de la misma gráfica, se inserta la gráfica que 
muestra la comparación de la fuerza local y no local. La 
mayor diferencia en las fuerzas es del orden de 5% y se da 
para la transición 1=nA , el panel inferior corresponde a las 
transiciones 1=nB , con un comportamiento similar a las 
transiciones 1=nA  excepto que las mayores diferencias son 
del orden de 0.01%. 
 
3. Conclusiones 
 
Hemos estudiado la fuerza de Casimir entre dos placas 
paralelas simétricas homogéneas y no homogéneas con 

semiconductores excitónicos considerando las transiciones 
1=nA  y 1=nB  en CdS. Para explorar los efectos no locales 

en la fuerza de Casimir, se ha utilizado una función de 
respuesta die-léctrica dependiente de la frecuencia y del 
vector de onda para describir las transiciones excitónicas. 
Para realizar el cálculo unidimensional de la fuerza, se 
obtienen las amplitudes de reflexión de las placas en 
incidencia normal de las ondas electromagnéticas en la 
región de vació entre las placas. Los resultados muestran 
que la fuerza es sensible al ancho de separación de las 
placas y al espesor de las mismas así como al periodo de 
superred. La contribución importante no local a la 
reflectividad y por ende a la fuerza, se da en la vecindad de 
la transición excitónica donde la intensidad de la fuerza se 
ve modificada, generando diferencias entre los valores de 
la fuerza local y no local siendo éstas mayores para placas 
delgadas. 
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