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Investigacion

LOS CONCEPTOS RELEVANTES )
EN EL APRENDIZAJE DE LA GRAFICACION
Un andlisis a traves de la estadistica implicativa

MARIA TRIGUEROS G. / COVADONGA ESCANDON M.

Resumen:

Diversos estudios muestran que los estudiantes tienen dificultades para entender
conceptos especificos del calculo diferencial. Algunos sefialan los obstaculos que
les representa la integracion de los diferentes conceptos en la solucion de proble-
mas especificos, incluidos los de graficacion de funciones. En este estudio se ana-
lizan las respuestas de un grupo de estudiantes cuando resuelven estos problemas
utilizando como herramienta de anélisis la estadistica implicativa y cohesitiva. Los
resultados muestran la importancia de la comprension de la segunda derivada y de
los intervalos en los que el dominio se subdivide en virtud de las propiedades de la
funcidn para la solucién exitosa de los problemas. Se hace evidente que el uso de
esta herramienta en este tipo de estudios resulta no sélo pertinente sino de gran
utilidad.

Abstract:

Various studies show that students experience difficulties in understanding specific
concepts of differential calculus. Some studies point to the obstacles represented
by having to integrate different concepts into solving specific problems, including
the writing of functions. The current study analyzes the responses of a group of
students as they solve such problems by using implicative and cohesive statistics as
an analytical tool. The results show the importance of understanding the second
derivative and the intervals into which the domain is subdivided, due to the function’s
properties for successfully solving problems. It is evident that the use of this tool in
such studies is not only pertinent but also highly useful.
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Antecedentes del problema de graficacion

a literatura acerca de la forma en que los estudiantes resuelven proble-

mas de calculo diferencial es muy abundante. Varios autores hacen
notar que los estudiantes tienen muchas dificultades con los conceptos
del céalculo y que aun aquellos que son capaces de resolver habilmente
problemas rutinarios no lo son frente a los que se utilizan diferentes re-
presentaciones para presentar la informacién y cuando se cambia ligera-
mente el estilo de las preguntas (Selden et al., 1994). Algunos autores
arguyen gue estos problemas se deben a que los estudiantes no han pro-
fundizado en el concepto de funcion o que el aprendizaje concepto por
concepto de manera relativamente aislada influye en que incorporen a su
conocimiento construcciones matematicas incorrectas y las mantengan durante
algun tiempo (Orton, 1983; Selden et al., 1994, Cooley et al., 2007).
Otros estudios han centrado la atencion en la habilidad de visualizacion
de los estudiantes y su posibilidad de relacionar la informacion acerca de
la derivada en distintas representaciones (Aspinwall et al.,1997; Ferrini-
Mundy y Graham, 1994; Asiala et al., 1996) o han encontrado que los
estudiantes muestran concepciones débiles de la idea de derivada como
razén de cambio, a pesar de haber terminado varios cursos de calculo y de
analisis, y que una de sus dificultades consiste en conceptualizar la deri-
vada como una funcién en si misma (Thompson, 1994). Esto altimo in-
fluye en los obstaculos que se presentan a los estudiantes para comprender
algunas propiedades funcionales, como los puntos en los que la funcion
es continua pero no derivable y, en general, las propiedades relacionadas
con la continuidad (Slavit, 1995). En otras investigaciones se ha encon-
trado que en el proceso de solucion de problemas de calculo, los estu-
diantes toman en cuenta Unicamente parte de la informacion que requieren
y dejan de lado otra que seria indispensable para resolverlos con éxito
Carlson et al., 2002 y 2003).

En una serie de trabajos, Baker, Cooley y Trigueros (Baker et al, 2000,
Cooley et al., 2007) estudiaron, mediante la introduccién del concepto de
interaccién entre esquemas en APOE (Accion, Proceso, Objeto, Esquema),
las estructuras subyacentes a la comprensién de los problemas de graficacion
que requieren de conocimientos del célculo diferencial y a la tematizacion
del esquema. Utilizando una serie de problemas de graficacion tanto con-
vencionales como no convencionales, hallaron los obstaculos que encuen-
tran los estudiantes cuando la solucion de los problemas involucra la
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interrelacion de diferentes propiedades de las funciones. Las mismas difi-
cultades fueron observadas en otro trabajo que utilizdé la misma serie de
preguntas con estudiantes diferentes a los del segundo estudio (Cortés,
2004). El anélisis de los resultados del primer trabajo condujo a la defini-
cion de un marco teérico, basado en la teoria APOE, donde se pone en
evidencia que la posibilidad de establecer relaciones entre los conceptos
del célculo diferencial depende, por una parte, de la posibilidad de los
estudiantes de establecer relaciones entre la forma en que las propiedades
de una funcion, dadas en términos de limites, continuidad y primera y
segunda derivadas, afectan el comportamiento de la misma y, por otra
parte, de su posibilidad de dividir el dominio de la funcién en los subintervalos
que corresponden a los diferentes comportamientos de la funcién. En ese
mismo trabajo las autoras encontraron también que la mayoria de los es-
tudiantes mostraban incomprension del significado geométrico de la se-
gunda derivada, de la interrelacion de ésta con la primera, al establecer las
implicaciones de la continuidad sobre la diferenciabilidad asi como al in-
terpretar la derivada cuando se presenta en términos de su definicion.

En cuanto a las dudas manifestadas por los estudiantes, los resultados
de estas investigaciones mostraron que ellos tenian mayor éxito al graficar
una funcion cuando ésta se les presenta en forma analitica, es decir, cuan-
do se conoce la regla analitica para la funcion. Los estudiantes mostraron
menor entendimiento al tratar de integrar las propiedades de la funcién
en su grafica cuando se les proporcionan Gnicamente las condiciones que
debe satisfacer la funcion.

El trabajo que aqui presentamos parte del cuestionario diseflado por
Cortés y que se utilizo en dos de los estudios mencionados anteriormente
(Cortés, 2004, Cooley et al, 2007). Mientras que dichos trabajos se cen-
traron en las dificultades de los alumnos y en la posibilidad de tematizar
un esquema, el presente tiene por objetivo el responder otras preguntas de
investigacion, a saber:

- (Cudles conceptos, de entre los que se utilizan en la graficacién de
funciones resultan ser clave para que los estudiantes puedan estable-
cer las relaciones que se requieren para resolver exitosamente este tipo
de problemas?

- (Existe alguna estructura que tenga un papel dominante en la solu-
cion de los problemas?
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- (Qué tipo de situaciones problematicas pueden revelar las distintas
concepciones de los alumnos?

La respuesta a estas preguntas permitira sugerir algunas caracteristicas que
son relevantes para el disefio de situaciones didacticas que faciliten a los
estudiantes relacionar sus conocimientos de manera significativa para re-
solver exitosamente los problemas de graficacion.

Marco tedrico

El marco tedrico utilizado en el disefio y andlisis de los instrumentos de
esta investigacion es la teoria APOE, que toma como referencia epistemoldgica
la teoria de Piaget (Dubinsky, 1996; Czarnocha et al., 1999). A partir de
las ideas piagetianas sobre la forma en que se pasa de un estado de conoci-
miento a otro, en la teoria APOE se hace una construccidn para referirse
Unicamente a la forma en que las personas construyen conocimientos ma-
tematicos, en particular aquellos que corresponden a la matematica que se
introduce en la educacidn superior.

Desde el punto de vista de la teoria APOE, la construccion del conoci-
miento matematico pasa por tres etapas basicas: accion, proceso y objeto.
El trdnsito por estas tres etapas no es necesariamente secuencial; una per-
sona puede pasar mucho tiempo en etapas intermedias e incluso estar en
una fase de construccion para ciertos aspectos de un concepto y en otra
para otros. Lo que si puede afirmarse es que el manejo que una persona
hace de un concepto ante distintas situaciones problematicas es diferente
cuando un individuo responde con una estructura caracterizada por un
proceso en la teoria que cuando lo hace utilizando una estructura de tipo
accién, y cuando es con una de tipo objeto que cuando se trata de una de
tipo proceso. Es claro, ademas, que el tipo de respuesta del sujeto depen-
derd, en gran medida, de la demanda cognitiva del tipo de problema al
que responde.

Al igual que en la teoria de Piaget, se considera que el mecanismo prin-
cipal en la construccion de conocimiento matematico es la abstraccion
reflexiva (Dubinsky, 1991 a y b). Este mecanismo se activa a traves de las
acciones fisicas 0 mentales que el sujeto hace sobre el objeto de conoci-
miento. En la teoria APOE se parte de un analisis de los conceptos mate-
maticos de interés en el que se ponen de relieve las construcciones cognitivas
que pueden ser requeridas en su aprendizaje. A este andlisis se le conoce
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como descomposicion genética del concepto; es importante aclarar que no
puede hablarse de una Unica descomposicion genética, pues ésta depende
de la formulacién que ha hecho el investigador. Pueden coexistir varias
descomposiciones genéticas de un mismo concepto. Lo que es importante
es que cualquiera de ellas sea un instrumento que dé cuenta del comporta-
miento observable del sujeto y permita disefiar estrategias efectivas para
su ensefianza.

En la teoria APOE, una accién es una transformacién de un objeto que
es percibida por el individuo como externa. Cuando una accion se repite y
el individuo reflexiona sobre ella puede ser interiorizada en un proceso
qgue es una transformacion con base en una construccion interna, ya no
dirigida por estimulos que el individuo percibe como externos. Cuando el
individuo es consciente del proceso como una totalidad, puede pensar en
él como un todo y es capaz de actuar sobre él, se dice que ha encapsulado el
proceso y tiene una concepcion objeto del concepto (Asiala et al., 1996).

En el proceso de aprendizaje de las matematicas los estudiantes se en-
frentan a conceptos complejos dentro de un area especifica y a situaciones
en las que requieren utilizar conjuntamente conceptos que provienen de
distintas ramas de esta disciplina. En estos casos, la forma de trabajar con
un concepto especifico es insuficiente para describir lo que los individuos
son capaces de hacer y la forma en la que lo hacen. Ante esta situacion la
descripcion de las relaciones que se establecen entre los distintos concep-
tos y la forma en la que estas relaciones evolucionan se vuelve importante.
La nocidn de esquema y los mecanismos de su evolucién nos ayudan a dar
cuenta de este tipo de situaciones.

La nocion de esquema también proviene de las ideas de Piaget (1971,
1972) y, en la teoria APOE, se define como la coleccion de acciones, proce-
sos, objetos y otros esquemas que estan relacionados —consciente o in-
conscientemente— en la mente de un individuo en una estructura coherente
y que pueden ser empleados en la solucién de una situacién problematica
que involucre esa 4rea de las matematicas. Piaget habl6 de los esquemas en
varias de sus obras, pero es en el trabajo conjunto con Rolando Garcia,
Psicogénesis e historia de la ciencia (Piaget y Garcia, 1996), donde habla
mas explicitamente de la evolucidn de los esquemas y de los mecanismos
involucrados en esta evolucidn. En ella proponen que los esquemas evolu-
cionan y que se pueden distinguir tres fases o etapas que se caracterizan
por el grado de construccidn de relaciones entre los elementos constitutivos
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del esquema: intra-, inter- y trans- y proponen que estas etapas se pueden
encontrar en cualquier proceso de construccidon de conocimiento. En la
etapa intra- se construyen relaciones internas al objeto o fenédmeno; pos-
teriormente ,se encuentra una inter-, donde el individuo constituye rela-
ciones entre los objetos o fendmenos de conocimiento y, por Gltimo, una
trans-, en la que las relaciones del nivel inter- adquieren mayor coherencia
y se estructuran. En esta etapa el individuo puede trabajar con el esquema
de una manera mucho mas estructurada que cuando el esquema esta en
otras fases constitutivas, lo que no quiere decir que éste permanece inmo-
vil, pues sigue construyéndose y enriqueciéndose mediante nuevas relacio-
nes con otros objetos u otros esquemas. La descripcion de los esquemas en
términos de las posibles coordinaciones entre acciones, procesos, objetos
y otros esquemas se incluye también en la descomposicion genética que
describe su construccion.

La identificacion de las transformaciones que intervienen en la evolu-
cion de los esquemas es una tarea compleja. En la teoria APOE lo interno
o0 intra- de las relaciones se refiere a su construccion en términos de ac-
ciones, procesos y objetos relativos a un mismo concepto matematico; el
inter-, a las relaciones entre diversos conceptos; y el trans-, a la posibili-
dad de tomar un conjunto de conceptos que pueden ser considerados
como acciones, procesos, objetos o esquemas conjuntamente con sus re-
laciones como un objeto sobre el cual se pueden ejercer nuevas acciones
(McDonald et al., 2000; Baker et al., 2000; Trigueros, 2000; Oktag, Trigueros
y Vargas, 2006).

Un resultado relevante de los trabajos anteriormente citados (Baker et
al., 2000; Cooley et al., 2007) consiste en poner en evidencia que en la
solucion de algunos problemas matematicos interaccionan diferentes es-
guemas. En particular en el problema de graficacién que interesa en este
estudio, los esquemas que interaccionan son el correspondiente a los in-
tervalos y el de las propiedades de la funcion. Cada uno tiene su propio
desarrollo por las etapas intra-, inter- y trans- pero en los problemas de
graficacion, como el que se estudia aqui, parecen interaccionar fuertemente,
de manera que el desarrollo de uno puede interferir en el del otro. En los
articulos mencionados se pone de manifiesto que los estudiantes que han
cursado calculo diferencial muestran conocimientos que evidencian dis-
tintas fases de evolucion en cada uno de estos dos esquemas y que sus
dificultades con la comprensién de las implicaciones de la derivada sobre
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el comportamiento de la funcién estan relacionadas con el nivel de evolu-
cion de cada uno de ellos.

Para estudiar el problema de graficacion, en el presente trabajo se utili-
za una herramienta de anélisis estadistico que fue disefiada para encontrar
las posibles relaciones implicativas que existen detréas de las concepciones
de los alumnos, asi como entre ellas mismas y que es posible poner en
evidencia cuando los estudiantes resuelven una serie de problemas relacio-
nados con la graficacidn de funciones utilizando los conceptos del calculo
diferencial.

La estadistica implicativa y cohesitiva

Los estudios que se han mencionado en los antecedentes dirigen su aten-
cion, por una parte, a las dificultades que presentan los estudiantes frente
a los problemas de graficacién y, por otra, a la importancia de considerar
la posible interaccion de esquemas en la construccion del conocimiento.
Dejan abierta, sin embargo, la cuestion de profundizar en la estructura
conceptual que subyace al esquema de graficacién y que permitiria refinar
la descomposicion genética para acercarla a la forma en que los alumnos
construyen el conocimiento. El analisis estadistico implicativo proporcio-
na una herramienta particularmente eficaz para decantar posibles relacio-
nes entre conceptos a partir de datos empiricos.

Segun explica Gras (2005), el andlisis estadistico implicativo se basa en
que los conocimientos se forman principalmente a partir de hechos y de
reglas que relacionan a los hechos o a las reglas mismas. Esos conocimien-
tos se van formando asi en estructuras de manera progresiva. Sin embargo,
en el camino de esta construccidn pueden aparecer ejemplos que contradi-
cen las relaciones construidas previamente y es necesario reconsiderar, aunque
sea inconscientemente, dichas estructuras para reconstruirlas en otras nuevas.
La posicion de Gras es congruente con el marco tedrico descrito, pues
permite hacer un analisis mas detallado que influira en el refinamiento de
la descomposicién genética del tema matematico.

Los métodos estadisticos tradicionales (analisis factorial de correspon-
dencias, el analisis de similitud) hacen posible visualizar qué tanto se pa-
recen ciertas variables. Sin embargo, estos métodos se basan en indices de
similitud simétricos y permiten responder o predecir la forma en la que
un individuo que ha respondido de cierta manera utilizando una variable,
responderd a otra donde esa variable toma un papel determinante. Con el
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analisis estadistico implicativo se ha desarrollado una metodologia esta-
distica no simétrica para estudiar la relacion entre las variables utilizando
la idea de implicacion del algebra booleana.

Ante un conjunto de datos que incluyen multiples categorias, los méto-
dos estadisticos multivariados, como el anélisis factorial o los métodos de
clasificacion, proporcionan herramientas para encontrar formas de orga-
nizarlos. Estos métodos se basan principalmente en el hecho de que las
variables de estudio estan correlacionadas linealmente entre si y, por ello,
resultan poco informativos cuando lo que se pretende analizar son situa-
ciones donde lo que interesa es la decision de cuestionar o desechar una
regla; por ejemplo, cuando lo que importa es encontrar cuantas excepcio-
nes hay a una regla dada para decidir si se cuestiona o, incluso, si se des-
echa. Como explica Gras (2005), cuando se encuentra un contraejemplo,
los teoremas matematicos se reformulan o la regla que se describe se des-
carta. En cambio, en las ciencias “suaves” siempre cabe la excepcidén que
confirma la regla. En este caso, el conocimiento se forma inductivamente
a partir de que se encuentra un nimero de éxitos que aseguran un cierto
nivel de confianza en cierta regla. En el momento en que se alcanza ese
nivel (subjetivo), la regla se acepta y se pone en practica. Si se quiere mo-
delar este tipo de construccion de reglas mediante el anélisis estadistico de
datos, el problema se convierte en encontrar un criterio cuantitativo rela-
tivamente consensuado que proporcione un nivel de confianza que corres-
ponda a las exigencias del usuario. Este es justamente el objetivo del presente
trabajo, encontrar reglas que permitan disminuir el numero de categorias
y que, al mismo tiempo, proporcionen informacién sobre los conceptos
clave en la construcciéon de un tipo particular de conocimiento.

El método propuesto por Gras (1996, 2005), llamado analisis estadisti-
co implicativo estd basado en técnicas estadisticas, resultados de la inteli-
gencia artificial y algebra booleana, para modelar las situaciones descritas.
Se basa en una eleccién epistemoldgica y puede ser refutable pero, cierta-
mente, hay un gran nimero de situaciones en las que se comprueba su
pertinencia y fertilidad. El método presenta una resistencia no lineal al
ruido (poco peso para los primeros contraejemplos y cae bruscamente cuando
los contraejemplos se repiten suficientemente).

En la estadistica implicativa, dada una poblacién  (por ejemplo, alumnos
u objetos) y un conjunto de variables v (por ejemplo items de un cues-
tionario o atributos), se busca dar sentido estadistico a una implicacion
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no estricta a = b a partir de la observacion excepcional en situaciones
reales de implicacion estricta de la variable a sobre la variable b. En este
caso algunos individuos pueden verificar a y -=b y es posible atribuir un
valor a la veracidad de la implicacion. La nocion de implicacion estadis-
tica, desarrollada por Gras (1996, 2005), se centra en una idea directriz
gue consiste en:

a) Encontrar un criterio que permita evaluar numéricamente la distancia
entre el valor verdadero (en implicacidn estricta) del conjunto de cir-
cunstancias en las que los datos observados contradicen la implicacion.

b) Propagar este estudio binario a todas las parejas de variables.

¢) Organizar las variables en una grafica no simétrica ponderada y
transitiva que dé una imagen estructurada del conjunto de varia-
bles. Esta gréafica representa al conjunto de cuasi-teoremas empiri-
cos de tipo a= by la estructura puede ser interpretada como conjetura
empirica de una teoria.

En esta metodologia, la implicacion a = b serd admisible en una experien-
ciasi el numero de individuos de E que la contradicen es muy pequefio, en
términos probabilisticos, en relacion con el nimero de individuos espera-
do bajo la hipétesis de ausencia de relacidn. Si esto ocurre, se puede decir
que A, que es el conjunto de observaciones que satisfacen la caracteristica
a, estd “casi” contenido en B, el conjunto de observaciones que satisfacen
la caracteristica b, y que a = b (lo que equivale a a A —b).

La nocion central de la metodologia es el indice de implicacion (Gras,
1996). Para definir este indice se compara la distribucién de los datos
observados o medidos con la distribucion de probabilidad que seguirian si
se comportaran segun la teoria. En la metodologia de Gras es posible uti-
lizar una distribucion de tipo binomial, Poisson o normal, dependiendo
del tipo de datos gque se estén analizando.

Para hacer esa comparacién, se toma aleatoriamente un subconjunto x
del conjunto A y un subconjunto Y del conjunto B de tal manera que el
nimero de elementos de X e Y sean proporcionales a la cardinalidad de Ay
de B, respectivamente. Se compara a continuacion el indice teérico de
implicacion, Q, formado a partir de las cardinalidades de x e Y, con respec-
to al indice empirico de implicacion, g, formado a partir de las cardinalidades
de Ay B.
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Si se definen las variables n, como la cardinalidad de A, n,, ¢ omo la
cardinalidad del conjunto complemento de B y n como la cardinalidad del
conjunto E. Entonces Q y g quedan definidas por

n.n
Card (X N =Y)— —2

Q(a,=b)=
na nﬂb
n
y
na n—-b
q(a,—ub)= aA-b n
na n—-b
n

El indice de implicacién Q sigue una distribucién de Poisson, para n sufi-
cientemente grande.

Se considera que la proposicion a = b es admisible a un nivel de confianza
1- o si y solamente si los indices de implicacién cumplen con

¢ (a,=b)=1-Pr [Q (a,=b)<q(a,=b)]> 1- a

a la variable @ (a,-b), que sigue una distribucion normal, se le llama la inten-
sidad de la implicacion de a sobre b.

Es importante resaltar que 0.5 < ¢ (a,7b)< 1 < g (a,-b)<0 y que la
implicacion que se desea requiere de valores de ¢ (a, —b) cercanos a 1, es
decir, que los valores de g(a, =b) sean negativos; por ejemplo se obtiene
que ¢ (a,—b)>0.95 < q(a, -b)< -1.65.

A través de estas definiciones, el andlisis estadistico implicativo garan-
tiza la relacién entre la I6gica binaria y la implicacidn estadistica. Ademas
los indices g y Q son simétricos, o sea, g(a, =b) = g(=b, a), Q(a, =b) = Q(=b, a),
lo que en légica booleana equivale a [a = b < -b = -a]. Se establece
también una relacion entre a = by b = a ya que si O0<n,<n ,<ny nn_ =
nn_ ., entonces:

q(a,-b)
q(-a,b)

> 1y ademas, si n, < n, = Q(b,a)<Q(a,~b).
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Entre las propiedades importantes de estos indices resalta el hecho de
que sinn_ =nn, = q(a,~b)= 0y gq(-ab)= 0 entonces no hay implica-
cion a= b ni b = a, de lo que se deduce que ay b son independientes y
que las correspondientes q deben ser distintas de cero para que haya im-
plicacion. Cuando n_<n,, laimplicacion estadistica mas fuerte esa = b,
lo cual no significa que no haya implicacién en el otro sentido sino que
no es simétrica, dado que n,n_>n.n_.

El anélisis de variables binarias arriba expuesto puede extenderse, si-
guiendo una perspectiva comparable, a variables modales o a la implica-
cion entre clases de variables. En el caso de las clases, para reducir el
efecto del encadenamiento que conduce a las asociaciones de variables, se
consideran Unicamente las clases que admiten lo que se denomina la “co-
hesion implicativa”. La modelacion de esta nocidén en el seno de una clase
se hace de tal manera que dé cuenta de una orientacion general de los
elementos de dicha clase, considerando siempre que la orientacién esta
determinada por la intensidad de implicacion.

Es posible demostrar (Gras y Ratsimba-Rajhon, 1996) que existe una
relacion entre el indice g y la distribucion 2, y entre el indice q y el coefi-
ciente de correlacién entre a 'y b; sin embargo, los conceptos utilizados en
la definicion de estos indices son muy distintos, dado que el estudio esta-
distico implicativo no es de la dependencia en el sentido estadistico habi-
tual, en el que el indice de correlacién es un indicador simétrico.

A partir de las nociones de la estadistica implicativa es posible cons-
truir arboles de implicacion y gréaficas dirigidas que dan cuenta de los ni-
veles significativos de implicacion entre variables o clases y que permiten
analizar la relacion de causalidad entre las variables o clases consideradas,
lo cual coincide con los objetivos de este trabajo. Con el fin de obtener
este tipo de representaciones se desarrollo el programa computacional lla-
mado Clasification Hiérarchique Implicative et Cohesitive (CHIC) (Couturier,
2001; Couturier et al., 2000).

Metodologia

Para responder las preguntas planteadas en este estudio se utiliz6 un cues-
tionario de preguntas abiertas que demandan justificacion, disefiado con
base en el marco tedrico y presentado por Cortés (2004) y utilizado tam-
bién en otras investigaciones (Cooley et al., 2007). El cuestionario consta
de diez preguntas relacionadas con la graficacion de funciones utilizando
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los conceptos del célculo diferencial, cuidadosamente elaboradas para ob-
tener la mayor informacion posible de los alumnos y que, paulatinamen-
te, incrementan el nivel de dificultad. En el anélisis de las respuestas se
centré la atencion en la manera en que quien responde aborda los concep-
tos, con el fin de desentrafiar el tipo de relaciones entre conceptos que
utiliza y cuales son sus dificultades.

El disefio de las preguntas incluyd la presentacidn de la informacion
utilizando distintas formas de representacion (ecuaciones, graficas, pro-
piedades de una funcién), de manera reiterativa para dar oportunidad a
los estudiantes de reconsiderar respuestas a preguntas anteriores. El cues-
tionario se muestra en el anexo.

Por la manera en que estan disefiadas las preguntas, con base en estu-
dios cualitativos previos sobre las dificultades de los estudiantes, se espera
que sea posible analizar, para cada uno que las responda, como utiliza su
conocimiento para establecer la relacion entre las distintas propiedades de
la derivada que se requieren en la descripcién de la funcion, asi como la
forma en que trabaja con los distintos conceptos.

El cuestionario se aplico a 40 alumnos de una universidad privada que
habian aprobado el curso de calculo diferencial; la seleccion se hizo a par-
tir de un muestreo en diferentes grupos del curso y se incluyeron hombres
y mujeres, estudiantes de distintas carreras y de distinto nivel de avance en
sus estudios.

La aplicacion del cuestionario tomé aproximadamente 90 minutos y se
motivo a los estudiantes a responder a profundidad, proporcionando la
mayor informacion posible en cada respuesta. El andlisis de las respuestas
se hizo alumno por alumno y se les identificd por nimero para evitar sesgos
innecesarios.

A partir del anélisis cualitativo de los resultados, Cortés, en el trabajo
mencionado anteriormente, identifico 23 categorias que posibilitan des-
cribir en detalle el uso que los estudiantes hacen de los conceptos inclui-
dos en el cuestionario. Estas categorias aparecen en varias preguntas, por
lo que se pueden establecer criterios de calificacion numéricos que descri-
ben el dominio del estudiante de cada una de ellas. Dichas categorias se
refieren, por una parte, a las propiedades de las funciones y, por otra, al
manejo de los intervalos del dominio de la funcion al sobreponer propie-
dades definidas mediante distintas condiciones. Una vez identificadas las
categorias, es importante desentrafiar su estructura, disminuir el nimero
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de categorias de modo que sean mas asimilables, y jerarquizarlas para faci-
litar el disefio de instruccion. Las herramientas de la estadistica implicativa
difieren de la construccion de una estructura convencional de arbol, como
ya se menciond y permiten justamente conseguir estos objetivos.

Las siguientes categorias fueron definidas por Cortés (2004) como el
resultado de un anélisis cualitativo de entrevistas a estudiantes, basado en
una primera descomposicion genética del tema de graficacion en célculo:

Comprensién del significado de maximos y minimos de una funcién

Comprensién del significado de los puntos de inflexién de una funcion

Comprensidn del significado de la concavidad de una funcién

. Comprension del significado del crecimiento de una funcion

Comprensién del significado de la posibilidad de unicidad de una fun-

cion relativa a sus propiedades

Comprensién del significado de la continuidad de una funcién

. Comprension de las implicaciones del signo de la primera derivada so-

bre las propiedades de la funcion

H. Comprension de las implicaciones del signo de la segunda derivada so-
bre las propiedades de la funcion

I. Comprension de las implicaciones de un limite infinito sobre la deriva-
da de una funcioén en un punto

J. Comprensién de las implicaciones de que la derivada de una funcion
no esté definida en un punto

K. Capacidad de graficar una funcién a partir del conocimiento de sus
propiedades

L. Capacidad de graficar una funcion a partir del conocimiento de la regla
de la funcion

M. Capacidad de reconocer en la grafica los intervalos donde la funcion
crece o decrece

N. Capacidad de reconocer en la gréafica los intervalos donde la funcién
tiene distintas concavidades

0. Capacidad de reconocer en la gréfica los intervalos donde la derivada
de la funcion tiene signos distintos o es igual a cero

p. Capacidad de reconocer en la gréfica los intervalos donde la derivada
de la funcion no esté definida

Q. Capacidad de reconocer en la grafica los intervalos donde la segunda

derivada de la funcion tiene signos diferentes o es igual a cero

moow>

o m
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R. Capacidad de interpretar la grafica de la funcién en general

s. Capacidad de trabajar con distintos intervalos del dominio de la fun-
cion a partir de su definicion

T. Capacidad de dividir una gréfica en distintos intervalos del dominio de
la funcion segun los crecimientos o concavidades de la funcion.

U. Capacidad de definir distintos intervalos del dominio de la funcion
segun sus crecimientos y concavidades

v. Capacidad de definir distintos intervalos en el dominio de la funcion
segln los crecimientos o concavidades de la misma cuando sus propie-
dades estan dadas

w. Capacidad de reconocer la existencia de un punto en el dominio de la
funcién que no comparte una propiedad dada con sus vecinos

Estas categorias se retoman en este trabajo como punto de partida para
encontrar una posible estructura que permita refinar la descomposicién
genética y disefiar procesos de instruccién. Con este fin se realiza un estu-
dio de las variables mediante los métodos del anélisis implicativo y cohesitivo
que se describe en el siguiente apartado.

Resultados del analisis implicativo

El analisis de los resultados de la clasificacién de las respuestas de los estu-
diantes a las preguntas en distintas categorias se llevé a cabo mediante las
tres herramientas que ofrece la estadistica implicativa, los arboles de simi-
litud, cohesitivo e implicativo.

En los estudios de didactica de las matemaéticas interesa, como se ha
mencionado, identificar reglas que permitan dar cuenta de las estructuras
que los alumnos han construido durante su aprendizaje. La estructuracién
del conocimiento no es, sin embargo, un proceso lineal de ensamblaje de
partes para completar un todo significativo; tampoco es un proceso simé-
trico. Esta estructuracidn se presenta mas bien de acuerdo con los esque-
mas siguientes (Gras, 2005): a) una regla del tipoa—=b,enlaqueayb
pueden ser a su vez reglas, implica una variable ¢ que puede ser interpre-
tada como la consecuencia de esa regla; b) una variable a implica una regla
b = ¢, que se puede interpretar como: de la observacion de a se deduce la
regla b implicac; y ¢) unaregla a= b implica otra regla ¢ = d, que puede
compararse a aquella situacion en la que un teorema tiene como corolario
otro teorema. La estructura que responde a estas caracteristicas es jerar-
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quica, es orientada y no es simétrica. Esta es la estructura que puede obtenerse
mediante el uso del anélisis implicativo y con el paquete llamado Clasification
Hiérarchique Implicative et Cohesitive (CHIC) (Couturier, 2001; Couturier
et al., 2000). Con este analisis se puede obtener una grafica jerarquica
orientada, en la que los distintos niveles identifican las reglas que se for-
man a distintos niveles de implicacion.

El &rbol jerarquico de similitud, por otra parte, calcula, para cada par
de variables, la similitud entre ellas y conforma las clases de variables. En
el proceso de formacidn de clases se busca, en cada paso, el grupo optimal
de esta relacion, es decir, un conjunto de variables que contribuye mas
fuertemente a la formacidn de una relacién que el conjunto de las demaés
variables. Asi, es posible estudiar el impacto de las distintas variables en la
formacion de clases y detectar si una categoria contribuye mas fuertemen-
te que otras a la creacidon de una estructura. Esta informacion es de gran
riqueza pues nos informa de las categorias de variables que estan en la base
de las estructuras obtenidas (Couturier, 2001).

Se aplicaron las técnicas de analisis estadistico implicativo descritas con
anterioridad a los datos recogidos de la muestra de alumnos, usando el
paquete cHICc 3.5 (Couturier, 2001; Couturier et al., 2000). Los resulta-
dos obtenidos se discuten a continuacion.

Andlisis del arbol de similitud

El &rbol de similitud que se muestra en la figura 1 corresponde a las varia-
bles del problema en estudio. En él puede observarse que, en un primer
nivel, las variables con mayor indice de similitud son aquellas que se refie-
ren a la capacidad de los estudiantes de graficar una funcion cuando su
expresion analitica esta dada. El algoritmo continda relacionando las va-
riables por parejas hasta el nivel 5. Es importante destacar que en estos
cuatro niveles se relacionan aquellos datos que manifiestan: la capacidad
de los alumnos para graficar funciones independientemente de su repre-
sentacion (Q, R), la posibilidad de dividir la gréafica en intervalos segun las
propiedades de la funcion (N, P), reconocer los intervalos en el dominio
de la funcion cuando no se ha presentado la grafica (c, H) y la relacién
entre el punto de inflexion con tangente vertical y la concavidad de la
grafica (1, J). Es de notar que estas variables que estan altamente relaciona-
das en este analisis separan claramente los tres tipos de actividad que se
pedian en el cuestionario. A partir de ese nivel, se comienzan a agrupar las
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nuevas variables con las clases ya formadas para, posteriormente, unir cla-
ses de variables por su similitud.

FIGURA 1
Arbol de similitud
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El analisis de las variables en cada una de las dos grandes clases que se
forman muestra que el primer grupo corresponde a aquellas variables que
indican que los alumnos comprenden el significado de la primera deriva-
da (A, L, R, O, U, V, D, G); algunos manejan también la segunda derivada
(c, H, Q, B, U, V), pero todos tienen problemas cuando aparecen puntos
de inflexién donde la tangente es vertical (1, P, w). Dentro de este primer
grupo se distinguen dos subgrupos. El primero incluye las variables que
indican que los alumnos pueden reconocer un punto que no comparte las
propiedades de los puntos en los intervalos contiguos y que interpretan
correctamente la informacion presentada tanto grafica como analiticamente.
El segundo subgrupo queda conformado por variables que indican que los
alumnos comprenden bien la primera derivada en general.

El segundo grupo retine a las variables que indican una comprension
global del proceso de graficacion en forma analitica, incluyendo a aquellas
que se refieren a la capacidad de interpretar la informacion en forma gra-
fica (K, M, 1,3, N, P, T, W). En este grupo destacan también dos subgrupos.
El primero queda conformado béasicamente por las variables que indican
comprension analitica pero no grafica por parte de los alumnos (F, s, K,
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M), mientras que el segundo queda conformado por las variables que indi-
can comprensién analitica y grafica (1, 3, N, P, T, W).

Los resultados del arbol de similitud nos permiten agrupar las variables
originales en cuatro estructuras que ayudan a diferenciar la comprension
de los alumnos, a saber:

1) Comprension de la primera derivada.

2) Comprensidn de las propiedades de la funcidn cuando la informacion
se presenta de manera analitica.

3) Comprension de las propiedades de la funcidn, excepto en los casos que
aparecen puntos en los que el comportamiento de la funcion difiere del
comportamiento en los intervalos vecinos, cuando la informacién se
presenta en cualquier representacion.

4) Dominio de todas las relaciones implicadas entre los conceptos.

Analisis del arbol cohesitivo

Recordemos que el arbol cohesitivo esta relacionado con la implicacién
entre las variables. En él, las clases de variables se constituyen a partir de
la implicacion entre ellas. En la figura 2 se muestra el arbol cohesitivo que
se obtuvo en el estudio.

FIGURA 2
Arbol cohesitivo
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El primer nivel de este arbol, indica que la variable H implica a la ¢ con
un indice de implicacion mas fuerte que el de cualquier otro par de varia-
bles. Esto indica que cuando los estudiantes respondieron correctamente
las preguntas relacionadas con los puntos de inflexién de la funcion en los
que la recta tangente a la curva es vertical, es posible inferir que son capa-
ces de responder, también correctamente, aquellas preguntas relacionadas
con la concavidad de la funcion presentada graficamente.

Posteriormente se observan 6 grupos de variables y una que queda sin agrupar.

El anélisis de estos grupos, en el orden en que se forman indica que:

76

Si un alumno es capaz de interpretar la informacidn presentada en
términos de los intervalos que satisfacen determinadas propiedades,
lograré graficar una funcion cuando se le presenta en forma analitica
(grupo 1 en la gréfica).

Si un alumno reconoce las concavidades en cualquier tipo de gréfica,
es capaz de determinar los intervalos en que debe dividirse el dominio
de la funcion de manera que ésta comparta las mismas propiedades en
cada uno de ellos, independientemente de la representacion en que se
le presente la informacidn (grupo 2).

Si un alumno muestra problemas para interpretar el significado de la pri-
mera derivada cuando una funcidn se le presenta en forma grafica, no serd
capaz de interpretar el significado de la primera y de la segunda derivadas
de la funcidn cuando ésta se le presenta en forma analitica (grupo 3).

Si un alumno es capaz de reconocer los puntos del dominio de la
funcidén que no tienen las mismas propiedades que los puntos conti-
guos, cuando la informacion se presenta utilizando cualquier repre-
sentacion, puede comprender sin dificultad el comportamiento de la
funcién en términos de sus propiedades e intervalos. NGtese que este
grupo y el segundo involucran las condiciones que satisfacen los alumnos
que tienen un mejor dominio de la graficacién de funciones en gene-
ral; sin embargo, el segundo grupo se refiere a la interpretacion de la
concavidad en forma grafica y su relacion con los intervalos en que el
dominio queda dividido de acuerdo con las propiedades de la funcién
gue se satisfacen, mientras que éste se refiere a los alumnos que distin-
guen todos los detalles de la grafica de cualquier funcion (grupo 4).
Si un alumno comprende las implicaciones del signo de la primera
derivada, es capaz de reconocer, en la grafica, los intervalos en los
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que la funcion crece o decrece. Notese que la informacion propor-
cionada por el grupo 3 indica que lo contrario es también cierto,
aunque afiade informacién acerca de la comprensién de la segunda
derivada (grupo 5).

Si un alumno es capaz de dividir el dominio de la funcién en inter-
valos en los que la funcién comparte propiedades relacionadas con
la primera y la segunda derivadas, independientemente de la repre-
sentacion en la que la informacion se presente, podra determinar la
existencia de un punto en el dominio de la funcién en el que ésta no
comparte las propiedades que satisface en los puntos de los interva-
los contiguos (grupo 6).

La variable que queda aislada en el arbol corresponde al reconoci-
miento de los puntos de inflexién en cualquier representacion (B).
Esto refleja el hecho de que la mayoria de los alumnos que respon-
dieron el cuestionario tuvo dificultades al interpretar la informa-
cion en todas las preguntas que lo involucran (grupo 7).

Analisis del arbol implicativo
Por altimo, en la figura 3 se presenta el arbol implicativo para los datos:

FIGURA 3
Arbol implicativo
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Del anélisis de esta figura se desprende que:

Con 99% de confianza, si los alumnos comprenden las implicaciones
graficas y analiticas del limite sobre la primera derivada, no tienen difi-
cultades con las concavidades de la funcion.
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- Con 95% de confianza, si los alumnos comprenden las implicaciones
graficas y analiticas del limite sobre la primera derivada entonces
son capaces de trabajar con la informacion definida en términos de
intervalos.

- Con 95% de confianza, si los alumnos interpretan correctamente las
concavidades de la funcion, son capaces de trabajar con la informacion
definida en términos de intervalos en los que la funcion comparte pro-
piedades especificas.

En resumen, este analisis nos indica que la comprension profunda de los
puntos de inflexion es un requisito indispensable para la comprensién del
proceso de graficacidn en calculo. Por otra parte, la posibilidad de dividir el
dominio de la funcién en intervalos que comparten propiedades depende
de manera importante de la comprension profunda de la concavidad.

Discusion de los resultados

El andlisis implicativo y cohesitivo de los datos nos proporciona informa-
cion que puede ser interpretada en términos del marco teérico utilizado
en el disefio del cuestionario. En la figura 4 se muestra una esquematizacion
de los resultados obtenidos del arbol de similitud.

FIGURA 4
Primera derivada, analitica y graficamente Puntos de inflexién verticales,
gréfica y analiticamente
Segunda derivada Segunda derivada Puntos de inflexién verticales
grafica y analiticamente analiticamente analiticamente

Es de notar en la figura anterior que los rectangulos sefialados indican
conjuntos de alumnos que fueron capaces de responder a las preguntas del
cuestionario que involucran las propiedades que en ellos se incluyen. El
conjunto completo se refiere a la posibilidad de los alumnos de construir
e interpretar la grafica de una funcion cualquiera cuando se le proporcio-
na distinta informacién. Este conjunto queda dividido en dos subconjuntos
muy claramente delimitados que corresponden a los que distinguen 0 no
los puntos de inflexidn verticales, es decir, que son capaces de interpretar
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limites sobre derivadas y su relacion con la tangente a la curva. En térmi-
nos del marco tedrico esta divisién corresponde a aquellos alumnos que se
encuentran en el nivel trans- propiedades, trans-intervalos, que en la figu-
ra estan incluidos en el rectdngulo completo de la derecha y aquellos que
se encuentran en los otros niveles de la doble triada en relacién con las
propiedades que en la figura se representan mediante el rectangulo com-
pleto a la izquierda.

Dentro de cada uno de estos rectangulos se encuentran nuevas divisio-
nes. El de la izquierda queda conformado por dos subconjuntos, en el
primero representado en la parte superior de la figura, se incluyen aque-
llos alumnos que Unicamente son capaces de interpretar la primera deriva-
da de la funcién, es decir, quienes no han construido relaciones entre las
propiedades de la funcién y entre los intervalos del dominio de la fun-
cion, por lo que puede considerarse que se encuentran en un nivel intra-
propiedades, intra-intervalos en su construccion del esquema de graficacion
de funciones. Los estudiantes incluidos en el rectangulo inferior son aque-
llos que han empezado a construir relaciones entre la primera y la segunda
derivadas y son capaces de interpretar analiticamente las implicaciones del
signo de la segunda derivada y algunas operaciones entre intervalos. Puede
considerarse por ello que estos alumnos se encuentran en un nivel inter-
propiedades, intra-intervalos. Contenido en este rectdngulo se encuentra
un grupo de estudiantes, representado en la parte derecha inferior de esta
parte de la figura, que ademas de lo anterior son capaces de interpretar las
implicaciones de la segunda derivada tanto analitica como graficamente.
Se puede decir que, los alumnos que tienen esta capacidad, se encuentran
en un nivel inter-propiedades, inter- intervalos de la triada.

En el rectdngulo de la derecha se advierten también diferencias. Este
conjunto queda dividido en dos: por una parte, en los alumnos que son
capaces de interpretar toda la informacion Gnicamente cuando se presenta
de manera analitica y que pueden considerarse en un nivel trans- propie-
dades, inter-intervalos de la triada y, por otra, aquellos que son capaces de
interpretar la informacion independientemente de la forma en la que se
les presenta, que corresponderian a aquellos estudiantes que se encuentran
en el nivel trans-propiedades, trans-intervalos.

Por su parte, el arbol cohesitivo y la grafica implicativa ponen de mani-
fiesto la importancia de la comprension de los puntos de inflexion, en
particular de aquellos en los que la tangente a la curva es vertical y de los
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puntos en los que la funcion no comparte las propiedades que se cumplen
en los intervalos contiguos en una comprension sélida de los conceptos
del calculo involucrados en la graficacion de funciones. También nos indi-
can la fuerte relacidn de esta comprension con la posibilidad de subdividir
el dominio de la funcion en subintervalos de acuerdo con las propiedades
de la misma. Esto pone de manifiesto la interaccién entre las triadas co-
rrespondientes a los intervalos y a las propiedades, interaccién que se ha-
bia ya encontrado mediante analisis cualitativos en algunos trabajos previos
(Baker et al., 2000; Cooley et al., 2007).

Las seis reglas que se desprenden del &arbol cohesitivo dan, por su par-
te, clara evidencia de que la comprensidn del significado de la primera
derivada de una funcion no es suficiente para interpretar correctamente
el significado de la segunda derivada. Si bien a nivel operativo estas dos
transformaciones estdn muy claramente relacionadas, sus interpretacio-
nes geométricas y en cuanto a las propiedades de la funcidon son muy
diferentes.

Conclusiones

El andlisis cualitativo es una herramienta invaluable en el anélisis de los
fenémenos relacionados con la educacion matematica; sin embargo, este
analisis resulta costoso y se dificulta cuando las poblaciones a estudiar son
muy grandes. Durante muchos afos se ha cuestionado el valor de la esta-
distica multivariada en este tipo de estudios porque la informacion de los
distintos métodos que se utilizan es muy general y no resulta Gtil para
lograr un conocimiento a profundidad de los fendmenos relacionados con
el aprendizaje de las matematicas. En este trabajo se muestra que el uso
del anélisis estadistico implicativo y cohesitivo, desarrollado con base en
el algebra booleana y no en las correlaciones estadisticas, resulta pertinen-
te y util para el estudio de dichos fendmenos; también se ilustra como el
uso de esta herramienta proporciona informacion consistente con la obte-
nida mediante analisis cualitativo, a la vez que permite el analisis de la
informacion obtenida de poblaciones mas grandes.

A partir de los resultados del presente trabajo se pone en evidencia que
los conceptos que resultan ser clave en la posibilidad de los estudiantes de
establecer las relaciones que se requieren para resolver con éxito proble-
mas de graficacion utilizando las herramientas del calculo diferencial son
los relacionados con la segunda derivada de la funcion, en particular, los
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puntos de inflexion, la relacion de la continuidad con la primera derivada
y la comprension de la subdivisién del dominio de la funcién en interva-
los determinados por la interrelacion de las propiedades de la funcién
definidas por la primera y la segunda derivadas. Los estudiantes en este
estudio muestran una tendencia a guiarse Unicamente por la primera de-
rivada para completar o interpretar la grafica de una funcién, lo que indi-
ca que ésta es la estructura dominante en sus procedimientos. La importancia
que se le concede a la interpretacidn de la primera derivada de una fun-
cién hace, probablemente que la interpretacién de las implicaciones gra-
ficas y analiticas de la segunda derivada sean comprendidas con mucha
menor profundidad.

La mayoria de los estudiantes que resolvieron el cuestionario que se
analizéd en este estudio utilizan la informacion de la primera derivada como
determinante en las decisiones que toman para graficar una funcién o para
interpretar sus propiedades. Esta estructura tiene un papel dominante en
la solucién de los problemas y es importante; sin embargo, también pare-
ce actuar como obstaculo a la comprension del papel que juega la segunda
derivaday a la interrelacién de ambas para determinar el comportamiento
de una funcién.

Dada la importancia de la comprension de la segunda derivada y de la
relevancia de los intervalos en el dominio de la funcion, determinados por
la relacion entre propiedades, los datos de este andlisis indican que para
poner de manifiesto las concepciones de los alumnos es necesario plantear
preguntas y situaciones problematicas en las que la identificacion de los
puntos de inflexion, particularmente aquellos en donde la tangente a la
curva es vertical, y de los puntos en los que la funcion es continua pero no
derivable tomen un papel primordial. Estas son, asimismo, las propieda-
des que hacen que la subdivision del domino de la funcién en los interva-
los pertinentes sea relevante para la solucion del problema.

La informacion que se obtiene de este trabajo muestra la necesidad de
apoyar a los alumnos en la construccidn de las relaciones entre conceptos.
Suele pensarse que al estudiar cada concepto por separado los alumnos
seran capaces de construir esas relaciones por ellos mismos, pero los resul-
tados de este trabajo y de otros que lo anteceden ponen de manifiesto que
esto no es asi. Es necesario que estas relaciones se ensefien de manera ex-
plicita y ostensiva (Bosch y Chevallard, 1999), mediante el trabajo con
informacion presentada en diferentes representaciones.
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ANEXO
Cuestionario

82

. Considera la funcion h(x) = x3, sabemos que h’(x) = 0 si x = 0, ;pode-

mos con esto asegurar que en x = 0 existe un maximo o un minimo?

. Sabiendo solamente que h’(3) = 0 y h(0) =2, ;podriamos asegurar que

en el intervalo (0,4) existe necesariamente un maximo?

. Si sabemos que en el intervalo en que —2<x<3 h’(x) >0, ;podemos con-

cluir que la funcién crece en ese intervalo?
Si adicionalmente sabemos que en —2<x<0 h"(x) <0, y en 0<x<3 h”(x) >0,
¢qué podemos concluir?

. ¢Es posible que exista una funcién continua que cumple con lo siguiente?

h(0)=2, N(-2)=h(3) =0,y lim _ h(X) =

. Considera la funcion h(x) = 8x® + 18x% — 4,

a) ¢Existe algin maximo local en el intervalo (-2,1)?

b) Para la funcion anterior, ;en qué intervalos la funcién crece o decrece?

c) Para la misma funcion, ;en qué intervalos es concava hacia arriba y
en cuales cdncava hacia abajo?

a) Dibuja la gréfica de la funcion h(x) = (x-1)3/ (x-2)2

b) Subdivide en distintos intervalos la funcién anterior, de manera que
encuentres aquéllos donde la funcién crece, decrece, es concava ha-
cia arriba y es concava hacia abajo.

a) Para la funcién dada en la
grafica encuentra los inter-
valos del dominio para los
cuales la funcion es decre-
ciente y los intervalos para
los que es creciente.

b) Para la misma grafica en-
cuentra los intervalos en los
que es concava hacia arri-
ba y hacia abajo.
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8. Dibuja la gréfica de una funcién continua que cumpla con las condicio-
nes siguientes: su dominio es de -1 a 1, es creciente en (-1,0), decre-
ciente en (0,1), cdéncava hacia abajo en (-1,-1/2) y en (0,1), y hacia
arriba en (-1/2,0)

a) (Queé sucede en el punto x=-1/2 en la funcién anterior?

b) (Qué sucede en x=0?

c) ¢Es esa funcién anica? En que cambiaria si se le quita la condicion
de continuidad? Justifica tu respuesta.

9. Analiza la gréfica siguiente:

a) indica como son h'(x) y h”(x) en
los siguientes intervalos:
x<0
x=0
O0<x<1
x=1
1<x

b) Para la funcién de la grafica ante-
rior, ;cudnto vale la derivada en
x = 0.75? Justifica tu respuesta.

10.
a) Dibuja la grafica de una funcion que satisface las siguientes condiciones

h es continua

h(0)=2,h(-2)=W(3)=0,ylim _ h(x)=w

h’(x) > 0 cuando -4 < x < -2, cuando -2 < x< 0, ycuando -0 <x<3
h’(x) < 0 cuando x < -4, y cuando x > 3,

h”(x) < 0 cuando x < -4, cuando -4 < x < -2,y cuando 0 < x < 5,
h”(x) > 0 cuando -2 < x < 0, y cuando x > 5,

lim h(X)=co y lim h(x) = -2

X—>—00 X—>00

b) ¢(Existen otras graficas ademas de la que dibujaste que satisfagan las
mismas condiciones? Justifica tu respuesta.

c) Si quitamos la condicién de continuidad, y las demdas permanecen,
¢cambia la grafica?, ;en qué?, ;existen otras posibles graficas?
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