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Haciendo uso de una cantidad vectorial, la cual denominamos vector de colisión ~A(ε), replanteamos la regla de colisión de Huygens-
Newton. El vector de colisión contiene información sobre el proceso de interacción y de la dispersión de las partı́culas, adeḿas de ser
invariante y covariante Galileo. En términos del vector de colisión, queda explı́cito el sentido geoḿetrico y enerǵetico de la regla de colisión
de Huygens-Newton.

Descriptores: Colisión ineĺastica; regla de colisión; vector de colisíon.
We restate the collision rule Huygens - Newton in terms of a vector quantity we call the collision vector~A(ε). The collision vector is invariant
and covariant Galileo. It contains information about the process of interaction and scattering of the particles. The geometric and energetic
sense of the collision rule Huygens-Newton in terms of the collision vector is shown.
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1. Introducción

El tratamiento cĺasico de colisiones se encuentra normal-
mente discutido en los textos básicos de f́ısica [1], donde se le
presta mayor atención a las colisiones elásticas e inelásticas
en una y dos dimensiones, dejando a un lado el análisis de
colisiones en situaciones intermedias, las cuales denominare-
mos colisiones semi-elásticas. En tales situaciones resulta
muy útil el uso de la regla de colisión de Huygens-Newton,
la cual toma en cuenta el balance energético y la transfe-
rencia de momento lineal durante la colisión. La regla en
cuestíon es poco considerada en los textos básicos de f́ısica.
Algunos autores [2,6] la emplean en situaciones unidimensio-
nales; otros [4,5,7] la usan para analizar las colisiones semi-
elásticas bidimensionales. En estas situaciones se hace uso
de coordenadas para descomponer las cantidades vectoriales
involucradas en el proceso de colisión. Aunque este enfoque
es utilizado tambíen en colisiones elásticas, es posible encon-
trar en la literatura [6,8,9] otros enfoques que no hacen uso
de tal descomposición. Dicha regla puede ser reformulada en
términos de la cantidad vectorial~A(ε), que denominaremos
vector de colisíon, la cual contiene información referente al
proceso de interacción y al de dispersión de las partı́culas
despúes del choque. El vector de colisión, adeḿas de ser
expĺıcitamente invariante y covariante Galileo, tiene la ven-
taja de que facilita el ćalculo de las velocidades después de la
colisión. En tal sentido, planteamos una caracterización alter-
nativa para las colisiones semi-elásticas haciendo uso del vec-
tor ~A(ε), la cual no requiere de la descomposición en coor-
denadas para la obtención de las velocidades después de la
colisión.

Este art́ıculo se encuentra organizado de la siguiente
manera: En la Sec. 2 se plantea la regla de colisión de
Huygens-Newton en términos del vector de colisión ~A(ε);
en la Sec. 3 se replantea el problema de la colisión entre dos
part́ıculas o cuerpos en términos del vector~A(ε), probando a
su vez que dicho vector es proporcional al vector de colisión
para un choque elástico, encontrado por Dı́az y Gonźalez en
Ref. 6. Adicionalmente, se obtiene la cantidadQ en t́erminos
del vector de colisíon y de otras cantidades que son inva-
riantes Galileanas. Finalmente, en la Sec. 4, se presentan al-
gunos ejemplos académicos que ilustran la utilidad didáctica
de esta caracterización alternativa de las colisiones.

2. Regla de colisíon de Huygens-Newton y el
vector de colisíon ~A(ε)

Durante el proceso de colisión entre dos cuerpos, cuyas su-
perficies est́an en contacto, surge una interacción mediada
por una fuerza impulsiva~N , la cual resulta interna al sis-
tema f́ısico conformado por ambos cuerpos, ası́ la reaccíon
− ~N actuaŕa sobre uno de los cuerpos. Esta fuerza puede
ser considerada normal a las superficies de contacto cuando
los cuerpos no sufren deformación despúes de la colisíon, de
manera que la orientación de la fuerza impulsiva permanece
inalterada durante el proceso de colisión; esto se conoce con
el nombre de colisión ŕıgida [10]. En esta situación la in-
tensidad de la interacción durante el proceso de colisión (la
norma del vector~N ) aumenta ŕapidamente desde el instante
de tiempot1, cuando inicia el contacto, hasta alcanzar un
valor máximo en un tiempotc posterior at1. En el instante
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tc, los cuerpos se mueven con igual velocidad~v y comienza
el proceso de restitución. A partir del instante de tiempotc,
la norma del vector~N comienza a disminuir hasta que los
cuerpos se separan por completo en el instantet2, posterior
a tc. El proceso dado en el intervalo de tiempot2 − tc se
ve interrumpido para el caso de una colisión completamente
inelástica, donde ambos cuerpos se mueven con la misma ve-
locidad despúes de dicha colisión. En cambio, en una col-
isión completamente elástica se da el proceso de restitución
sin perdida de la energı́a cińetica del sistema conformado por
ambos cuerpos. El caso intermedio surge cuando la fuerza~N
y su reaccíon realizan un trabajo que no se compensa entre si
durante el intervalo de tiempot2− t1 mientras ocurre el con-
tacto; manifest́andose la perdida de energı́a cińetica en forma
de calor o sonido.

Seanm1 y m2 las masas de los cuerpos que colisionan
entre śı, los cuales adquieren velocidades~V1 y ~V2, respec-
tivamente, en el instantet1. Los impulsos de cada cuerpo
durante el lapso de tiempotc − t1 vienen dados por

~I10 =

tc∫

t1

~N(t)dt = m1(~v − ~V1) (1a)

~I20 = −
tc∫

t1

~N(t)dt = m2(~v − ~V2), (1b)

respectivamente. Siendo~v la velocidad adquirida por ambos
cuerpos en el instantetc. De las expresiones mostradas en (1)
observamos que~I20 = −~I10. Usando esta igualdad se ob-
tiene que la cantidad~v corresponde a la velocidad del centro
de masa del sistema en el instantetc, con dicha correspon-
dencia se logra eliminar la velocidad~v en (1a), obteniéndose
la siguiente expresión

~I10 = −µ(~V2 − ~V1) donde µ
def=

m1m2

m1 + m2
. (2)

Sean~U1 y ~U2 las velocidades de los cuerpos de masam1 y
m2, respectivamente, en el instantet2. Procediendo de ma-
nera similar para obtener el impulso del cuerpo de masam1

durante el lapso de tiempot2 − tc, se tiene que

~I1f = −µ(~U2 − ~U1) . (3)

Cuando la dirección de la fuerza de contacto~N permanece
inalterada durante la colisión, resulta claro que la dirección
de los impulsos de cada cuerpo a lo largo de~N permanece
constante. Por tal razón, la transferencia de momento lineal
sobre la direccíon de la fuerza de contacto se preserva en una
colisión ŕıgida, lo cual conduce a que la proyección del im-
pulso durante el proceso de la deformación (~I10) en la di-
reccíon de ~N sea antiparalela a la proyección del impulso
durante el proceso de restitución (~I1f ) en la direccíon de la
fuerza de contacto~N ; es decir,

~I1f · n̂ = −ε~I10 · n̂ (4)

donde, en una colisión ŕıgida, el versor asociado a la inter-
accíon viene dado por

n̂
def=

~N(t)

| ~N(t)|
. (5)

Sustituyendo (2) y (3) en (4) se llega a

(~U2 − ~U1) · n̂ = −ε(~V2 − ~V1) · n̂ . (6)

La constante de proporcionalidadε en (4) es considerada po-
sitiva y recibe el nombre decoeficiente de restitución, al-
gunas veces es llamadacoeficiente de elasticidad. Éste de-
pende de las propiedades del material que componen los cuer-
pos colisionantes, de sus masas, formas y velocidades relati-
vas [10,11]. La expresión (6) recibe el nombre deregla de
colisión de Huygens-Newton[3-5,10]. Esta regla puede ser
reformulada en t́erminos de una cantidad vectorial que de-
nominaremosvector de colisíon, y seŕa denotada como~A(ε).
En tal sentido, (6) puede ser escrita como

~A(ε) · n̂ = 0 con ~A(ε) def= ~U1 − ~U2 + ε(~V1 − ~V2) . (7)

Dicho vector es invariante y covariante Galileo, debido a que
éste se construye a partir de la combinación lineal de la di-
ferencia entre las velocidades de los cuerpos antes y después
de la colisíon. Siendo los coeficientes de esta combinación
lineal ε y la unidad, respectivamente. Además, se exige que
el coeficiente de restitución sea un escalar ante el grupo de
Galileo, tal como ocurre con las masas de los cuerpos. Esto
puede verse al considerar un marco de referenciaK ′ que se
mueve respecto al sistema laboratorioK con velocidad~V ,
de manera que las velocidades de los cuerpos de masam1 y
m2 antes y despúes de la colisíon respecto al sistemaK ′ son,
respectivamente,

~V ′
1 = ~V1 − ~V , (8a)

~V ′
2 = ~V2 − ~V , (8b)

~U ′
1 = ~U1 − ~V , (8c)

~U ′
2 = ~U2 − ~V . (8d)

Al sustituir (8) en (7) se llega a la expresión

~A(ε) = ~U ′
1 − ~U ′

2 + ε(~V ′
1 − ~V ′

2) ≡ ~A′(ε′),

cuya covarianza queda garantizada siε = ε′; es decir, cuando
el coeficiente de restitución transforme como un escalar ante
el grupo de Galileo.

La colisión entre dos cuerpos puede clasificarse según la
transferencia de energı́a cińetica, la cual depende del valor
que tome el coeficiente de restitución. Cuandoε = 1 se dice
que la colisíon es eĺastica, conserv́andose la energı́a cińetica
del sistema. Cuandoε = 0 la colisión es ineĺastica o pĺastica,
en dicho caso la transferencia de energı́a cińetica del sistema
al entorno es ḿaxima. Estos ńumeros corresponden a la cota
superior e inferior del coeficiente de restitución, respectiva-
mente. En una situación intermedia, se tiene que0 < ε < 1.
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2.1. Regla de colisíon para choques eĺasticos

Al considerar la conservación de la enerǵıa cińetica de dos
cuerpos de masam1 y m2 antes y despúes de la colisíon, se
tiene que

~V 2
1 + m~V 2

2 = ~U2
1 + m~U2

2 ,
(
~V1 − ~U1

) · (~V1 + ~U1

)
= m

(
~U2 − ~V2

) · (~U2 + ~V2

)
,

(9)

donde se ha definido lamasa relativacomom
def= m2/m1. El

término ~V1 − ~U1 que aparece en (9) puede ser reemplazado
por m

(
~U2 − ~V2

)
, en virtud de la conservación del momento

lineal, resultando
(
~U2 − ~U1

) · n̂e = −(
~V2 − ~V1

) · n̂e . (10)

Donde el versor̂ne, asociado a la dirección de la interacíon
en una colisíon eĺastica, viene dado por

n̂e =
~U2 − ~V2

|~U2 − ~V2|
=

∆~p2

|∆~p2| =
~N(t)

| ~N(t)|
≡ n̂, (11)

el cual coincide con el versor indicado en (5). Para estable-
cer laúltima igualdad de (11) se ha considerado que~N es la
fuerza de contacto que actúa sobre el cuerpo de masam2, y
adicionalmente la condición de choque rı́gido. Comparando
(10) con (6) queda claro que el coeficiente de restitución para
una colisíon completamente elástica es igual a la unidad.

2.2. Regla de colisíon para choques ineĺasticos o
plásticos

En una colisíon ineĺastica o pĺastica los cuerpos que colisio-
nan quedaŕan “unidos” despúes del choque, entendiéndose
por ello que los cuerpos se mueven con la misma velocidad.
En tal sentido, se cumple la condición ~U1 = ~U2, lo cual con-
duce a que (6) tome la siguiente forma

−ε n̂ · (~V2 − ~V1) = 0. (12)

La igualdad dada en (12) es válida para cualquier dirección n̂
y velocidades~V1 y ~V2 que puedan tener los cuerpos antes
de colisionar, concluýendose queε = 0. En otras pa-
labras, la condicíon indicada en (12) establece que en una
colisión ineĺastica la velocidad relativa~V2 − ~V1 no es orto-
gonal a la direccíon de la interacción asociada al contactôn.
En esta situación, se observa que el vector de colisión para
choque ineĺasticos o pĺasticos es id́enticamente nulo; es de-
cir, ~A(0) = ~0.

3. Replanteando el problema de colisión

El problema de colisión consiste en determinar las veloci-
dades de las partı́culas despúes de un choque, y con dicha
informacíon se puede obtener la energı́a cińetica transferida
debido al proceso de interacción durante la colisión. Para de-
terminar las velocidades de un choque elástico se requieren

tanto la conservación del momento lineal como la conser-
vación de la enerǵıa cińetica. En cambio, para un choque
inelástico el problema se centra en resolverúnicamente la
conservacíon del momento lineal, ya que después de la co-
lisión todas las partı́culas se mueven con la misma veloci-
dad. No obstante, para las colisiones semi-elásticas las ve-
locidades son obtenidas al resolver de manera simultánea la
conservacíon de la cantidad de movimiento y la regla de coli-
sión de Huygens-Newton, estáultima puede ser sustituida
por el vector de colisión. En tal sentido, el problema de ha-
llar las velocidades después de una colisión entre dos cuer-
pos se resuelve partiendo del siguiente sistema de ecuaciones
vectoriales

{
~U1 + m~U2 = ~V1 + m~V2 ,
~U1 − ~U2 = ~A(ε)− ε(~V1 − ~V2) .

(13)

La primera ecuación de (13) es justamente la conservación
de la cantidad de movimiento, y la segunda corresponde a la
definición del vector de colisión expresada en (7). Las ve-
locidades que se obtienen de resolver (13) son

~U1 =
1− εm

1 + m
~V1 +

(1 + ε)m
1 + m

~V2 +
m

1 + m
~A(ε), (14a)

~U2 =
ε + 1
1 + m

~V1 +
m− ε

1 + m
~V2 − 1

1 + m
~A(ε). (14b)

Por otra parte, la velocidad del centro de masa antes de la
colisión viene dada por

~VCM =
1

1 + m
~V1 +

m

1 + m
~V2 . (15)

Con esta igualdad las expresiones mostradas en (14) pueden
ser llevadas a la siguiente forma

~U1 = (1 + ε)~VCM − ε~V1 +
µ

m1

~A(ε), (16a)

~U2 = (1 + ε)~VCM − ε~V2 − µ

m2

~A(ε), (16b)

dondeµ se encuentra definido en (2) y corresponde a lamasa
reducidadel sistema formado por los dos cuerpos. Las ex-
presiones indicadas en (16) exhiben claramente el carácter
covariante, ya que al sustituir las transformaciones indicadas
en (8), junto a la transformación de Galileo para la veloci-
dad del centro de masa,~V ′

CM = ~VCM− ~V en (16), se llega a la
misma forma funcional que tiene (16) pero con las cantidades
medidas en el marco de referenciaK ′.

3.1. Construccíon del vector de colisíon para la
condición de choques ŕıgidos

La forma concreta del vector de colisión ~A(ε) depende de la
ley de interacíon entre los cuerpos y de la dispersión de los
mismos. Para determinar dicho vector bajo la condición de
choques ŕıgidos, nos limitaremos a la búsqueda de un “po-
tencial de calibre” ~B consistente con la regla de colisión de
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Huygens-Newton (7), cuando el versorn̂ se encuentra orien-
tado a lo largo de la transferencia de momentum del cuerpo de
masam2; es decir, dicho versor queda determinado por la ex-
presíon (11). La construcción del vector~A(ε) en t́erminos de
~B, compatible con (7), viene dada por la proyección del po-
tencial de calibre sobre la dirección asociada a la interacción
de contacto durante la colisión; esto es,

~A(ε) =
[
11− n̂ n̂

]
( ~B) = ~B − ( ~B · n̂)n̂. (17)

Donde n̂ n̂ corresponde al operador que proyecta en la di-
reccíon del versor̂n; es decir,n̂ n̂( ~B) = n̂(n̂ · ~B). Y el
śımbolo11 representa al operador identidad, el cual verifica la
propiedad11( ~B) = ~B. De manera que el término contenido
dentro del paŕentesis de (17) es un operador que proyecta en
la direccíon perpendicular al versor̂n. Por otra parte, dicho
versor puede ser reemplazado por el indicado en (11). Esto
presupone que el contacto entre las superficies de los cuer-
pos que colisionan ocurra en un punto, y que la fuerza de
interaccíon debido al contacto es perpendicular a dichas su-
perficies. Por consiguiente, la regla de colisión (7) puede ser
escrita de la siguiente manera

~A(ε) · (~U2 − ~V2) = 0 . (18)

Sustituyendo (14b) en (18), se obtiene

~A(ε) ·
[
(ε + 1)(~V1 − ~V2)− ~A(ε)

]
= 0. (19)

Reemplazando, dentro del corchete de (19), al vector~A(ε)
dado en (17), y considerando la regla de colisión de
Huygens-Newton (7), resulta

~A(ε) ·
[
(ε + 1)(~V1 − ~V2)− ~B

]
= 0. (20)

La solucíon más general de (20) es

~B = (ε + 1)(~V1 − ~V2) + λn̂, (21)

siendoλ una constante arbitraria que llamaremoscalibre, de
manera que el vector~B es dependiente del calibre que se fije.
La independencia del calibreλ para el vector de colisión se
evidencia al sustituir (21) en (17), de lo que resulta

~A(ε) = (ε + 1)
[
(~V1 − ~V2)− (~V1 − ~V2) · n̂ n̂

]
, (22)

el cual no depende del valor que se escoja paraλ. La ex-
presíon (21) contiene todos los casos posible que resultan de
resolver (20): (I) El vector de colisión es id́enticamente nulo;
es decir, ~A(ε) = ~0, ∀ ε, lo cual ocurre en colisiones unidi-
mensionales, ası́ como en una colisión ineĺastica o pĺastica,
cuandoε = 0. En esta situación, se tiene que

n̂ =
~V1 − ~V2

|~V1 − ~V2|
. (23)

(II) El t érmino dentro del corchete en (20) se anula cuando se
eligeλ = 0 en (21).

3.2. Conservacíon de la enerǵıa en choques ŕıgidos

La ley de conservación de la enerǵıa para una colisión entre
dos cuerpos bajo la condición de choques rı́gidos se establece
al agregar un t́ermino enerǵetico que compense la energı́a li-
berada o absorbida por el sistema debida al proceso de inter-
accíon en la colisíon. A dicho t́ermino lo denotaremos con la
letraQ, aśı

K0
def= Kf + Q ∴ Q = K0 −Kf . (24)

En otras palabras, la cantidadQ mide la transferencia de
enerǵıa cińetica absorbida o liberada por el sistema debido
al proceso de colisión. CuandoQ es positivo (negativo) el
choque esendóergico(exóergico) y a mayorQ más ineĺastico
seŕa el choque. En una colisión semi-eĺastica e ineĺastica
la enerǵıa cińetica se transforma parcial o totalmente, res-
pectivamente, en energı́a interna; la cual es liberada (ab-
sorbida) por el sistema cuando el choque es endoérgico
(exóergico) [3,8]. El objetivo de esta sección es calcular la
cantidad (24) y demostrar que el tipo de colisiones tratadas
en este trabajo son endoérgicas. Para ello se determinará la
enerǵıa cińetica despúes de la colisíon usando las expresiones
indicadas en (14)́o (16),

Kf =
1
2
m1|~U1|2 +

1
2
m2|~U2|2 ,

= K0 +
µ

2

[
( ~A− ε(~V1 − ~V2))2 − (~V1 − ~V2)2

]
. (25)

De manera que

Q =
µ

2

[
(~V1 − ~V2)2 − ( ~A(ε)− ε(~V1 − ~V2))2

]
, (26)

al sustituir (22) en (26) se llega al siguiente resultado

Q =
µ

2
(1− ε2)|~V1 − ~V2|2 cos2 θ. (27)

Siendoθ el ángulo formado entre los vectores~V1 − ~V2 y n̂.

FIGURA 1. Construccíon geoḿetrica del vector de colisión ~A1

cuandoθe es descendente (izquierda) y cuando es ascendente
(derecha).
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4. Ejemplos que ilustran el ańalisis de colisio-
nes mediante el vector~A(ε)

A continuacíon, resolvemos, haciendo uso del vector de co-
lisión, algunos problemas académicos que surgen de consi-
derar colisiones bidimensionales entre dos partı́culas o dis-
cos ŕıgidos. Para ello, conviene darle una interpretación
geoḿetrica al vector de colisión (22), para lo cual se requiere
escribir dicho vector de la siguiente manera

~A(ε) =
ε + 1

2

[
~V − V n̂ψ

]
≡ ε + 1

2
~A1 . (28)

Siendo~V = ~V1 − ~V2 la velocidad relativa de la partı́cula
incidente. Adeḿas, el versor̂nψ, que llamaremosvector de
incidencia de Landau[12], toma la siguiente forma concreta,

n̂ψ
def= (2V̂ · n̂)n̂− V̂ . (29)

La descomposición dada en (28) permite escribir las veloci-
dades (14) como las presentadas por Landau y Lifshitz en
Ref. 9, con la condición ε = 1. Por otra parte, el vector~A1

en la expresíon (28), dado por el término dentro del corchete
de dicha expresión, corresponde al vector de colisión para
choques eĺasticos. En tal sentido, todos los choques semi-
elásticos pueden ser estudiados a partir de la construcción del
vector de colisíon ~A1 para choques elásticos, construcción
que analizamos en la Ref. 6.

El vector de colisíon para choques elásticos~A1 en (28)
puede interpretarse geométricamente formando una circun-
ferencia de radio|~V |, tal como se muestra en la Fig. 1. El
ángulo del versor̂nψ respecto a la dirección de incidencia
es denotado porψ, encontŕandose en el semiplano inferior
(superior) si la partı́cula m2 es dispersada por encima (de-
bajo) de la direccíon de incidencia. Lośangulos que forman
el vector de colision dado en (7) y el versorn̂ dado en (11),
respecto a la direccion de incidencia, los denotaremos porθA

y θ, respectivamente. Es claro que ambos vectores son per-
pendiculares entre si, tal como lo indica la regla de colisión
de Huygens-Newton (7). Esta construcción permite conocer
la direccíon y la norma del vector de colisión eĺastica~A1. De
hecho, a partir de la Fig. 1 se tiene que losángulos internos
del triángulo iśosceles inscrito en la circunferencia guardan
la siguiente relación

ψ = π − 2θA . (30)

De la condicíon de ortogonalidad (7), entre el vector de co-
lisión ~A(ε) y el versor̂n, se tiene que

θA =
π

2
− θ . (31)

Sustituyendo (30) en (31), resulta

ψ = 2θ . (32)

Finalmente, la norma del vector de colisión ~A1 coincide con
el arco sustentado por los vectores~V y V n̂ψ, de lo que se
tiene

| ~A1| = 2|~V | sen
(

ψ
2

)
= 2|~V | sen θ. (33)

Con esta construcción geoḿetrica se logra determinar la di-
reccíon del versor de incidencia de Landaun̂ψ y el vector de
colisión para choques elásticos~A1. Por otra parte, de la Fig. 1
se observa que elángulo entre el vector~V = ~V1 − ~V2 y el
versorn̂ esθ, por consiguiente estéangulo es el involucrado
en (27).

La colisión cĺasica ḿas sencilla de resolver es aquella
donde un cuerpo o una partı́cula se dirige hacia otra que se
encuentra en reposo. Al cuerpo o partı́cula que incide se le
denominaobjeto proyectil o incidente, mientras que el otro
cuerpo se le denominaobjeto blanco o centro dispersor. Esta
situacíon siempre puede conseguirse considerando la colisión
en un marco de referencia donde una de las partı́culas se en-
cuentra en reposo. En esta situación, elánguloθ corresponde
a la dispersíon de la part́ıcula blanco [ver Ec. (11)]; es de-
cir, θ ≡ θ2, mientras que la dispersión del objeto proyectil
θ1 est́a relacionado conψ (ángulo que determina la dirección
del vector de incidencia de Landau), mediante

tan θ1 =
~U1(ε) · ̂
~U1(ε) · ı̂

=
sen(ψ)

λ(ε,m)− cos(ψ)
, (34)

donde el paŕametroλ(ε,m) es definido positivo

λ(ε,m) =
2 + m(1− ε)

1 + ε
> 0. (35)

De la expresíon (34) es posible obtener las razones
trigonoḿetricas que se indican a continuación

cos(ψ) = λ sen2 θ1 − | cos θ1|
√

1− λ2 sen2 θ1, (36a)

sen(ψ) = λ
2 sen(2θ1) + | sen θ1|

√
1− λ2 sen2 θ1. (36b)

Obśervese que las expresiones dadas en (36) son compa-
tibles con el hecho de que los cuerpos o las partı́culas se dis-
persan formando uńangulo recto cuando la masa relativa y el
coeficiente de restitución son iguales a la unidad. Adicional-
mente, con dichas relaciones se puede determinar el vector
de colisíon dado en (28), conociendo la dispersión del objeto
blanco, debido a que se conoce la dirección del versor̂nψ.
Ahora, examinemos algunas situaciones concretas.

FIGURA 2. A la izquierda (derecha) se muestra la situación antes
(despúes) de la colisíon entre dos partı́culas con diferentes masas.
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4.1. Colisíon semi-eĺastica bidimensional entre dos
part ı́culas conociendo la dispersión del blanco

Consideremos una partı́cula de masam1 = 2 Kg que in-
cide horizontalmente con una rapidez de 4 m/s, sobre otra
part́ıcula de masam2 = 3 Kg, inicialmente en reposo. Des-
pués de la colisíon la part́ıcula de masam2 se dispersa for-
mando unángulo de30◦ respecto a la dirección de inci-
dencia, tal como se muestra en la Fig. 2. En este caso,
θ ≡ θ2 = 30◦ y descendente, por lo que se utiliza la cons-
trucción geoḿetrica a la izquierda de la Fig. 1, a partir deésta
se extraen las expresiones (31) y (33). Ası́, la norma del vec-
tor colisión y su direccíon vienen dadas por| ~A1| = 4 m/s y
θA = 60◦, respectivamente. Con esta información y el dia-
grama ubicado a la izquierda de la Fig. 1 se llega al siguiente
resultado

~A1 = | ~A1| [ cos θA ı̂ + sen θÂ ] =
[
2ı̂ + 2

√
3̂

] m
s

. (37)

Sustituyendo (37) en (28) y luego insertando el resultado
de la sustitucíon en (14), se obtienen las velocidades de las
part́ıculas despúes del choque; esto es,

~U1(ε) =

[
11− 9ε

5
ı̂ +

3
√

3(ε + 1)
5

̂

]
m
s

, (38a)

~U2(ε) =

[
6(ε + 1)

5
ı̂− 2

√
3(ε + 1)

5
̂

]
m
s

. (38b)

Si m2 se dispersa por encima de la dirección de incidencia,
contrario a lo indicado en la Fig. 2, lo que tendrı́amos es una
reflexión sobre la dirección de incidencia, por consiguiente el
resultado que se obtendrı́a coincide con el obtenido en (38)
pero cambiando el versor̂ por−̂. Por otra parte, la energı́a
transferida debida al proceso de colisión es

Q = (1− ε2)
36
5

Joul. (39)

Si la colisíon es completamente elástica, hacemosε = 1
en (39) y (38) para obtener la conservación de la enerǵıa
cinética y las velocidades de las partı́culas despúes del
choque eĺastico, las cuales resultan ser

~U1(1) =

[
2
5
ı̂ +

6
√

3
5

̂

]
m
s

, (40a)

~U2(1) =

[
12
5

ı̂− 4
√

3
5

̂

]
m
s

. (40b)

4.2. Colisíon semi-eĺastica bidimensional entre dos
part ı́culas conociendo la dispersión del proyectil

Al considerar la situación en la cual eĺangulo de30◦ co-
rresponde a la dispersión de la masam1 respecto a la di-
reccíon de incidencia (esto es,θ1 = 30◦), entonces de las
relaciones indicadas en (36) se llega a las siguientes razones
trigonoḿetricas

cos(2θ2) =
λ−√12− 3λ2

4
, (41a)

sen(2θ2) =
√

3λ +
√

4− λ2

4
. (41b)

En este caso el vector de colisión depende de los parámetros
m y ε, a trav́es deλ. De acuerdo con el diagrama mostrado
en la Fig. 1, el vector de colisión viene dado por (28) cuando
~V = 4ı̂ y n̂ψ = cos(2θ2)̂ı− sen(2θ2)̂, resultando

~A(ε) = 2(ε + 1)
[(

1− cos(2θ2)
)
ı̂− sen(2θ2)̂

]
. (42)

Con dicho vector se obtienen las velocidades después del
choque, para ello basta sustituir (42) en (14). En particu-
lar, cuandoε = 1 se tiene queλ = m−1 = 2/3, resultando
θ2 ≈ 65, 3◦, y las velocidades después de la colisíon comple-
tamente eĺastica vienen dada por

~U1(1) =
2
5

[
(3 + 2

√
6)̂ı + (2

√
2 +

√
3)̂

] m
s

, (43a)

~U2(1) =
2
5

[
(7− 2

√
6)̂ı− (2

√
2 +

√
3)̂

] m
s

. (43b)

4.3. Colisíon inelástica o pĺastica entre part́ıculas

En una colisíon ineĺastica o pĺastica entre partı́culas, cuya
situacíon inicial es como la mostrada a la izquierda de la
Fig. 2, estaŕıamos tentados a hacerε = 0 en (38). Lo cual
conduce a que las velocidades después del choque son dis-
tintas, contrario a lo que se esperarı́a en una colisíon de este
tipo. El error en este procedimiento radica en que la inter-
accíon que condujo al vector de colisión (37) es diferente a
la que conduce al caso de choque inelástico, en el cual no
basta con hacerε = 0 en (14) sino también ~A(0) = ~0. Por
esta raźon, las velocidades de las partı́culas mostradas en la
referida figura despúes de una colisión ineĺastica o pĺastica
est́an dadas por

~U1(0) = ~U2(0) =
8
5
ı̂

m
s

. (44)

Resultado que puede obtenerse directamente de la conser-
vación de la cantidad de movimiento.

4.4. Colisíon entre partı́culas de igual masa

Considerando la misma colisión planteada en la Sec. 4.1 con
las masas de las partı́culas iguales, se tiene que el vector de
colisión (37) no cambia, y al sustituirlo en (14) resulta que
las velocidades de las partı́culas despúes de la colisíon son

~U1(ε) =

[
5− 3ε

2
ı̂ +

(ε + 1)
√

3
2

̂

]
m
s

, (45a)

~U2(ε) =

[
3(ε + 1)

2
ı̂− (ε + 1)

√
3

2
̂

]
m
s

. (45b)
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El coseno deĺangulo con que se dispersan entre sı́ ambas
part́ıculas viene dado por

cos(θ1 + θ2) =
~U1 · ~U2

|~U1| |~U2|
=

√
3(1− ε)

[4 + 3(ε− 1)2]1/2
. (46)

Si la colisíon es completamente elástica (ε = 1) se ob-
serva que ambas partı́culas se dispersan entre sı́ formando
un ángulo recto. Resultado reportado en la literatura (ver
Refs. 3, 5 y 8).

4.5. Colisíon entre una part́ıcula y una pared

En esta situación se considera que la masa del objeto blanco
es muy grande comparada con la masa del objeto proyectil.
Aśı, la masa relativam = m2/m1 tiende a infinito. Este
lı́mite tomado en la velocidad (14b) conduce directamente a
que la pared se encuentra en reposo después de la colisíon;
esto es,

~U∞
2

def= lim
m→∞

~U2(ε) = ~0. (47)

Se ha considerado para esta interacción que el vector de co-
lisión es independiente del parámetrom. Por otra parte, la ve-
locidad de la masam1 despúes de la colisíon con una pared
se obtiene al tomar el lı́mite antes mencionado en (14a), re-
sultando

~U∞
1

def= lim
m→∞

~U1(ε) = ~A∞(ε)− ε~V1. (48)

Donde el vector de colisión ~A∞(ε) viene dado por (22)
cuando~V2 = ~0 y n̂ es perpendicular a la superficie de la
pared, por lo que la velocidad dada en (48) toma la forma

~U∞
1 = ~V1 − (ε + 1)~V1 · n̂n̂

= [11− (ε + 1)n̂n̂] (~V1). (49)

En particular, cuandoε = 1, se tiene que el operador dentro
del corchete de (49) corresponde a una reflexión en la di-
reccíon perpendicular al vector̂n, siendo esta dirección pa-
ralela a la superficie de la pared. Ası́, en una colisíon eĺastica
entre una partı́cula y una pared la velocidad después de la co-
lisión de la part́ıcula proyectil se obtiene al cambiar de signo
únicamente la componente paralela an̂ de la velocidad antes
del choque. En general, el reflector modificado que aparece
dentro del corchete de (49) lo que hace es mantener inaltera-
da la componente de la velocidad~V1 en la direccíon paralela
a la pared; en cambio, la componente de~V1 en la direccíon
perpendicular a la pared se ve disminuidaε veces, reflejando
dicha proyeccíon sobre la pared. Lo antes expuesto puede
verse de manera natural al escribir (49) de la siguiente mane-
ra

~U∞
1 = [~V1 · n̂⊥]n̂⊥ − ε[~V1 · n̂]n̂. (50)

Donde n̂ y n̂⊥ son versores ortogonales entre sı́ y dirigi-
dos perpendicular y tangente a la pared, respectivamente.
Obśervese que en una colisión ineĺastica la velocidad dada
en (48) se anula ya queε = 0 y ~A∞(0) = ~0.

5. Discusíon

En situaciones unidimencionales el vector de colisión se a-
nula, debido a que la regla de colisión (7) establece que
el único vector ~A(ε) perpendicular al versor̂n asociado a
la direccíon del contacto es el vector nulo. Imponiendo la
condicíon ~A(ε) = ~0 en (14) se obtiene el resultado reportado
en la literatura (ver Refs. 3-5 y 13). En esta misma situación
y considerando que la colisión sea eĺastica (ε = 1) se llega a
los resultados presentados en Refs. 1, 2 y 14. En los casos
de colisiones inelásticas unidimensionales la transferencia de
enerǵıa es ḿaxima, esto se debe a que elánguloθ que aparece
en (27) es nulo o valeπ. En estas circunstancias el choque
es frontal, de manera que la velocidad relativa de los cuer-
pos antes de la colisión es colineal al versor̂n asociado a la
direccíon del contacto.

En una colisíon ineĺastica o pĺastica el coeficiente de
restitucíon y el vector de colisión son nulos, por consiguien-
te, las velocidades de los cuerpos después del choque son
iguales. De la expresión (23) se establece que la veloci-
dad relativa antes del choque es colineal al versorn̂, lo cual
sugiere que todas las colisiones inelásticas o pĺasticas son
frontales. Aśı, la expresíon (28) da cuenta de las colisiones
cuando0 ≤ ε ≤ 1.

En otro orden de ideas, la expresión paraQ, dada por Fe-
rreira en Ref. 27, difiere de la obtenida en (27) por el término
trigonoḿetrico cos2(θ), la raźon fundamental se debe a que
la regla de colisíon considerada por dicho autor viene dada
por

ε = −|
~U2 − ~U1|
|~V2 − ~V1|

, (51)

la cual difiere de la presentada por nosotros en (6). La ex-
presíon (51) para choques oblicuos pareciera no considerar
colisiones semi - elásticas ya que la energı́a transferida es
siempre ḿaxima; es decir, el parámetroθ es siempre cero
en (27).

La covarianza de las velocidades (14) y (16) está direc-
tamente garantizada de la invarianza de las leyes de conser-
vación del momentum y de la energı́a. En otras palabras, si
el momentum del sistema se conserva en todos los marcos
de referencias entonces la cantidadQ es invariante galileana.
Rećıprocamente, si la cantidadQ es invariante galileana en-
tonces el momentum del sistema se conserva. Este hecho se
evidencia al considerar que

Q = K0 −Kf =
i=2∑

i=1

1
2
mi

[
|~Vi|2 − |~Ui|2

]
(52)

Sustituyendo en (52) las transformaciones de Galileo dadas
en (8) y denominando a la transferencia de energı́a cińetica
en el marco de referenciaK ′ comoQ′, se tiene que

Q = Q′ + ~V ·
[

i=N∑

i=1

mi(~U ′
i − ~V ′

i )

]

= Q′ + ~V ·
[
~P ′final − ~P ′inicial

]
. (53)
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Se observa claramente la invariancia deQ si el momentum
se conserva; recı́procamente, si se verifica queQ = Q′ en-
tonces el t́ermino dentro del corchete debe anularse, debido a
la arbitrariedad de~V , lo cual conduce a la conservación del
momento lineal [15].

La técnica presentada en este trabajo provee una ma-
nera de hacer una medición indirecta del coeficiente de resti-
tución, siempre que se conozca la dispersión de las partı́culas
[ver (34)], sin la necesidad de conocer explı́citamente las ve-
locidades de los cuerpos colisionantes después del choque.

La estrategia de resolución presentada en la Sec. 4 pre-
senta ventajas desde el punto de vista pedagógico, las cuales
se evidencian en el manejo vectorial de las expresiones in-
volucradas en la construcción del vector de colisión a partir
de la Fig. 1, aśı como la posibilidad de estudiar casos par-
ticulares, partiendo de las expresiones obtenidas para el caso
semi-eĺastico. Adeḿas, se le brinda a los estudiante la opor-
tunidad de conocer los significados de convarianza e invarian-
cia ante el grupo de Galileo, también el estudio de colisiones
en cualquier dimensión.

6. Conclusíon

Se ha propuesto una caracterización de la regla de colisión
de Huygens - Newton mediante el vector de colisión ~A(ε),
el cual es explı́citamente invariante y covariante Galileo,
adeḿas de contener la información del proceso de interacción
y de la dispersíon de las partı́culas. En particular, para co-
lisiones ŕıgidas este vector es proporcional a la proyección
de la velocidad relativa sobre la dirección de la interacción
durante el contacto, siendo la constante de proporcionalidad
ε + 1. De hecho, uno de los resultados más significativos de
este trabajo es que todas las colisiones con un coeficiente de
restitucíon dado pueden generarse a partir del vector de co-
lisión para choques elásticos [ver Ec. (28)]. Desde el punto
de vista del ćalculo de velocidades de las partı́culas despúes
de la colisíon, el vector de colisión facilita la obtencíon de
las mismas. Por otra parte, hemos probado que la máxima
transferencia de energı́a viene cuando el parámetroθ en (27)
se anula o valeπ, lo cual se consigue en colisiones frontales
y en aquellas donde la regla de colisión de Huygens-Newton
viene dada por (51).
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anaVol. 1 (Revert́e, Espãna, 1974). pp. 341-346.

2. D. Figueroa,Dinámica, Volumen 2 (Gŕafica Léon, Caracas,
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