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El objetivo del trabajo presentado fue determinar los modelos matemáticos de difraccíon de frecuencia espacial, uno paraxial y el otro no
paraxial. El estudio se realizó considerando el efecto que produce la abertura finita de una lente esférica sobre un haz de luz difractado que
incide en ella, empleando conceptos de laóptica geoḿetrica; y de laóptica f́ısica, como la propagación del espectro angular interpretado
como un campo dedifracción convolutivode ondas monocroḿaticas. El ańalisis se centŕo en la propagación del campo eléctrico de ondas
monocroḿaticas difractadas por un objeto extendido, desde el planox0y0 hasta el plano de incidencia xy de la lente referida; el objeto fue
iluminado con ondas planas, y se situó a una distancia finita de la lente esférica. Como resultados se obtuvieron los modelos matemáticos de
espectros de difracción de frecuencia paraxial y de máxima frecuencia espacial; a partir de dicha formulación se determinaron las expresiones
para las frecuencias espaciales máxima y paraxial, que debe aceptar la pupila de entrada con respecto a las dimensiones que debe poseer el
objeto difractor extendido, para minimizar el efecto de viñeteado.

Descriptores:Lente; espectro angular; difracción; viñeteado; pupila.

We present two diffraction models considering spatial frequencies, one paraxial and the other non-paraxial, to study the effect of the finite
aperture of a lens used as transformer of the diffracted light. We use concepts of both geometrical and physical optics as the propagation
of the angular spectrum as aconvolved diffractedfield of monochromatic waves. The analysis is based on the propagation of a diffracted
monochromatic electric field produced by an object, located in a perpendicular plane to the propagation path, and placed at a finite distance
of a transformer lens. We obtained a set of equations for the paraxial and maximum spatial frequencies accepted by the entrance pupil,
associated to the lens, with respect to the size of the diffracting object, in order to reduced the vignetting.
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1. Introducción

Cuando un objeto difractor extendido se sitúa a una distan-
cia do de una lente esférica convergente, como se ilustra en
la Fig. 1, uno de los principales problemas que surge en la
propagacíon del campo de difracción producido por el objeto
extendido y que incide sobre la lente referida es el efecto de
viñeteado y la captación de una frecuencia espacial máxima
asociada al espectro de difracción [1,2]. Esto se debe tanto
a las dimensiones lineales del objeto extendido, como a las
limitaciones que impone la abertura finita de la pupila aso-
ciada a la lente esférica. Goodman [1] publićo en su libro tres
modelos de difracción con el uso de lentes delgadas para ge-
nerar distribuciones de la transformada de Fourier en ampli-
tud e intensidad. En el primer modelo, propuso que el objeto
debe colocarse a la distanciado de una lente delgada usada
como transformadora, conocido como plano objeto, que se
define de acuerdo como se produce la iluminación del objeto
referido. Mediante la propagación del espectro angular deter-
minó el modelo de difracción de transformada de Fourier de
frecuencias paraxiales e hizo mención del efecto de viñeteado
que se produce, ḿas no presenta un modelo matemático que
confirme las frecuencias espaciales máximas que debe acep-

tar la pupila de salida asociada a la lente delgada, pero esta-
bleció que la funcíon de pupila debe escalarse para obtener
resultados ḿas apropiados. Hecht y Zajac [2] documentaron
que debido a las dimensiones finitas de la lente delgada, la
pupila asociada a ella debe de producir un patrón de difrac-
ción de frecuencia espacial de valor máximo, pero tampoco
proponen la creación de un modelo mateḿatico que permita
determinar dicho valor.

Por su parte Herman [3] en su trabajo sobre el efecto de
viñeteado en la respuesta al impulso por una lente delgada
como sistema lineal, demostró que en general para un proce-
sadoróptico coherente, la integral de convolución siguiente

g (t) =

∞∫

−∞
h (t, u)f (u) du

no puede aplicarse, porque la respuesta al impulso serı́a sen-
sible a la posicíon de entrada; también estableció que lo ḿas
deseable es que la respuesta de entrada deberı́a ser invariante
a la posicíon del impulso, esto implica que el ancho de banda
en el plano de la transformada de Fourier debe ser limitado y
habŕa un equilibrio entre el tamaño de entrada y el ancho de
banda. Por su parte McCutchen [4] demostró que cuando una
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FIGURA 1. Arreglo para producir los campos de difracción usando
una lente convergente o transformadora.fLC : distancia focal de la
lente colimadora;d0: distancia objeto difractor – lente transforma-
dora.

lente produce una imagen de una fuente puntual el patrón
de difraccíon tridimensional resultante es la transformada de
Fourier tridimensional de una generalización de la abertura
de una lente delgada. Otros autores como Gaskill [5], Yu [6]
y Ersoy [7] en sus libros, también hicieron referencia a la
creacíon de modelos de difracción, mediante el uso de lentes
delgadas como transformadoras; más no realizan un análisis
ni proponen modelos matemáticos para analizar el efecto de
viñeteado y la frecuencia espacial máxima.

Kelly et al., [8] en su trabajo sobre efectos de la abertura
finita para sistemas de transformada de Fourier con ilumi-
nacíon coherente, analizaron el efecto de iluminación de un
objeto extendido, situado en el plano de salida y a la distan-
cia do de una lente esférica delgada, con ondas no perfecta-
mente esf́ericas producidas por dicha lente. El análisis lo cen-
tran en la transformada de Fourier escalada. Brainiset al.,[9]
mostraron que la distribución de intensidad era distorsionada
cuando la imagen producida por una lente convergente del-
gada era la de un objeto extendido. Mientras que Keharet
al., [10] propusieron un ańalisis de la influencia del astigma-
tismo y desenfocamiento sobre el efecto de un haz singular,
haciendo uso de la ecuación integral de Fresnel-Kirchhoff y
una lente esf́erica delgada como transformadora.

Como se ve el estudio del fenómeno de difracción y su
propagacíon se ha hecho sólo a trav́es de lentes delgadas. Sin
embargo la información sobre los modelos matemáticos de
difracción, que permitan el estudio del efecto de viñeteado y
la máxima frecuencia que acepta y debe propagar una lente
esf́erica, solo se ha localizado en lo publicado por Herman [3]
en cuyo trabajo no se presenta un análisis como el que se do-
cumenta a trav́es de este artı́culo. Por lo que, el objetivo de
esta publicacíon es reportar dos modelos matemáticos, me-
diante el estudio téorico sobre el efecto de la abertura finita
de una lente esférica convergente, en la evolución del espec-
tro angular interpretado como un campo dedifracción convo-
lutivo de ondas monocroḿaticas. En este trabajo se presentan
resultados respecto a la disminución significativa del efecto
de viñeteado y de la propagación de una ḿaxima frecuencia
espacial.

2. Teoŕıa

Con el fin de producir el modelo matemático de difraccíon,
cuya distribucíon se realiza en el planoxy justo a la entrada
a la lente esf́erica convergente, como se ilustra en la Fig. 1.
El ańalisis se centra en las ondas difractadas por una trans-
parencia rectangular de anchol1 y de altural2, a la que se
le asocia la funcíon de transmitanciat0(x0, y0), situada en el
planox0y0, adeḿas suponemos que dicho objeto se encuen-
tra a la distancia focal frontal de la lente esférica, es decir,
cumple la condicíon d0 = fdff y es iluminado con ondas
planas monocroḿaticas de amplitud constanteE0. La distri-
bución del campo difractado por el objeto será E1(x0, y0) y
es definido mediante la siguiente expresión,

E1 (x0, y0) = E0t0 (x0, y0) . (1)

El campo propagado del planox0y0 hasta el planoxy,
que incide sobre la lente, posee la distribución de amplitud
compleja siguiente [1]:

Ed0 (x, y) =
eikd0

iλd0
E1 (x0, y0)⊗ e

ik
2d0

(x2+y2), (2)

donde el śımbolo⊗ significa convolucíon y puede ser escri-
ta como una doble integral [5,11], por lo que la Ec. (2) se
transforma en

Ed0 (x, y) =
eikd0

iλd0
e

ik
2d0

(x2+y2)
∞∫

−∞

∞∫

−∞
E1 (x0, y0)

× e
ik
2d0

(x2
0+y2

0)e−i2π
(

x
λd0

x0+
y

λd0
y0

)
dx0dy0. (3)

Una mejor interpretación del campo difractado dado por
la Ec. (3), se obtiene al definir las frecuencias espaciales pa-
raxiales en la forma siguiente:

u1 =
x

λd0
; v1 =

y

λd0
. (4)

De manera que al sustituir la Ec. (4) y la Ec. (1) en la
Ec. (3) se obtiene,

Gl (u1, v1) =
E0e

ik(d0)

iλd0
e

ikλd0
2 (u2

1+v2
1)

×=
{

t0 (x0, y0) e
ik
2d0

(x2
0+y2

0)
}

u1= x
λd0

v1= y
λd0

. (5)

La Ec. (5) se interpreta como el espectro de difracción de
frecuencias espaciales paraxiales (u1, v1) o la transformada
de Fourier del producto de dos funciones, de las ondas pro-
pagadas una distanciad0 desde el plano objetox0, y0 hasta
el planox, y justo a la entrada de la lente; adicionalmente
est́a desfasado enπ/2, informacíon que se obtiene del factor
i−1. Mientras que el factorexp{i(kλd0/2)(u2

1 + v2
1)} deter-

mina la fase del espectro que se distribuye en una esfera más
no en el planou1, v1.
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FIGURA 2. Geometŕıa para determinar las frecuenciasu1 y v1 espaciales paraxiales, (a) en el eje X y (b) en el eje Y.

Como ya se comentó, tanto Goodman [1], Hecht y Za-
jac [2] y Herman [3] argumentaron que el viñeteado y la
aceptacíon de una ḿaxima frecuencia espacial es el efecto
que produce la limitación de la sección eficaz impuesta por
la abertura finita de una lente esférica. Esto lleva a realizar
un ańalisis de la relacíon que existe entre la frecuencia es-
pacial ḿaxima, el anchol1, el largo l2 del objeto difractor
y el radioa de la pupila asociada a la lente esférica conver-
gente. Para investigar esta relación, las frecuencias espaciales
u1 y v1 de las Ecs. 4, se redefinirán de la manera siguiente.
Considerando los triángulos AOQ y AOE de las Fig. 2a y 2b,
respectivamente, se obtienen las fórmulas

u1 =
θ1

λ
y v1 =

θ2

λ
; (6)

cuyas unidades son lin/mm. Pero además si los paŕametros
x1, y1, l1 y l2 son de pequẽna magnitud con respecto a la dis-
tanciad0 del objeto a la lente, entonces

tan θ1 ≈ θ1 =
x

d0
=

x1 + l1/2
d0

; y

tan θ2 ≈ θ2 =
y

d0
=

y1 + l2/2
d0

. (7)

Ahora, si definimos las frecuencias espaciales máximas o
no paraxiales, en términos de los cosenos directores [1], esto
es:
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FIGURA 3. Geometŕıa para determinar las frecuencias espaciales máximasumax y vmax, (a) en el eje X y (b) en el eje Y.

umax =
cos θx0

λ
y vmax =

cos θy0

λ
, (8)

dondeθx0 y θy0 en las Ecs. (8) son lośangulos que forman
los rayos provenientes del objeto e inciden en el lı́mite de
la pupila, respecto a cada uno de los ejes coordenados x0,
y0, respectivamente. Lośangulos mencionados, sin embar-
go, se pueden relacionar con losángulosϕ y σ a trav́es de
una identidad trigonoḿetrica; por lo tanto, de las Figs. 3a y
3b considerando los triángulos AOR y AOF, respectivamen-
te, las frecuencias espaciales máximas dadas por las Ecs. (8)
pueden ser escritas como:

umax =
cos

(
π
2 − ϕ

)

λ
=

sen ϕ

λ

=
x + x2

λ
√

(x + x2)
2 + d2

0

=
a

λ
√

a2 + d2
0

; (9)

vmax =
cos

(
π
2 − σ

)

λ
=

sen σ

λ

=
y + y2

λ
√

(y + y2)
2 + d2

0

=
a

λ
√

a2 + d2
0

. (10)

En las Ec. (9) y Ec. (10) se supone que losángulosϕ y σ
no son pequẽnos, esto implica que las frecuencias espaciales
máximasumax y vmax son no paraxiales.
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3. Resultados

Como ya se documentó en la introduccíon, en el libro de
Goodman [1] se menciona el efecto de viñeteo, sin una de-
mostracíon cuantitativa de las relaciones entre la abertura di-
fractora, la pupila y la lente. En tanto que lo realizado por
Herman [3], no presentó un ańalisis como el que se docu-
menta a continuación en este artı́culo, sobre los efectos de
viñeteo. Por lo que, en los siguientes incisos se hace un análi-
sis cuantitativo, del problema del viñeteo y de las frecuencias
espaciales paraxiales y máximas permitidas en la lente.

3.1. Frecuencias paraxiales

Un resultado de este trabajo radica en poder calcular las
frecuencias espaciales paraxiales,u1 y v1 definidas por la
Ecs. (4), empleando las Ecs. (6) y (7), de la forma siguien-
te

u1 =
l1/2
λd0

+
x1

λd0
= u2 + u3;

v1 =
l2/2
λd0

+
y1

λd0
= v2 + v3, (11)

donde los paŕametrosx1, y1, l1 y l2, son de magnitud pequeña
respecto de la distanciad0 del objeto a la lente, lo cual im-
plica que las frecuenciasu1, u2, u3, v1, v2, v3 son necesaria-
mente de pequeña magnitud. Luego, las frecuencias espacia-
les

u2 =
l1/2
λd0

y v2 =
l2/2
λd0

, (12)

se determinan usando los triángulos AOP y AOE de las
Figs. 2a y 2b. Mientras que para determinar las frecuencias
espaciales

u3 =
x1

λd0
=

α

λ
y v3 =

y1

λd0
=

β

λ
, (13)

surge la necesidad de ponerlas en función de lośangulosα y
β definidos en los tríangulos BPQ y CDE de las Figs. 2a y 2b
respectivamente. Como ejemplo numérico, si consideramos
al objeto difractor con ladosl1=2 mm y l2=1 mm, la distan-
cia al objeto cumple qued0 = fdff =250 mm. Considerando
un láser de Helio-Néon (λ=632 nm), al sustituir estos valores
en las Ecs. (12) se obtienen los valores de las frecuencias es-
paciales:u2=6.3 lin/mm yv2=3.2 lin/mm. Mientras que las
magnitudes de las frecuencias espacialesu3=α/λ y v3=β/λ
fueron determinadas, proponiendo que elángulo que las de-
finen cumpla la condición de serα ≤4

◦
y β ≤4

◦
; se obtiene

queu3 =110.62 lin/mm yv3 =110.62 lin/mm. Luego, la su-
ma de las frecuencias espacialesu2, v2, u3, v3 de acuerdo con
las Ecs. (11) permiten determinar el valor numérico de las fre-
cuencias espaciales paraxiales, es deciru1 =116.92 lin/mm
y v1 =113.82 lin/mm.

3.2. Espectro no paraxial

Despejandox, y de las Ecs. (9) y (10), de acuerdo con las
frecuencias ḿaximas definidas por estas mismas ecuaciones,
permiten reescribir el segundo y cuarto factor exponencial de
la Ec. (3) propiciando que el campo de difracción se interpre-
te en la forma siguiente:

Ed0,max(x, y) =
E0e

ik(d0)

iλd0
e

ik
2

(
[λumaxd0−x2

√
1−(λumax)2]2

1−(λumax)2
+

[λvmaxd0−y2
√

1−(λvmax)2]2
1−(λvmax)2

)(
1

d0

)

•
∞∫

−∞

∞∫

−∞
t0 (x0, y0) e

ik
2d0

(x2
0+y2

0)e
−i2π

(
x+x2

λ
√

(x+x2)2+d2
0

x0+
y+y2

λ
√

(y+y2)2+d2
0

y0

)

dx0dy0. (14)

Puesto que de la forma funcional de la Ec. (14) no es evidente la interpretación del campo eléctrico asociado a las ondas
difractadas y propagadas, se recurre a definir la Ec. (14) como el espectro de difracción, con solo sustituir en ella las frecuencias
máximas espacialesumax y vmax dadas por la Ec. (9) y la Ec. (10) obteniéndose la siguiente expresión,

Gl (u1, v1) =
E0e

ik(d0)

iλd0
e

ik
2

(
[λumaxd0−x2

√
1−(λumax)2]2

1−(λumax)2
+

[λvmaxd0−y2
√

1−(λvmax)2]2
1−(λvmax)2

)(
1

d0

)

• =
{

t0 (x0, y0) e
ik
2d0

(x2
0+y2

0)
}

umax, vmax
. (15)

De acuerdo al teorema de la transformada de un producto de funciones, la Ec. (15) es la convolución de las transformadas
de Fourier de la función de transmitanciat0(x0, y0) asociada al objeto difractor con la funciónexp{i(kλd0/2)(u2

0+v2
0)} [4,10],

es decir,
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Gmax(umax, vmax) =
E0e

ik(d0)

iλd0
e

ik
2

(
[λumaxd0−x2

√
1−(λumax)2]2

1−(λumax)2
+

[λvmaxd0−y2
√

1−(λvmax)2]2
1−(λvmax)2

)(
1

d0

)

•
[
={t0 (x0, y0)} ⊗ =

{
e

ik
2d0

(x2
0+y2

0)
}]

umax,vmax

. (16)

La Ec. (16) permite establecer que el espectro de difrac-
ción incidente en la lente convergente es una función de las
frecuencias espaciales máximasumax, vmax no paraxiales. Es
la convolucíon de las transformadas de Fourier de la función
de transmitanciat0(x0, y0) asociada al objeto difractor, con
la exponencialexp{i (k/2d0)(u2

0 + v2
0)}. El espectro se ha

propagado desde el objeto a una distanciad0 y est́a des-
fasado enπ/2, informacíon que se obtiene de los factores
exp{i (kd0)} e i−1, respectivamente. Del segundo factor ex-
ponencial se deduce que la fase del espectro se distribuye en
una curva cuya forma funcional no es de fácil interpretacíon,
más no se distribuye en el planoumaxvmax.

Se debe de haceŕenfasis que el espectro de difracción
dado por la Ec. (16) existe, siempre que el diámetro de la
pupila asociada a la lente sea de mayor tamaño al1 y l2 del
objeto difractor; es decir2a > l1 y 2a > l2. Para esto, bas-
ta recordar que el radioa de la pupila satisface la igualdad
siguientea = x + x2 = x1 + l1/2 + x2 y por simetŕıa
se ve quea = y + y2 = y1 + l2/2 + y2, lo que confirma
nuestra aseveración. Bajo esta condición la lente convergen-
te aceptaŕa y propagaŕa las ondas difractadas con frecuencias
espaciales ḿaximasumax y vmax respectivamente, y solo par-
te de la informacíon proveniente de los puntos de la periferia
del objeto incide en la lente, con esto se asevera la reducción
del efecto de vĩneteado. Respecto a las frecuencias máximas
Hecht y Zajac [2], en la ṕagina 496, solo hacen mención de
ellas sin demostración alguna respecto a la relación entre el
diámetro de la pupila2a y l1, l2, como aqúı se ha demostra-
do; en tanto que, Goodman [1] en las páginas 106-107 so-
lo menciońo aspectos cualitativos respecto a la propagación
del espectro angular de frecuencias paraxiales a través de una
lente delgada, ḿas no hace alusión al espectro de frecuen-
cias ḿaximas y tampoco hace referencia al efecto de viñeteo
anaĺıticamente.

3.3. Frecuencias espaciales ḿaximas

Otro resultado, se obtiene de la Ec. (9) y de la Ec. (10), de
donde se puede determinar que las frecuencias máximas umax

y vmax poseen la misma magnitud, como consecuencia del ra-
dio a de la pupila y la simetrı́a de lente esférica convergente,
para confirmar esta aseveración, basta considerar las siguien-
tes igualdades.

umax =
a

λ
√

a2 + d2
0

; vmax =
a

λ
√

a2 + d2
0

. (17)

El cálculo nuḿerico de las frecuencias máximasumax y
vmax, respectivamente, se determinan al considerar una lente
con radio de pupilaa =25 mm que posee una distancia focal

que cumple la condición de ser igual a la distancia al objeto
de la lente referida, esto esfdff = d0 =250 mm. Si conside-
ramos un ĺaser de Helio-Néon (λ=632 nm), al sustituir estos
valores en la Ecs. (17) se obtienen queumax =157.5 lin/mm
y vmax =157.5 lin/mm.

3.4. Relacíon entre la frecuencia angular ḿaxima y pa-
raxial

Un resultado ḿas se puede derivar considerando que el
diámetroL de la lente convergente también sea ḿas gran-
de en magnitud a las dimensionesl1 y l2 del objeto difrac-
tor. Con esta condición, es posible aseverar que el efecto de
viñeteado se puede reducir de forma más significativa. Pa-
ra corroborar esta afirmación, las Ecs. 9 y 10 las escribimos
ahora como

umax =
x

λ
√

(x + x2)
2 + d2

0

+
x2

λ
√

(x + x2)
2 + d2

0

, (18)

vmax =
y

λ
√

(y + y2)
2 + d2

0

+
y2

λ
√

(y + y2)
2 + d2

0

. (19)

Si suponemos que(x + x2) ¿ d0 y (y + y2) ¿ d0,
las Ecs. (18) y (19), pueden ser escritas de acuerdo con las
Ecs. (4), (6) y (7) en la forma siguiente,

umax = u1 +
x2

λd0
, (20)

vmax = v1 +
y2

λd0
. (21)

Es decir, las Ecs. (20) y (21) proporcionan un resultado de
gran importancia, ya que permiten establecer que las frecuen-
cias espaciales ḿaximasumax y vmax, est́an compuestas por
las frecuencias espaciales paraxialesu1 y v1, más las frecuen-
cias espaciales no paraxiales, que dependen de los parámetros
x2, y2, λ, y d0 antes descritos. Adeḿas, los ĺımites cuando
x2→0 y de igual manera cuandoy2→0, se obtienen las fre-
cuencias espaciales paraxialesu1 y v1, como era de esperar-
se.

3.5. Cálculo alternativo de las frecuencias espaciales
máximas

Un resultado ḿas general y alternativo consiste en incluir co-
mo paŕametro la pupila de entrada de la lente y determinar
las frecuencias espaciales máximasumax y vmax. Este ańalisis
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FIGURA 4. Geometŕıa para determinar las frecuencias espaciales máximasumax y vmax en forma alterna, (a) en el eje X y (b) en el eje Y.

se basa en la forma de cómo se difracta “angularmente el
espectro dentro y en los lı́mites del objeto difractor.” Para
esto, se considera la simetrı́a que posee la lente y que las fre-
cuencias paraxiales en los triángulos AOM y LMN de la Fig.
4a son conocidas; ası́ como las contenidas en los triángulos
AOH y GHI ver Fig. 4b. De acuerdo a los parámetros de los
triángulos LMÑ y GHJ de las mismas figuras, se determina
que las ecuaciones para las frecuencias máximas son,

umax =
l1/2
λd0

+
cos

(
π
2 − γ

)

λ

=
l1/2
λd0

+
x1 + x2

λ
√

(x1 + x2)
2 + d2

0

; (22)

vmax =
l2/2
λd0

+
cos

(
π
2 − χ

)

λ

=
l2/2
λd0

+
y1 + y2

λ
√

(y1 + y2)
2 + d2

0

. (23)

De las Ecs. (22) y (23) se tiene que

θx01 =
(π

2
− γ

)
y θy01 =

(π

2
− χ

)
;

de acuerdo a las Figs. 4a y 4b, son losángulos que forman
los rayos con los ejes de coordenadasx0, y0.

4. Conclusiones

De los resultados mostrados y de su análisis en este trabajo,
se pueden obtener las siguientes conclusiones sobre el nuevo
método de ańalisis de propagación del espectro angular:

1) La caracteŕıstica principal de la metodologı́a emplea-
da, radica en que es fácil de utilizar, adeḿas de pro-
porcionar dos ḿetodos para la propagación del espec-
tro angular que incide sobre la lente esférica: bien sea
con frecuencia espacial paraxial o frecuencia espacial
máxima.
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2) La metodoloǵıa en el ańalisis de la propagación del es-
pectro angular, presentada en este artı́culo puede ser
empleada en otros modelos de difracción, por ejemplo
en un sistemáoptico coherente 4f, como el descrito en
el caṕıtulo 14 del libro de Hecht y Zajac [2].

Agradecimientos

Uno de los autores (EAZ) agradece al PROMEP y a la UJAT,
el apoyo otorgado a través de la Beca para estudios de Docto-

rado (Folio UJAT-2008). Agradecemos al Dr. Carlos G. Tre-
viño Palacios su apoyo y valiosos comentarios al contenido
de este trabajo. De la misma forma, reconocemos las ano-
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