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En este trabajo se presenta un estimador de parámetros recursivo con base al modelo matricial de deconvolución como proceso de filtrado,
con el cual es posible conocer la dinámica interna del modelo tipo caja negra con respuesta lineal, y con evolución invariante en el tiempo.
La extensíon del proceso de convolución a un periodo de tiempo conformado por un grupo de intervalos en los cuales el sistema no cambia
de contexto, permite hacer una aproximación al producto matricial con base en el cual el sistema real, dadas sus entradas y salidas dentro
de ese periodo de tiempo, será visto como un sistema multivariable al no cambiar de contexto y al mantener sus condiciones de invarianza,
de manera que es necesario el uso de la pseudoinversa en la estimación, ya que se observan problemas de inversión y de singularidad en su
desarrollo. De igual forma, las medidas de dispersión respecto a una referencia, considerando la traza tanto de la matriz de referencia como
de su estimada, permiten describir al error cuadrático medio, decibeles y Bode, todos desarrollados de manera recursiva, estableciendo un
enlace con sus estados inmediatos anteriores para el consumo de la menor cantidad de recursos computacionales. Se realiza una descripción
de las condiciones de estabilidad a cubrir por el estimador tomado en cuenta los criterios de Lyapunov. De manera ilustrativa, se presentó una
simulacíon utilizando MatLabR© [7], en la que las formas extendidas dentro de un intervalo de tiempo son vistas como matrices no cuadradas,
permaneciendo el sistema invariante respecto a un vector de entrada, y se tiene como resultado un proceso de estimación recursivo. Se
concluýo que en el proceso de deconvolución, la estimacíon extendida es una herramienta para sistemas no cuadrados con evolución invariante
en el tiempo.

Descriptores:Deconvolucíon; pseudoinversa de un matriz; funcional del error; diagrama recursivo de Bode; estabilidad de Lyapunov.

This work presents a parameter estimator in recursive form based in deconvolution matrix model as a discrete filter process, in which is
possible to know the internal convolution dynamics respect to black box with time invariant lineal answer. Extending the convolution process
to a period conformed by a group of intervals where the system doesn’t change, allows the approximation to matrix description in base to the
real system, giving their inputs and outputs in the same period, generating a multivariable description, without change the context holding
its invariance conditions, needs the pseudoinverse estimation, because observe in it singularities and inversion problems. In the same way
the dispersion measures respect to the reference, considering the trace as the reference matrix as its estimated, described by the mean square
error, Decibels and Bode, all of its developed in recursive form, allowing to link between its immediate past states to consume the minimal
computational resources. The stability conditions evolved required estimator, considered in this case the Lyapunov Criteria. In illustrative
sense, develop us the simulation in where the extended matrixes are non square form and bounded temporally into time interval, considering
time invariant conditions respect to bounded input, having a recursive estimator as a final result. In this work concluded considering that the
deconvolution as an estimator is a tool required for non square systems invariant in the time.

Keywords: Deconvolution; inverse matrix; pseudoinverse; functional error; recursively; Lyapunov stability.
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1. Introducción

La convolucíonC(T ) es el resultado del producto interno en-
tre un modelo tipo caja negra retardadoG(t − x) y la sẽnal
de excitacíonF (T ) como se observa en la Fig. 1.

En el modelo tipo caja negra no se conoce la dinámica
interna del sistema, que en función de la Fig. 1, es descrita

FIGURA 1. Diagrama de bloques del sistema visto como un modelo
tipo caja negra.

porG(t−x). Entonces es necesario preguntarse cómo evolu-
cionaG(t − x) al ser conocidas la señal de excitacíon F (T )
y la sẽnal de respuestaC(T ).

Para conocer ćomo evolucionaG(t − x) se requiere de
la operacíon inversa, la deconvolución. La idea de la decon-
volución ha sido utilizada en diferentesáreas del quehacer
humano con el objetivo de describir qué es lo que ocurre con
alguna de las dos señales que conforman al sistema con la
menor cantidad de pérdidas de información posible. La de-
convolucíon es analizada por diferentes métodos, tales como
los vistos en las Refs. 1 a 4, 8, 9 a 11, 14, 23 y 24 por ejemplo:
deconvolucíon en ĺınea, homoḿorfica, iterativa, basada en un
método de estimación de sistemas, etc. Todos esos métodos
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buscan minimizar el error generado respecto a la señal origi-
nal y su identificada y ası́ minimizaréste en funcíon a la sẽnal
original.

La deconvolucíon como concepto ha sido usada para la
restauracíon de informacíon degradada por cualquier proceso
fı́sico [11]. Se han utilizado diversas técnicas en la b́usqueda
deG(t − x) para evitar la degradación de la sẽnal a estimar,
por ejemplo, los algoritmos iterativos como el de estimación
de ḿaxima verosimilitud en microscopia, que es referente
al filtrado en el proceso de reconstrucción de iḿagenes [2];
la deconvolucíon ciega en astronoḿıa, que sucesivamente va
mejorando una estimación inicial del objeto real hasta alcan-
zar cierto criterio de calidad preestablecido respecto al mo-
delo de referencia; en el análisis de medidas sı́smicas por el
método de divisíon espectral [3]; o mediante la transforma-
ción discreta de paquetes de ondeletas [2]. Especı́ficamente
Snieder [23] propuso una técnica para obtener la respues-
ta śısmica de un edificio basada en la deconvolución de los
movimientos registrados en los diferentes niveles de la cons-
trucción, observando la respuesta estructural respecto a las
vibraciones del suelo.

El uso de transformaciones lineales ha ocasionado que
dé como resultado una divergencia respecto a la información
esperada [14]. ¿Qué es lo que sucede? Básicamente se dirı́a
que hay ṕerdida de información durante la transformación
directa (convolucíon) e inversa (deconvolución), y que esa
pérdida es sumada a las pérdidas ya existentes en la propia
informacíon al viajar de un dispositivo a otro, o al cambiar de
medio [20].

La deconvolucíon vista como un proceso de filtrado cuen-
ta con dośareas b́asicas: estimación de paŕametros e identifi-
cacíon de estados [9,14].

Se ha enfocado este trabajo a la estimación de paŕame-
tros, al sentar las bases que permitan dar sustento a la recons-
trucción de sẽnales, como por ejemplo se pueden citar a las
Refs. 4 y 14.

Para lograr esta etapa de filtrado (la deconvolución), es
necesario considerar sus propiedades matriciales estableci-
das entre los vectoresF (T ) y C(T ), que permiten llegar a
la sẽnal deseadâG(t− x) de acuerdo con un criterio previa-
mente establecido. Lo que permite contar con la menor pérdi-
da de informacíon, observando a la deconvolución como una
matriz de paŕametros y no tan solo con una secuencia, como
puede verse en Refs. 10, 12 y 20.

De forma que el estimador propuesto presenta un mayor
nivel de convergencia con respecto a los resultados descritos
en Refs. 4 y 6, al usar el ḿetodo del rotacional [15] lo que
permitió observar que el estimador esóptimo.

El trabajo est́a organizado en tres secciones. En la pri-
mera seccíon se describen a la convolución y deconvolucíon
que sirven de base en el desarrollo del estimador recursivo
de paŕametros; en donde se presentan tres modelos recur-
sivos para conocer el nivel de convergencia del estimador:
error cuadŕatico medio, error en decibeles y diagramas de Bo-
de [20] y se comprueba la estabilidad del estimador conside-
rando los criterios de Lyapunov de acuerdo con las Refs. 5, 7

y 19. En laúltima seccíon se presenta la simulación del es-
timador, y las gŕaficas que ilustran su nivel de convergencia.
Posterior a las conclusiones se presenta el anexo que contiene
las pruebas de los teoremas desarrollados en la Sec. 2.

2. Descripcíon del filtro estimador recursivo
usando el concepto de convolución de ma-
nera extendida y en diferencias finitas

En esta sección se propone la descripción matricial de la con-
volución. A trav́es del producto punto extendido a un periodo
de tiempoT conformado por un grupo de intervalos en los
cuales el sistema se mantiene invariante.
Teorema 1 (convolucíon en diferencias finitas).La convo-
lución en diferencias finitas dentro de un conjunto de inter-
valos de tiempo con ḿetricas contenidas enT , est́a dada de
forma matricial:

C(T )m×1 = G(T )m×nF (T )n×1, (1)

C ∈ R[m×1] es el vector de respuesta, resultado del producto
matricial entre la matriz ampliadaG ∈ R[m×n] (compuesta
por filas de vectores desplazados de acuerdo al intervalo de
tiempo correspondiente) y el vector fijoF ∈ R[n×1], que re-
presenta a la ventana de excitación para todos los intervalos
de tiempo con ḿetricas contenidas en la métrica del intervalo
de tiempo extendidoT.

Prueba 1 (v́eanse anexos)

El problema a resolver como filtro una vez dado un modelo
de tipo caja negra es describir la dinámica interna del siste-
ma expresado en (1); es decir, es necesario preguntarse cómo
evolucionaGm×n al ser conocidas, tanto la excitación Fn×1

como la respuestaCm×1, tal y como se ve en el diagrama a
bloques de la Fig. 2.

El proceso de estimación, dado el modelo tipo caja negra
de acuerdo a la Fig. 2, ayuda a conocer la dinámica interna
del sistema de referenciaGm×n. Para ello es necesario sa-
ber qúe es lo que entra y sale de la caja con sus retardos,
necesitando para ello usar el proceso de deconvolución. De
esta forma, la innovación es descrita por la diferencia exis-
tente entre la sẽnal de respuestaCm×1 respecto a la señal
identificadaĈm×1, teniendo aśı a dos sistemas en operación
paralela, como se ve en la Fig. 3.

Para describir aGm×n, que corresponde con el diagra-
ma de bloques a la expresión (1) y por medio de su estimado
Ĝm×n, se requiere considerar el proceso de innovación de la
función convolucionada, y al usar el rotacional del funcional

FIGURA 2. Diagrama de bloques del sistema visto como un modelo
tipo caja negra.
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FIGURA 3. Diagrama de bloques del sistema visto como un mo-
delo tipo caja negra y la de su identificador respecto a la dinámica
interna.

del error, encontrar el valoŕoptimo para el sistema identifica-
do Ĉm×1.

Como se puede ver en el siguiente resultado, es necesario
el uso de la pseudoinversa del vector de entradasF ∈ R[n×1],
evitando que el proceso de estimación contenga una condi-
ción de singularidad.

Teorema 2 (estimador por deconvolucíon en diferen-
cias finitas). Consid́erese al sistema extendido de la expre-
sión (1) dentro de la ḿetrica del intervalo de tiempoT , su
respuesta identificada en relación con la Fig. 3, eśoptima y
tiene la forma

Ĉm×1 = Ĝm×nFn×1. (2)

Al ser su estimadorGm×n una funcíon respecto a la señal
de excitacíonFn×1 y a la de salidaCm×1:

ĜT
n×m = (Fn×1F

T
1×n)+Fn×1C1×m. (3)

En donde el operador+ en el exponente indica que se ha
realizado la pseudoinversa de acuerdo con Refs. 13 y 18.

Prueba 2 (v́eanse anexos)

Teorema 3 (estimador recursivo).El estimador (3), expre-
sado de manera recursiva para condiciones estacionarias en
dos intervalos adyacentes con métricas descritas comoT y
T − 1, es:

ĜT
n×m,T = Psn×1,T CT

1×m,T + ĜT
n×m,T−1. (4)

Prueba 3 (v́eanse anexos)

A continuacíon se presentan tres modelos recursivos para co-
nocer el nivel de convergencia del estimador.
Teorema 4 (error cuadrático medio). El valor medio del
error expresado de manera recursiva (RMSE de sus siglas
en ingĺes: Recursive Mean Square Error) se encuentra en
el funcional descrito por el segundo momento de probabi-
lidad de la diferencia de la traza de la señal original ampliada
(hi := traza(Gm×n)i) dentro del grupo de intervalos con
métricasti ↑ T , i = 1, n n ∈ Z+ respecto a la traza estima-
da (̂hi := traza(Ĝm×n)i), diferencia descrita con base en el
error de estimación, definida comoIi := hi − ĥi:

RMSEn =
1
n

[I2
n + (n− 1)RMSEn−1]. (5)

Prueba 4 (v́eanse anexos)

Teorema 5 (error expresado en decibeles).En relacíon con
el Teorema 4, de acuerdo con el error de estimación definido
para el presente caso en función de la traza, tanto de la señal
de referencia como de su estimadaei := hi/ĥi. Es descrito
en decibeles de forma recursiva:

Dn = 10log10

((
n− 1
2n

)
e2
n

)
+ Dn−1. (6)

Prueba 5 (v́eanse anexos)

Teorema 6 (error expresado en Bode).La descripcíon re-
cursiva de Bode de acuerdo con el Teorema 5, y a Ref. 20, se
tiene:

Bn = 5log10

((
n− 1
2n

)
e2
n

)
+ Bn−1. (7)

Prueba 6(v́eanse anexos)

La respuesta del sistema es estable, considerando que al ser
un sistema discreto expresado en diferencias finitas de mane-
ra global de acuerdo con (2), existe una descripción de Lyapu-
nov que cubre la trayectoria del sistema dentro de una región,
condicíon que cubre el estimador, convergiendo a la matriz de
paŕametros.
Teorema 7 (estabilidad robusta). Consid́erese el sistema
descrito en (1) como un sistema afı́n, teniendo la siguiente
estructura:

F (T )n×1 = G̃(T )n×nF (T − ε)n×1. (8)

Con

G̃(T )n×n := I − Ḡ(T − ε)n×nε

es estable si cumple en el sentido de Lyapunov con (9)

MT
n×n(T ) ¯̄Pn×n(T ) + ¯̄Pn×n(T )Mn×n(T ) ≤ 0 (9)

Prueba 7(v́eanse anexos)

3. Simulacíon

En esta sección se considera, al contar tan sólo con la infor-
macíon del emisor y del receptor, que el estimador realice
su trabajo de conocer la dinámica interna del modelo tipo
caja negra. A continuación se presentan las simulaciones en
MatLabR© ver. 7, del filtro con una señal original descrita co-
mo F (x) = 0.006cos(x) + 0.02randn, y la salida descrita
comoC(y, x) = 0.03cos(y − x) + 0.02randn.

El problema es encontrar la secuencia de vectores ren-
glón que conforman a la matrizG(y, x), considerando a la
sẽnal fijaF (x) para un rango de 9 vectores cada uno de ellos
formado por un vector de 100 elementos. Se tiene de manera
secuencial su descripción en la Fig. 4:

Rev. Mex. F́ıs. 56 (1) (2010) 54–60
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FIGURA 4. Sẽnal original fijaF para un intervalo de tiempo de 100
iteraciones evolucionando 9 veces.

FIGURA 5. Sẽnal de salidaCm×1 vista a trav́es de las 900 iteracio-
nes.

FIGURA 6. Sẽnal estimadâG de acuerdo con (4), escribiendo a sus
900 elementos de forma secuencial respecto deG.

La respuesta de salida del sistema descrito en (1), dada su
condicíon interna, fue simulada y se presenta en la Fig. 5.

De acuerdo con la Fig. 3, dada la excitación y la respuesta
del sistema (1), ası́ como la matriz extendida formada por los
9 vectores fila, se presenta de manera ilustrativa como una

FIGURA 7. Funcional del error descrito comoRMSE de acuerdo
con (5) y a las trazas de las matrices extendidasG y Ĝ.

FIGURA 8. Error de estimación en decibeles (D) de acuerdo
con (6) para las 900 iteraciones.

secuencia de 900 iteraciones. La estimación de acuerdo con
la expresíon (4) se presenta en la Fig. 6.

Con el funcional del error descrito en (5), obtenido de ma-
nera recursiva a través de las trazas de las matrices extendidas
G y Ĝ fue posible observar el nivel de convergencia como lo
muestra el resultado en la Fig. 7.

Se presenta el error de estimación en decibeles entre la
sẽnal original y su estimada de acuerdo con (6), observando
en la Fig. 8, que hay un decaimiento que permite decir que el
estimador converge a la información de la sẽnal de referencia.

Haciendo variar la amplitud de los ruidos tanto de la
sẽnal de entrada como de salida de acuerdo con las si-
guientes reglas:F (x)s = 0.006cos(x) + 0.02(s/s − 1),
C(y, x)s = 0.03cos(y − x) + 0.02(s/s− 1), cons = 1, 10,
que representa el hacer que el sistema evolucione en este caso
9000 veces, pero que en cada 900 iteraciones se reinicia y se
incrementes en una unidad hasta llegar a nueve. El resultado
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FIGURA 9. Funcional del error descrito como RMSE de acuerdo
con (5) y a la variacíon de los ruidos tanto enC como enF .

son 10 gŕaficas de funcionales de error que, al sobreponerlas,
son ilustradas en la Fig. 9.

La simulacíon es una forma de ver de manera ilustrati-
va los resultados anteriormente desarrollados desde (2) has-
ta (7), de forma que el estimador recursivo que se encuentra
en funcíon de dos estados de tiempo adyacentes (su presente
y su pasado inmediato), logra describir de una manera apro-
ximada el comportamiento interno del sistema convoluciona-
do dentro de un intervalo de tiempo. La secuencia de matri-
ces en la convolución permitío construir un sistema extendido
formado por vectores fila, que al momento de realizar la si-
mulacíon, permite establecerlos como una secuencia dentro
de un proceso, como se puede observar en las Figs. 4, 5 y 6.

4. Conclusíon

En este trabajo se presentó un modelo matricial que permi-
tió observar a la convolución dentro de un intervalo de tiem-
po T como un producto de matrices, una de ellas extendida
respecto del vector fijo al que se le dio el nombre de vector de
excitacíon o de entrada, observando que en todo este proceso
no se perdiera el orden.

Se consideŕo el modelo tipo caja negra de acuerdo con la
Fig. 3, para realizar la deconvolución y estimar a la matriẑG
de una manera recursiva.

El funcional del error de estimación se describió a trav́es
de las trazas tanto de la matriz extendida de referencia como
de su estimado para todos los intervalos de tiempo descritos
enT .

En la simulacíon se propusieron dos funciones periódi-
cas con la adición de perturbaciones que afectaron tanto la
entrada como la salida del modelo tipo caja negra.

Dentro de lo que fue el error de estimación, en la simula-
ción se observ́o un nivel de convergencia del orden de 10−25

unidades.

En relacíon con la estabilidad, esta es robusta, requirien-
do que el modelo considerado tuviera una forma cuadráti-
ca de Lyapunov como la expresada en la demostración del
teorema 7. Este tipo de descripción es v́alida para sistemas
discretos a trozos, y se cumple la condición de semidefinida
negativa.

Como trabajo futuro, queda el desarrollar el identificador
por un proceso de deconvolución en diferencias finitas.

ANEXOS

Prueba 1.La convolucíon de forma aproximada por diferen-
cias finitas con ḿetricas de los intervalos de tiempoti ∈ T , y
conCi := (C(ti), ∀i = 1,m, m ∈ Z+ es descrita como

C(ti) =
n∑

j=1

G(ti − xj)F (xj). (10)

Desarrollando la sumatoria de (10) con elı́ndicei fijo se
tiene

G(ti − x1)F (x1) + G(ti − x2)F (x2)

+ . . . + G(ti − xn)F (xn). (11)

Vectorialmente (11) para∀i = 1,m,, m ∈ Z+ es

Ci=




G(ti − x1)
G(ti − x2)

...
G(ti − xn)




T

1×n




F (xj=1)
F (xj=2)

...
F (xj=n)




n×1

. (12)

Sabiendo que el vector extendidoF (xj=1,n) es fijo pa-
ra todos los intervalos de tiempo con métricas contenidas en
la métrica del intervalo de evolución del sistemaT , la se-
cuencia del vector de salida que abarca todos los intervalos
contenidos en el intervalo de evolución T conCi|mi=1 queda
expresada de acuerdo con (13):

Cm×1=




G(t1 − x1) . . . G(t1 − xn)
...

...
...

G(tm − x2) . . . G(tm − xn)







F (x1)
...

F (xn)


 (13)

Y que simb́olicamente se tiene

C(T )m×1 = G(T )m×nF (T )n×1 (14)

Comentario 1. En (14), al considerar que el desplazamien-
to temporal entre los vectores fila{G(ti − xj)} para to-
dos los casos contenidos enT no afecta a la descripción
matricial del sistema, se tiene un vector de excitación fijo
F (X), X = {xj}. j = 1, n, n ∈ Z+.
Prueba 2.Transponiendo (2), el proceso de innovación cua-
dráticoQT es descrito como

QT
1×m := (CT

1×m − ĈT
1×m)2 (15)
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El rotacional del proceso de innovación∇×QT
G,n×m es

∂ ×QT

∂ĜT
n×m

=
∂ × (CT

1×m − FT
1×nĜT

1×m)2

∂ĜT
1×m

(16)

De forma que la derivada direccional deFT
1×nĜT

n×m res-
pecto deĜT

n×m esFn×1, al ser resultante ortogonal el vector
derivado y aplicando (15) en (16):

∂ ×QT

∂ĜT
n×m

= −2Fn×1C
T
1×m + 2Fn×1F

T
1×nĜT

n×m (17)

En su punto de equilibrio, el rotacional del proceso de
innovacíon es:

2Fn×1C
T
1×m = 2Fn×1F

T
1×nĜT

n×m (18)

Y que al organizar (18), el estimador es descrito en (3).

Comentario 2.El estimador eśoptimo al considerar el punto
de equilibrio usado en (17) para describir (3).
Prueba 3.Consid́erese a (3) con

PsT := [(Fn×1,T FT
1×n,T )+Fn×1,T ] ∈ R[n×1]

se escribe para el conjunto de métricas de los intervalos que
conforman aT :

ĜT
n×m,T =

T∑
t=1

Psn×1,tC
T
1×m,t (19)

Con condiciones estacionarias para el periodo de tiempo
inmediato anterior:

ĜT
n×m,T−1 =

T−1∑
t=1

Psn×1,tC
T
1×m,t (20)

Y que al ver (20) en (19), tomando elúltimo término
Psn×1,T de (19) se logra la obtención de (4).

Prueba 4 (forma directa).El RMSE, al usar el segundo mo-
mento de probabilidad respecto a la diferencia del error de
estimacíon Ii parai = 1, n, n ∈ Z+:

RMSEn :=
1
n

n∑

i=1

(Ii)2. (21)

Para eĺultimo término coni = n de (21):

RMSEn =
1
n

[
I2
n +

n−1∑

i=1

(Ii)2
]

(22)

El RMSE retardado coni = 1, n− 1 y condiciones esta-
cionarias de acuerdo con las Refs. 16, 17, 21 y 22:

RMSEn−1 =
1

n− 1
+

n−1∑

i=1

I2
i . (23)

Al describir estéultimo resultado de acuerdo con (22):

n−1∑

i=1

I2
i = (n− 1)RMSEn−1. (24)

El RMSE, considerando (24) en (22), se obtiene (5).
Prueba 5. El error dentro de la secuencia de estimación se
define como un vector expandido:

|e1×1,n| = (E{e1×n,ie
T
n×1,i})

1
2 . (25)

El comportamiento de error en decibeles de forma es-
tocástica respecto a su segundo momento de probabilidad pa-
ra la secuenciai = 1, n n ∈ Z+, es

Dn = 20log10(E{e1×n,ie
T
n×1,i}i=1,n)

1
2 . (26)

Su descripcíon discreta:

Dn = 10log10

(
1
n

n∑

i=1

e2
i

)
. (27)

Expandiendo respecto a suúltimo término:

Dn = 10log10

(
1
n

e2
n +

1
n

n−1∑

i=1

e2
i

)
. (28)

Usando las propiedades de los logaritmos:

Dn=10log10(e2
n)−10log10(n)+10log10

( n−1∑

i=1

e2
i

)
. (29)

Para las propiedades de decaimiento estacionario, en el
mismo sentido de los conceptos anteriores, la descripción en
decibeles parai = 1, n− 1:

Dn−1 = 10log10

(
1

n− 1

n−1∑

i=1

e2
i

)
. (30)

Utilizando las propiedades de los logaritmos:

Dn−1 = 10log10

( n−1∑

i=1

e2
i

)
− 10log10(n− 1), (31)

donde

10log10

( n−1∑

i=1

e2
i

)

en t́erminos deDn−1:

10log10

( n−1∑

i=1

e2
i

)
= 10log10(n− 1) + Dn−1 (32)

Sustituyendo (32) en (29), se obtiene

Dn = 10log10(e2
n)

− 10log10(2n)10log10(n− 1) + Dn−1. (33)
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Reescribiendo, y usando las propiedades de los algoritmos se
obtiene (6).
Prueba 6.El error estoćastico considera las propiedades de
Bode y la descripción del error respecto al segundo momento
de probabilidad. Parai = 1, n, n ∈ Z+ es

Bn = 10log10(E{e1×neT
n×1}i=1,n)

1
2 (34)

Considerando las propiedades de los logaritmos, se obtie-
ne (7).
Comentario 3. El Bode recursivo de acuerdo con (7) y res-
pecto con (26), cumpleB(n) = 0.5D(n) en un sentido lo-
gaŕıtmico.
Prueba 7.Existe una matrizSn×m que permite tener la for-
ma

Ḟ (T ) = Ḡn×n(T )F (T )n×1, (35)

que en diferencias finitas tiene la estructura de (8) de acuerdo
con

G̃(T )n×n = In×n − Ḡ(T − ε)n×nε . (36)

Al ser

G̃(T )n×n := S(T )n×m −G(T )m×n, (37)

es estable si cumplen en el sentido de Lyapunov las condicio-
nes siguientes:

V (T ) = F (T )T PF (T ). (38)

Dada la funcíon candidata definida positiva y que en el
caso que su incremento sea semidefinido negativo, es decir,
que∆V ≤ 0.

La función candidata en su primera diferencia finita es
∆V (t) = εV̇ (T ), en donde

V̇ (T ) = ḞT
1×n(T )Pn×nFn×1(T )

+ FT
1×n(T )Pn×nḞT

n×1(T ). (39)

Y al considerar que se tiene el sistema afı́n:

Ḟn×1(T ) = G̃n×n(T )Fn×1(T ) (40)

Al sistema (3), y en diferencias finitas a (8), donde

Ǧn×n(T − ε) := [In×n − ¯̄Gn×n(T − ε)] (41)

Aśı como

Mn×n(T ) := G̃n×n(T )Ǧn×n(T − ε) (42)

Y

¯̄Pn×n(T ) := P̄n×nǦn×n(T − ε) (43)

Al desarrollar todo el proceso algebraico, considerando que
la matriz ¯̄P es del tipo hermit, se cumple (9).
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