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Estructura hamiltoniana de la acción Dirac-Born-Infeld
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Se presenta el análisis geoḿetrico para desarrollar el formalismo hamiltoniano de la dinámica de unap-brana al evolucionar y generar un
volumen de mundo en un espacio de fondo fijo, descrito mediante la acción de Dirac-Born-Infeld (DBI) no polinomial.
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We present the geometrical analysis to develop the hamiltonian approach of the dynamics of ap-brane that generates a worldvolume in its
evolution in a fixed background and that is described by the nonpolynomial DBI action.
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1. Introducción

La electrodińamica no lineal iniciada en los años treinta del
siglo pasado por Born e Infeld, en la actualidad está captan-
do mayor atención despúes que se reconoció su aparicíon e
importancia en teorı́a de cuerdas, especialmente en la teorı́a
de Dp-branas [1, 2]. Importantes resultados se han obtenido
al describir cuerdas y branas en términos de la acción DBI,
el rol que juegan los campos del tipo Born-Infeld al describir
Dp-branas es que estos mantienen la estabilidad de dichos
objetos. Por ejemplo, en un contexto cosmológico algunas
teoŕıas de campo predicen la existencia de defectos topológi-
cos como cuerdas y paredes de dominio con la habilidad de
que algunos de estos puedan portar carga (objetos extendi-
dos superconductores), los cuales son descritos por medio de
DBI [3] aśı como su aparición en modelos refinados para la
descripcíon de cuerdas relativistas cuya descripción involu-
cre la curvatura extrı́nseca de la trayectoria recorrida por la
cuerda [4], por citar algunos ejemplos.

En este trabajo se presenta la formulación hamiltoniana
básica para estudiar la dinámica de la acción DBI y se estu-
dia el álgebra de las constricciones de la teorı́a aśı como el
efecto de ellas sobre el espacio fase. Por sencillez, sólo se
consideran campos bosónicos y al final se comenta la exten-
sión a otro tipo de interacciones.

2. La accíon de Dirac-Born-Infeld

Consideremos unaDp-brana, denotada comoΣ, de dimen-
sión N inmersa en un espacio de fondo tipo Minkowski,
cuya trayectoria conocida como volumen de mundo,m de
dimensíon p + 1, es una superficie descrita por medio de
la parametrización xµ = Xµ(ξa), (µ = 0, 1, . . . , N − 1;
a, b = 0, 1, ..., p). Supongamos que la acción que describe
la dinámica de estaDp-brana es la acción DBI,

S[Xµ, Aa] = α

∫

m

dp+1ξ
√
−det(gab + Fab) (1)

dondeα es una constante que está relacionada con la ten-
sión de lap-brana,gab = ηµνXµ

,aXν
,b es la ḿetrica induci-

da sobrem, Fab = 2∂[aAb] es el tensor de campo electro-
magńetico asociado al campo de normaU(1). El espacio de
configuracíonC est́a dado por{Xµ, Aa}. Solamente estamos
considerando campos de normaAa que viven en el volumen
de mundom. Por simplicidad en el ćalculo en esta nota, in-
troducimos la siguiente notación: Mab := gab + Fab es una
matriz compuesta, mientras que(M−1)ab denota su corres-
pondiente matriz inversa yM = det(Mab).

3. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de movimiento que surgen a partir de (1) pue-
den obtenerse a partir de un principio variacional y son [3,5],

T abKi
ab = 0, (2)

∇aT ab = 0, (3)

∇aJ ab = 0. (4)

donde ∇a es la derivada covariante asociada agab,
Ki

ab = −ni · ∇aXb es la curvatura extrı́nseca dem, T ab

es el tensor de energı́a-momento asociado am y J ab es una
bicorriente, definidos de la siguiente manera

T ab = α

√−M√−g
(M−1)(ab), (5)

J ab = α

√−M√−g
(M−1)[ab]. (6)

Mediante(M−1)(ab) denotamos a la parte simétrica de la ma-
triz inversa(M−1)ab y (M−1)[ab] su correspondiente parte
antisiḿetrica. Tenemos un conjunto deN − p − 1 ecuacio-
nes de movimiento independientes de segundo orden en las
coordenadasX.
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A partir de (3) y (4), se nota que tenemos aunado a las
ecuaciones de movimiento anteriores, la conservación de los
tensoresT ab y J ab, lo cual est́a relacionado con la invarian-
cia bajo reparametrización del volumen mundo. De hecho
la ecuacíon (4) conduce a las ecuaciones de Maxwell ho-
moǵeneas e inhomogéneas que viven sobre el volumen de
mundo [6].

4. Formulación hamiltoniana

Tomando como base la formulación ADM de la relatividad
general [7,8], consideremos quem es generado por la evolu-
ción deΣ en un paŕametrot, fijo. Para hacer el análisis ha-
miltoniano de la acción (1) la idea es descomponer la matriz
compuestaMab := gab + Fab en sus componentesespacial
y temporal. El espacio fase esΓ = {X,P ;A, π}, dondePµ

son los momentos conjugados aXµ y πA son los momentos
conjugados aAa.

Los momentos conjugados al espacio de configuraciónC
est́an dados por las siguientes expresiones [6],

Pµ =
α(−M)√−g

{Ẋµ − [(M−1)(AB)NA

+ (M−1)[AB]FA]XµB}, (7)

πA =
α(−M)√−g

[(M−1)[BA]NB + (M−1)(BA)FB ], (8)

π0 = 0, (9)

dondeM es el determinante de la matriz

MAB = hAB + FAB = Xa
AXb

B(gab + Fab),

Ẋµ = Nηµ + NAXµ
A, Ẋµ es un vector de flujo temporal

(A,B = 1, 2, . . . , p), N es la funcíon de lapso yNA es el
vector de corrimiento de manera similar a la que ocurre en
relatividad general. El significado geométrico del momento
P es que es tangencial am. El origen de (9) se debe a que no
existe ninǵun t́ermino correspondiente a una derivada tem-
poral deA0 en la accíon. Adeḿas, la densidad hamiltoniana
cańonica a partir de la transformación de Legendre es,

H0 = PµẊµ + ΠaAa − L, (10)

la cual se anula debido a que la acción (1) es invariante bajo
reparametrizaciones del volumen de mundo.

4.1. Constricciones

A partir de la definicíon de los momentos (7), (8), (9) y algu-
nas identidades básicas de la teorı́a de BIi se encuentran las
constricciones de la teorı́a enΓ

C0 = ηµνPµPν + πAπBhAB + α2M = 0, (11)

CA = PµXµ
A + πBFAB = 0, (12)

C0 = π0 = 0. (13)

Es conveniente convertir a estas constricciones primarias en
funcionales del espacio fase por medio de multiplicadores de
Lagrangeλ, λA y Λ,

Sλ =
∫

Σ

λ[ηµνPµPν + πAπBhAB + α2M], (14)

V~λ =
∫

Σ

λA[PµXµ
A + πBFAB ], (15)

OΛ =
∫

Σ

Λπ0. (16)

Nótese queλ es un multiplicador de Lagrange de peso−1.
El hamiltoniano que genera la evolución temporal enΓ es

H = Sλ + V~λ +OΛ. (17)

Para dos funcionales en el espacio fase,F y G, el paŕentesis
de Poisson entre ellas se define como

{F, G} =
∫

Σ

δF

δXµ

δG

δPµ
+

δF

δAC

δG

δπC
− (F ↔ G).

La evolucíon de las constricciones primarias en el tiempoúni-
camente genera la constricción secundaria

Υ = DA πA, (18)

que es la conocida ley de Gauss. No hay más constricciones
en la teoŕıa conocida, la constricción (11) genera difeomor-
fismos fuera deΣ, (12) genera difeomorfismos tangenciales
a Σ y (13) adeḿas de (18) corresponden a las simetrı́as de
U(1). De manera similar, multiplicamos la ley de Gauss por
un multiplicador de Lagrange,φ, para obtener la funcional
del espacio fase,

Gφ =
∫

Σ

φDA πA. (19)

En el caso de DBI el conteo de grados de libertad es como si-
gue:(1/2)[2(N+p+1)−2(p+3)] = N−2, correspondiendo
N + p + 1 al número total de variables canónicas yp + 3 al
número de constricciones de primera clase que coincide con
lo establecido [12].

El álgebra de constricciones de la teorı́a es la siguiente:

{V~λ,V ~λ′} = V[~λ, ~λ′] + Gλ∗ , (20)

{V~λ,Sλ} = −SL~λ
λ − GΛ, (21)

{Sλ,Sλ′} = −V~Λ. (22)

donde,

λ∗ = λAλ
′BFAB , (23)

Λ = 2λπAhABλB , (24)

ΛA = 4[πAπB + α2M(M−1)(AB)]

(λDBλ
′ − λ

′DBλ), (25)
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donde la derivada de Lie de una cantidad de peso+1, λ a lo
largo de~λ esL~λλ = λADAλ− λDAλA.

Nótese que no tenemos unálgebra de Lie genuina debido
a la presencia de funciones de estructura. Dichos resultados
se han reportado en las Refs. 6, 9 y 10 por medio de otra
técnica de ćalculo. Las constricciones son deprimera clase,
en el lenguaje de sistemas constreñidos [11].

El hamiltoniano total de primera clase que genera la evo-
lución temporal total es

H = Sλ + V~λ +OΛ + Gφ. (26)

Este hamiltoniano genera las ecuaciones de movimiento
correctas.

4.2. Efecto sobre el espacio fase

El efecto sobre las variables del espacio fase que realizan las
constricciones es el siguiente

{V~λ, Xµ} = L~λXµ, (27)

{V~λ, FAB} = L~λFAB , (28)

{V~λ, Pµ} = L~λPµ, (29)

{V~λ, πA} = L~λπA − λA∂BπB , (30)

{Sλ, Xµ} = 2λgµνPν , (31)

{Sλ, Pµ} = DA[2λπAπBXµB ]

+DA[2α2λM(M−1)(AB)XµB ], (32)

{Sλ, AA} = 2λπBhAB , (33)

{Sλ, πA} = DB [2α2λ(M−1)[AB]]. (34)

Se puede notar que la constricción V~λ genera la invariancia
bajo reparametrizaciones enΣ.

5. Campo de norma Kalb-Ramond

Consideremos ahora la acción DBI pero con la contribución
del campo de norma Kalb-Ramond,Bµν que tiene la propie-
dad de ser antisiḿetrico. Podemos expresar la acción (1) de
la siguiente manera,

S[Xµ, Aa] = α

∫

m

dp+1ξ
√
−det(gab + Fab), (35)

dondeFab := Fab + Bab y Bab = BµνXµ
a ∧ Xν

b . De igual
manera que el caso anterior, al aplicar un principio variacio-
nal las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de (35)
tienen la misma estructura que (3), (2) y (4) excepto que aho-
ra cambian la forma deT ab y J ab.

Nuevamente, por simplicidad introducimos la siguiente
notacíon:Mab = gab +Fab que es la matriz compuesta ahora
y M = det(Mab) su determinante. En este caso las defini-
ciones de los tensores de energı́a-momentoT ab y bicorriente
J ab son las siguientes,

T ab = α

√−M√−g
(M−1)(ab), (36)

J ab = −α

√−M√−g
(M−1)[ab], (37)

donde(M−1)(ab) es la parte siḿetrica de la matriz inversa de
Mab y (M−1)[ab] su parte antisiḿetrica.

6. Conclusiones

En este trabajo se desarrolló el formalismo hamiltoniano para
la accíon DBI de una manera geométrica sin la ayuda de cam-
pos auxiliares como ocurre en otras aproximaciones [12] y en
donde el ańalisis se vuelve complicado. No sólo se obtuvie-
ron las ecuaciones de movimiento para laDp-brana con una
estructura elegante sino que tambien se pueden identificar
un par de cantidades conservadas que son el tensor energı́a-
momento y la bicorriente. Nuestra ventaja reside en el uso
de t́ecnicas geoḿetricas modernas las cuales simplifican el
ańalisis. Se puede aplicar esta misma técnica para acciones
que describen objetos cosmológicos descritos por un campo
escalar y cuya acción sea del tipo DBI, adeḿas de incluir
campos del tipo Kalb-Ramond y se obtienen resultados simi-
lares. Las ecuaciones de movimiento tienen la misma forma
pero la definicíon del tensor energı́a - momento y bicorrien-
te es distinta, es decir, la información de la contribucíon del
nuevo campo está inmersa en la definición de dichos tensores
y de la nueva matriz compuestaMab.
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i. Estas son unas identidadesútiles de la matrizMAB que invo-
lucran el tensor de campo electromagnéticoFAB y la métrica
hAB ,
(M−1)(AC)hCB + α(M−1)[AC]FCB = δA

B

(M−1)[AC]hCB + α(M−1)(AC)FCB = 0.
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