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El paquete GRTensor permite definir, calcular y manipular tensores de rango y dimensión arbitrarios, a partir de las componentes de una
métrica dada en una base de coordenadas o mediante bases de tétradas arbitrarias. Presentamos en el presente trabajo algunas aplicaciones
básicas de dicho paquete a la definicion y evaluación de objetos tensoriales de uso común en Relatividad General, considerando para este
objetivo ejemplos sencillos e ilustrativos.

Descriptores:Álgebra computacional; relatividad general; tensores.

The package GRTensor allows one to define, calculate and manipulate tensors of arbitrary range and dimension from the components of a
metric, either in a coordinate basis or tetrad. By considering simple and instructive examples we implement basic applications of this package
to define and compute tensorial objects of common usage in General Relativity.
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1. Introducción

Los objetos tensoriales de rango diverso son de grán impor-
tancia en varias disciplinas de la Fı́sica Téorica y Mateḿati-
cas Aplicadas: Relatividad General, Teorı́a del Medio Con-
tinuo, Termodińamica e Hidrodińamica de Feńomenos de
Transporte, Geometrı́a Diferencial. Debido a la alta comple-
jidad de los algoritmos utilizados, es sumamanteútil poder
aplicar programas conocidos de cómputo simb́olico al ćalcu-
lo y manipulacíon de dichos objetos. El presente trabajo ilus-
tra ćomo se efect́ua esta manipulación tensorial en el paquete
GRTensori.

El paquete GRTensor [1] es un módulo completo de
subrutinas del lenguaje de programación interpretado Ma-
ple [2], cuyo proṕosito es definir, calcular y manipular ob-
jetos tensoriales de rango y dimensión arbitrarios. Dichas su-
brutinas corren en el ambiente simbólico–nuḿerico y gŕafico
de Maple. Al correr GRTensor en una sesión de Maple pode-
mos utilizar las instrucciones y comandos pre-existentes en
Maple, sin embargo GRTensor cuenta con instrucciones pro-
pias (diferentes de las de Maple estándar) que llevan a definir
objetos de GRTensor que solo pueden ser operados o modifi-
cados por instrucciones de GRTensor.

Es necesario mencionar que, además de las versiones pro-
gramadas de GRTensor para Maple, existen versiones pro-
gramadas de GRTensor que corren sobre el paquete Mathe-
matica, en forma muy semejante a como corre sobre Ma-
ple. GRTensor puede ser utilizado en cualquiera de las plata-
formas de hardware compatibles con Maple o Mathematica:
DOS-Windows, Apple–Macintosh, Intel–Linux, ası́ como en
las principales estaciones de trabajo con sistemas operativos
Unix. Mientras que Maple y Mathematica son paquetes de
software comerciales, GRTensor puede ser descargado de la
red gratuitamente [1].

Al descargar GRTensor, el usuario recibe los archivos bi-
narios que permiten activar las subrutinas del mismo (ya sea
en Maple o en Mathematicaii. Junto con estos archivos vie-
ne la documentación necesaria para el uso de GRTensor: el
manual (en archivos postscript), un sistema de ayuda en li-
nea en hipertexto, asi como archivos de texto que contienen
las componentes del tensor métrico de un vasto catálogo de
espacio–tiempos conocidos (los cuales GRTensor deberá car-
gar para definir y calcular tensores).

En lo que resta del presente artı́culo describimos el fun-
cionamiento de GRTensor, empezando por la instalción del
mismo, siguiendo por la lectura de una métrica dada, ası́ co-
mo la definicíon, ćalculo y manipulacíon de varios tensores
relevantes.

2. Instalación y lectura de métricas

Una vez que recibimos de la red la distribución de GRTensor,
el primer paso es el proceso de su instalación como ḿodulo
asociado a Maple. Obviamente, GRTensor requiere que Ma-
ple est́e funcionando en la computadora huesped. La docu-
mentacíon que acompãna a GRTensor contiene instrucciones
precisas para la instalación del mismo en los sistemas DOS–
Windows, Intel–Linux y estaciones de trabajo basadas en
Unix. Para su instalación en la plataforma Apple–Macintosh
(sistemas 9 y anteriores, asi como en MacOSX), sugerimos
que el lector consulte la Ref. 4.

Para definir y calcular tensores arbitrarios GRTensor re-
quiere la especificación de un tensor ḿetrico, ya sea dado en
una base de coordenadas o en una base de vectores. Además
de los archivos binarios (extensión .m), la distrubucíon de
GRTensor que recibimos de la red contiene un archivo de ini-
cializacíon (MapleInit) y un directorio llamado “metrics” que
contiene archivos de texto (con extensión .mpl) que especifi-
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can los componentes de las métricas que deberá leer GRTen-
sor para definir y calcular tensores.

Aunque los detalles del proceso de instalación dependen
del sistema operativo de la computadora huesped, indepen-
dientemente del mismo, este proceso consiste en los siguien-
tes tres pasos:

1. Colocar el directorio “lib” que contiene los archivos bi-
narios de GRTensor en los subdirectorios apropiados.

2. Editar el archivo de inicialización de GRTensor, dando
la trayectorial local del subdirectorio “lib”, de manera
que los binarios puedan ser leidos al abrir una sesión
de Maple.

3. Editar el archivo de inicialización de modo que que-
de especificada la trayectoria local del directorio “me-
trics”.

Estos pasos vienen descritos en un archivo “readme”, ası́ co-
mo en el sitio oficial de GRTensor [1]. El usuario puede tam-
bién consultar [4] o solicitar ayuda al autor por correo elec-
trónico.

Una vez terminado el proceso de instalación, al teclear la
instruccíon de inicializacíon de GRTensor

> grtw();

debe aparecer un “mensaje de bienvenida” que indica que
GRTensor está listo para ser utilizado.

El siguiente paso es cargar una métrica, es decir, alguno
de los archivos de texto .mpl que estan ubicados en el subdi-
rectorio “metrics”. Es posible también introducir los compo-
nentes de la ḿetrica (en base de coordenadas o de vectores)
en forma interactiva (ver Ref. 4), sin embargo en este artı́culo
veremośunicamente el proceso no–interactivo.

Supongamos que deseamos que GRTensor defina y cal-
cule tensores asociados a la métrica Robertson–Walker dada
en una base de coordenadas esféricas(r, θ, φ, t):

ds2 = −dt2 +
A2(t)[dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dφ2)]

[
1 + k0

4 r2
]2 , (1)

dondek0 = 0,±1. El archivo de texto con extensión .mpl
que debemos crear (si es que aún no existe en el directorio
“metrics”) es:

Ndim := 4 :

x1 := r :

x2 := theta :

x3 := phi :

x4 := t :

g11 := A(t)ˆ2/(1+k0/4*rˆ2)ˆ2 :

g22 := A(t)ˆ2*rˆ2/(1+k0/4*rˆ2)ˆ2 :

g33 := A(t)ˆ2*rˆ2*sin(theta)ˆ2/(1+k0/4*rˆ2)ˆ2

:

g44 := -1 :

# Metrica Robertson-Walker

# Coordenadas esfericas r,theta,phi,t

# k0 = 0,1,-1

Si a este archivo lo nombramos “RW.mpl”, entonces la ins-
truccion de GRTensor que carga esta métrica es

> qload(RW);

Nótese que la extension .mpl ha sido omitida. El archivo .mpl
indica el ńumero de dimensiones, los nombres de cada coor-
denada, ası́ como comentarios pertinentes que Maple no lee
(lineas que inician con el caracter #). Una vez ejecutada la
instruccíon qload GRTensor responde con la métrica dada
exactamente por (1). GRTensor está ahora listo para definir
y calcular tensores para dicha métrica. La Fig. 1 ilustra la
accíon de las instruccionesgrtw y qload para la ḿetrica
RW.mpl.

3. Tensores predefinidos: modo de ćalculo

GRTensor tiene una lista amplia de tensores y obje-
tos tensoriales de uso común predefinidos, por ejemplo, la
métrica inversa y el determinante de la métrica,gab, g, los
śımbolos de Christoffel,Γa

bc, los tensores de Riemann, Ric-
ci, Einstein, Weyl, (Ra

bcd, Ra
b , Ga

b , Ca
bcd) y todos sus obje-

tos duales obtenidos por contracciones con la métrica (su-
bir y bajar ı́ndices), aśı como los escalares que resultan de
sus contracciones entre ellos: escalar de Ricci, Kretschmann,
(R = Ra

a, K = RabcdRabcd). La lista de objetos predefinidos
puede ser consultada accediendo a la hoja de ayuda en linea
“grt-objects”.

Los objetos predefinidos pueden ser calculados directa-
mente mediante la instrucción “grcalc ”. El uso de esta
instruccíon determina el “modo de cálculo” de GRTensor
en el que la posición de cadáındice se especifica con “dn”
(ı́ndice abajo) y “up” (́ındice arriba). Por ejemplo, si quere-
mos que GRTensor calcule el tensorRa

b (tensor “mixto” de
Ricci, debemos teclear

> grcalc(R(up,dn));

Para que GRtensor despliegue el tensor tecleamos

> grdisplay(R(up,dn));

De la misma forma podemos calcular y desplegar cualquier
otro objeto predefinido (ver Fig. 2). La instruccióngrcalcd
calcula y despliega el tensor.
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FIGURA 1. Input y output de las instruccionesgrtw y qload para la ḿetrica Robertson–Walker.

FIGURA 2. Input y output de las instruccionesgrcalc y grdisplay para el tensor de Ricci.
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En el caso de escalares (no hayı́ndices)grcalc simple-
mente act́ua sobre el nombre asignado al objeto (ver hoja de
ayuda en linea “grtobjects”). Por ejemplo, el nombre asig-
nado al escalar de Ricci esRicciscalar , por lo que para
calcular y visualizar este objeto tecleamos

> grcalc(Ricciscalar);
> grdisplay( );

en donde hemos usado el caractercon el cual GRTensor de-
nota quegrdisplay es aplicada aĺultimo objeto tensorial
calculado, o sea, en este casoRicciscalar .

3.1. Simplificacíon, factorización y sustitución en Maple
est́andar.

Una vez calculado un tensor dado, podemos aplicar global-
mente (a todas sus componentes) cualquier instrucción o ru-
tina de manipulación algebŕaica de Maple. Por ejemplo, que
factorice o expanda cada componente o que sustituya alguna
variable o una función arbitraria que aparezca en la métrica.
Para entender como GRTensor opera globalmente estas ru-
tinas es conveniente examinar cómo estas operan en Maple
est́andar. Las instrucciones mas comunes de este tipo son:

normal , transforma

a
b + c

d en ad+bc
bd

expand , transforma

a+b
c en a

c + b
c

(a + b)c en ac + ab

(a + b)2 en a2 + 2ab + b2

factor , transforma

a2 + 2ab + b2 en (a + b)2

Además de estas instrucciones está “simplify ”, la cual es
equivalente a normal o a factor (a menudo estas instrucciones
dan el mismo resultado).

Para manipulaciones mas especializadas Maple usa la
instruccíon simplify con una opcíon adecuada, por ejem-
plo, siX es una expresión con funciones trigonoḿetricas, es
conveniente simplificarla con la opción “trig”:
> simplify( X, trig);

O bien, para que Maple transforme
√

a2 ena (asumir quea
es real positivo), o que exprese(ea)2 como e2a, usamos la
instruccíon simplify con la opcíon “symbolic”. Para mayor
detalle sobre estas simplificaciones ver Ref. 4.

Una manipulacíon algebŕaica muy utilizada es la sustitu-
ción de una variable por otra (o por un valor numérico). En el
caso de la ḿetrica RW, tenemos una función arbitrariaA(t),
por lo que podŕıa serútil el poder sustituir esta función por

un ansatz o una función expĺıcita (por ejemploA(t) = t1/2).
La instruccíon de sustitucíon en Maple estándar essubs y
su sintaxis es muy simple: para sutituirx = kπ/3 en la ex-
presíonx sinx, tecleamos:

> subs(x = k*Pi/3, x*sin(x) );

Si sustituimos una forma explı́cita deA(t) en una expresión
que contenga a esta función y derivadas de la misma, en-
tonces para que se evaluen las derivadas debemos aplicar la
instruccíoneval despúes de haber sustituido consubs . Por
ejemplo, si queremos sustituirA(t) = t2/3 en la expresíon
1 + Ȧ/A2 (con˙ = d/dt), le asignamos el nombreF a esta
expresíon y la sustitucíon y evaluacíon se da mediante:

> F := 1+diff(A(t),t)/A(t)ˆ2;
> subs( A(t) = tˆ(2/3), F);
> eval( %);

donde el śımbolo % indica queeval act́ua sobre el resultado
de la instruccíon inmediatamente anterior.

3.2. Simplificacíon, factorización y sustitución con GR-
Tensor.

Sin embargo, las instrucciones de Maple estándar que hemos
descrito anteriormente no pueden ser aplicadas directamente
a objetos calculados por GRTensor. Por lo tanto, una opción
es transformar objetos de GRTensor en objetos de Maple
(arreglos), lo cual discutiremos mas adelante. La otra opción
es aplicar globalmente las instrucciones de Maple con ins-
trucciones propias de GRTensor. Por ejemplo, si queremos
aplicar “expand ” a todas las componentes deR(up,dn)
(o sea,Ra

b), podemos usar la instrucción gralter que
puede trabajar en forma interactiva

> gralter(R(up,dn));

apareciendo inmediatamente un menú interactivo de opcio-
nes que identifica cada instrucción predefinida con un núme-
ro. El número 6 identifica aexpand , por lo que al teclear
este ńumero, esta instrucción es aplicada a cada componente
deR(up,dn) . Para usargralter en forma no–interactiva
(cuando ya se conoce las instrucciones que aplica) simple-
mente se teclea el nombre de la instrucción (o su ńumero)
como segundo argumento degralter .

Una opcíon muyútil degralter esautoAlias , cuyo
efecto es reemplazarA(t) simplemente porA, mientras que
sus derivadasdA(t)/dt y d2A(t)/dt2 son respectivamente
reemplazadas porAt y Att. Este efecto permite tratar con
expresiones mas compactas por lo que es de gran ayuda para
la visualizacíon de componentes tensoriales. Como ejemplo,
aplicamosgralter con la opcíon autoAlias seguido
inmediatamente deexpand (ver Fig. 3):

> gralter(R(up,dn), autoAlias);
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> gralter( , expand);
> grdisplay( );

Una variante interesante es la instrucción grcalcalter ,
que calcula un objeto predefinido y aplica (conforme calcu-
la) las instrucciones contenidas engralter .

Otra instruccíon para aplicar cualquier rutina, función
o instruccíon estandar de Maple en forma global a objetos
de GRTensor esgrmap . Esta instruccíon de es sumamente
poderosa y versatil, sin embargo su sintaxis es más compli-
cada quegralter . Como ejemplo (ilustrado por la Fig. 4),
veamos la sustitución global deA(t) = t1/3 y k0 = 0 en el
tensorRa

b (ya modificado porgralter , ver Fig. 3) teclea-
mos

> grmap(R(up,dn),subs,A(t)=tˆ(1/3),k0=0,
’x’);
> grdisplay( );

Para consultar otros ejemplos de aplicación degrmap referi-
mos al lector a la hoja de ayuda de dicha instrucción, aśı como
al manual incluido en la distribución de GRTensor (disponi-
ble en el sitio de GRTensor [1]) o bien a la Ref. 4.

3.3. Extracción de componentes individuales.

Una vez calculado, si deseamos extraer una compenente es-
pećıfica, por ejemplo la componenteRr

r del tensorRa
b (com-

ponente “1,1” deR(up,dn) ), tecleamos

> grcomponent(R(up,dn),[1,1]);

Una vez ejecutada esta instrucción, la componente extraı́da
es una expresión de Maple estándar, por lo que es posible
aplicarle directamente cualquier instrucción estandar de Ma-
ple, por ejemplo, asignarle un nombre (por ejemplo “R11”):

> grcomponent( R(up,dn),[1,1]);
> R11:= %;

o bien, aplicar cualquiera de las instrucciones de simplifica-
ción mencionadas anteriormente. Obviamente, para extraer
un objeto vectorial (tensor de unı́ndice) la componente se
especifica con un solo número dentro del corchete [ ]. Para
escalares no es necesario dar el número de una componente:

> grcomponent(Ricciscalar);

con lo cual es posible asignarle un nombre o aplicar cualquier
instruccíon de Maple estándar.

3.4. Pasar objetos de GRTensor a objetos de Maple

En vez de extraer componentes uno a uno para poderlos tratar
como objetos de Maple estándar, podemos transformar glo-

balmente objetos de GRTensor en objetos de Maple llamados
“arreglos”, los cuales se pueden manipular como objetos
matriciales. La instrucción de GRTensor que lleva a cabo
esta transformación esgrarray . Por ejemplo, si queremos
construir un arreglo de Maple con nombre asignado “Rmix”
que contenga las componentes ya calculadas deR(up,dn)
tecleamos

> Rmix := grarray( R(up,dn));

La componenteRr
r ( o 1,1) se obtiene inmediatamente te-

cleando:

> Rmix[1,1];

Una vez que tenemos un objeto de GRTensor definido como
arreglo de Maple estándar, lo podemos manipular o simpli-
ficar usando las instrucciones usuales de Maple para arre-
glos. Si aplicamosgrarray a un objeto vectorial, obtene-
mos un vector de Maple estándar y entonces las componen-
tes se extraen especificando un solo número, mientras que
grarray aplicado a un escalar simplemente da una sola ex-
presíon (arreglo de orden cero).

4. Modo de definicíon de tensores

Si necesitamos trabajar con un objeto tensorial que no está en
la lista de tensores predefinidos, necesitamos entonces de-
finirlo. La sintaxis del modo de definición de GRTensor es
diferente a la del modo de cálculo que vimos en la sección
anterior. Obviamente, necesitamos definir un tensor antes de
poder calcularlo en el modo de cálculo.

Usaremos como ejemplo la definición de una 4-velocidad
ua y la construccíon subsecuente del tensor de momento–
enerǵıa del fluido perfecto:

T ab = [µ(t) + p(t)] uaub + p(t) gab, (2)

ambos tensores compatibles con la métrica Robertson–
Walker (1). Primero definimos la 4-velocidad comóvil dada
ya sea por

ua = δa
t , (3)

o equivalentemente como

ua = [0, 0, 0, 1], (4)

(recordemos quet es la cuarta coordenada). GRTensor per-
mite definir ua de ambas formas através de la instrucción
grdef :

> grdef(‘u {ˆa } := kdelta {ˆa $t }‘);
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FIGURA 3. Modificación del tensor de Ricci mediantegralter con las opcionesautoAlias y expand .

FIGURA 4. Modificación del tensor de Ricci mediantegralter con las opcionesautoAlias y expand .
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o bien

> grdef(‘u {ˆa } := [0,0,0,1]‘);

las cuales son muy parecidas a como de escribeua en (3) y
(4). Del lado izquierdo del sı́mbolo de asignación (:= ) escri-
bimos el nombre que será asignado al tensor que definiremos.
En este caso usamosu, pues ninguno de los tensores prede-
finidos usa este sı́mbolo (en caso contrario serı́a necesario
escoger otro śımbolo para evitar un conflicto de nombres)iii.
Cadaı́ndice “contravariante” (superı́ndice) se escribe prece-
dido con el śımboloˆ , mientras que lośındices “covariantes”
(sub́ındice) se escriben como texto normal, todos ellos dentro
de llaves{ } que siguen al nombre del tensor. Del lado dere-
cho de:= escribimos la f́ormula o regla de correspondencia
del tensor [como en (3)] o como una lista de componentes
[como en (4)], lo cual es solo aplicable al caso de tensores
de rango 1 (vectores o 1–formas comoua o ua). Nótese que
el tensor “delta de Kronecker” puede definirse con unı́ndice
dado por una coordenada (en este casot).

Una vez definidaua, de una forma u otra, necesitamos
calcularla. En modo de cálculo, el tensor definido como
u{ˆa } pasa a seru(up) , por lo que se calcula median-
te

> grcalc(u(up));

Ahora, ya que hemos definido y calculadoua y dado quegab

ya est́a predefinido, podemos construir y definir el tensorT ab

dado por (2) de la siguiente forma:

> grdef(‘T {ˆa ˆb } :=
(mu(t)+p(t))*u {ˆa }*u {ˆb }+p(t)*g {ˆa ˆb }‘);

la cual es (como paraua) muy parecida a como se define
T ab en notacíon mateḿatica en (2). Como no hay conflicto
de nombres, usamos el nombreT y del lado derecho de:=
escribimos la regla de correspondencia dada por (2). Remar-
camos que en la definicion de este tensorgrdef denota con
el mismo śımbolo * a productos tensoriales (comouaub) y a
productos por un escalar (comop(t) gab).

Habiendo definidoT{ˆa ˆb } mediantegrdef tene-
mos un nuevo tensor que, en modo de cálculo, se denota
T(up,up) . Para calcularlo usamosgrcalc aplicado a
T(up,up) . Una vez definido el tensorT ab, podemos calcu-
lar y visualizar directamente congrcal y grdisplay (sin
tener que definirlos previamente) los tensores duales asocia-
dosT a

b o Tab:

> grcalc(T(up,dn));
> grdisplay( );

Aśı como formamosT ab a partir de ua y gab, po-
demos definir y calcular las ecuaciones de campo
de Einstein Ga

b = κT a
b, pues el tensor de Einstein

Ga
b = Ra

b − (1/2)R δa
b est́a predefinido y ya tenemos

T ab definido y calculado. Las ecuaciones de Einstein se defi-
nen y calculan mediante:

> grdef(‘EE {ˆa b } := G {ˆa b }= kappa*T {ˆa
b}‘);
> grcalc(EE(up,dn));
> gralter( , expand);
> gralter( , autoAlias);
> grdisplay( );

donde hemos modificado el nuevo tensor mediante
gralter con las opcionesexpand y autoAlias . Nóte-
se ćomo GRTensor permite definir ecuaciones tensoriales,
adeḿas de tensores individuales. Es importante remarcar
que, tanto en Maple estándar como en GRTensor, el sı́mbolo
Ä:= no denota una igualdad (ecuación), sino una asignación
de un nombre a una variable o expresión, mientras que el
śımbolo= denota simplemente una igualdad. Una vez defini-
das las ecuaciones de Einstein como una ecuación tensorial,
podemos aplicar rutinas de simplificación, sustitucíon o ma-
nipulacíon, tal y como se aplican a tensores predefinidos (ver
seccíon anterior):

> gralter(EE(up,dn), expand);
> grdisplay( );

GRTensor permite también definir tensores en cuya re-
gla de correspondencia aparecen derivadas covariantes. Por
ejemplo, el 4–vector formado por la divergenciaJa ≡ T ab

;b,
queda definido y calculado mediante:

> grdef(‘J {ˆa } := T {ˆa ˆb ; b }‘);
> grcalc(J(up));
> grdisplay( );

Nótese que aunque la derivada covariante aparece como
sub́ındice enT ab

;b, en grdef el ı́ndice deésta se colo-
ca junto al superı́ndice ˆb . Si en vez de la divergencia
Ja ≡ T ab

;b quisieramos definir y calcular la derivada cova-
rianteJab

c ≡ T ab
;c, la regla de correspondencia engrdef

seŕıa: J{ˆa ˆb;c }:=T {ˆa ˆb;c }. GRTensor tamb́en
permite definir y calcular objetos tensoriales obtenidos me-
diante derivadas ordinarias, escribiendo en ese caso una coma
“ , ” en vez del punto y coma “; ”. Estos objetos tensoriales se
calculan y manipulan mediante las instruccionesgrcalc,
gralter, grmap, grdisplay , tal y como se hace con
los tensores predefinidos.

Un ejemplo muy útil e interesante es el tensor de
momento–energı́a de un campo escalarΦ con potencial
V = V (Φ):

Tab = Φ,a Φ,b −
[
1
2
Φ,cΦ,c + V (Φ)

]
gab. (5)

Para la ḿetrica RW necesariamenteΦ = Φ(t), por lo que
V = V (t). Tenemos entoncesΦ,a = [0, 0, 0, Φ,t]. Construi-
mos primero este objeto tensorial de rango 1:
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> grdef(‘DPhi {a} := [0,0,0,diff(Phi(t),t)]‘);

> grcalc(DPhi(dn));

> grdisplay( );

Inmediatamente podemos definir (5), pues el tensor métrico
est́a predefinido:

> grdef(‘TS {a b} :=

DPhi {a}*DPhi {b}-(1/2*DPhi {c}*DPhi {ˆc }+V(t))*g {a
b}‘);
> grcalc(TS(up,dn));

> grdisplay( );

La ecuacíon de Klein–Gordon sigue de calcular la divergen-
ciaJa = T ab

;b con el tensor (5):

> grdef(‘JS {ˆa } := TS {ˆa ˆb ; b }‘);
> grcalc(JS(up));
> gralter(JS(up), expand);
> gralter(JS(up), autoAlias);
> grdisplay( );

Si tomamos en cuenta queV̇ /Φ̇ = dV/dΦ, obtenemos la for-
ma usual de la ecuación de Klein–Gordon para la geometrı́a
Robertson–Walker.

5. Definición y manipulación de tensores mas
complicados.

Para ilustrar ejemplos mas complicados usaremos una métri-
ca menos restringida que la de Robertson–Walker (1). Consi-
deremos la ḿetrica general con simetrı́a esf́erica dada por el
elemento de linea

ds2 = −A2 dt2 + B2 dr2 + Y 2 (dθ2 + sin2 θ dφ2), (6)

dondeA,B y Y son funciones arbitrarias de (t, r). El archi-
vo de texto equivalente al archivo “RW.mpl” lo llamamos
“SS.mpl ” y viene dado por:

Ndim := 4 :

x1 := r :

x2 := theta :

x3 := phi :

x4 := t :

g11 := B(t,r)ˆ2 :

g22 := Y(t,r)ˆ2 :

g33 := Y(t,r)ˆ2*sin(theta)ˆ2 :

g44 := -A(t,r)ˆ2 :

# Metrica general con simetria esferica

Por lo tanto, en una nueva sesión de Maple repetimos el
proceso de carga de GRTensor y de esta nueva métrica tal y
como procedimos en las sección II con las las instrucciones

grtw y qload , pero ahora la ḿetrica (6):

> grtw();
> qload(SS);

A continuacíon podemos calcular para esta métrica cualquie-
ra de los objetos tensoriales predefinidos, asi como definir y
calcular tensores nuevos.

5.1. Tensores con simetrı́as y componentes especiales

Muy a menudo un tensor de rango mayor o igual a 2 presenta
simetŕıas especiales entre susı́ndices. Veamos el caso de ran-
go 2: a partir de cualquier tensorVab podemos construir su
parte siḿetrica y antisiḿetrica mediante:

V(ab) ≡
1
2

(Vab + Vba), parte siḿetrica (7)

V[ab] ≡
1
2

(Vab − Vba), parte anti–siḿetrica (8)

de modo que un tensor totalmente simétrico o totalmen-
te antisiḿetrico satisface, respectivamente,Vab = V(ab) o
Vab = V[ab]. GRTensor permite autoḿaticamente definir y
calcular tensores con estos tipos de simetrı́a: basta simple-
mente con usar los paréntesis adecuados(...) o [...]
en la definicíon degrdef .

Un ejemplo cĺasico de un tensor totalmente antisimétri-
co es el tensor de Maxwell dado en términos del potencial
vectorial electromagńeticoAa por:

Fab = Aa;b −Ab;a = 2A[a;b] (9)

En particular, para la ḿetrica (6) este tensor tiene solo dos
componentes diferentes de cero:Ftr = −Frt = ψ, donde
ψ = 2A[t,r]. Por lo tanto, para esta métrica este tensor se
puede definir como:Fab = ψ (δr

a δt
b − δt

a δr
b ) = ψ δr

[a δt
b],

donde los paŕentesis rectangulares[... ] indican anti–
simetrizacíon. En GRTensor este tensor anti–simétrico se
define y calcula mediante las instrucciones:

> grdef(‘F {a b} :=
psi(t,r)* kdelta {[a ˆ$t }*kdelta {b] ˆ$r }‘);
> grcalc(F(dn,dn));
> grdisplay( );

Nótese ćomo GRTensor reconoce el sı́mbolo de anti-
simetrizacíon de ı́ndices[a .. b] en grdef . Tambíen,
estas instrucciones ilustran cómo es posible definir el tensor
“delta de Kronecker” con uńındice “fijo”, o sea dado por una
coordenada en particular (anteponiendo el sı́mbolo $ antes
del nombret o r engrdef ).

Tambíen es importante remarcar que GRTensor tam-
bién reconoce el sı́mbolo de simetrización de indices
(a ..b) dentro degrdef , de manera que el tensor
u(a;b) ≡ (1/2)(ua;b + ub;a) puede ser ŕapidamente definido
y calculado a partir de un vector 4–velocidadua. El primer
paso es definir, calcular y normalizarua (ya queubu

b = −1).
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Si consideramos una velocidad comóvil, tenemos:

> grdef(‘u {ˆa } :=[0,0,0,1]‘);
> grcalc(u(up));
> grnormalize(u(up,-1));

La instruccíon grnormalize(u(up,-1)); normali-
za el vectorua previamente calculado para que su nor-
ma seauaua = −1 (sin embargo puede ser aplicada
a cualquier vector calculado, ya sea temporal o espa-
cial, en cuyo caso se normaliza a1). Para la ḿetrica (6)
grnormalize(u(up,-1)); lleva al vectorua cuyaúni-
ca componente diferente de cero esut = 1/A. El siguiente
paso es definir y calcularUab ≡ u(a;b)

> grdef(‘U {a b} :=u {(a;b) }‘);
> grcalc(U(up,dn));
> gralter( , autoAlias);
> grdisplay( );

en donde hemos usado la opción autoAlias para expresar
A(t) comoA y sus derivadas como subı́ndices.

Otro ejemplo interesante es el definir un tensor de traza
cero ortogonal a la 4–velocidad. SeaPab tal quePabu

b =
0 y P c

c = 0. Para la ḿetrica (6) y la 4–velocidad
ua =

√
−gtt δa

t = (1/A) δa
t , este tensor podrı́a tener co-

mo únicas componentes diferentes de cero a:P r
r = −2Π,

P θ
θ = Pφ

φ = Π, dondeΠ = Π(t, r) es una funcíon arbi-
traria. Por lo tanto, tenemos la expresión tensorial

P a
b = −2Π δa

r δr
b + Π δa

θ δθ
b + Π δa

φδφ
b , (10)

la cual podemos definir y calcular en GRTensor mediante

> grdef(‘P {ˆa b } :=

-2*PI(t,r)*kdelta {ˆa $r }*kdelta {ˆ$r b }
+ PI(t,r)*kdelta {ˆa $theta }*kdelta {ˆ$theta b }
+ PI(t,r)*kdelta {ˆa $phi }*kdelta {ˆ$phi b }‘);
> grcalc(P(up,dn));

> grdisplay( );

El tensor de momento–energı́a mas general que podemos aso-
ciar a la ḿetrica (6) es

Tab = (µ + p)uaub + pgab + Pab + 2q(aub), (11)

dondeµ, p (densidad de energı́a y presíon isotŕopica) son
funciones de (t, r), Pab es el tensor definido anteriormen-
te (presiones anisotrópicas) yqa (flujo de enerǵıa) satisface
qaua = 0. Para la ḿetrica (6) este covector esqa = Qδr

a,
dondeQ = Q(t, r) es una funcíon arbitraria. Definimos y
calculamos primeroqa:

> grdef(‘q {a} :=Q(t,r)*kdelta {a ˆ$r }‘);
> grcalc(q(dn));

e inmediatamente definimos y calculamosTab dado por (11):

> grdef(‘T {a b} :=
(mu(t,r)+p(t,r))*u {a}*u {b} + p(t,r)*g {a
b}
+ P{a b} + 2*q {(a }*u {b) }‘);
> grcalc(T(up,dn));

Las ecuaciones de Einstein (Ga
b = κT a

b) forman un objeto
tensorial que se define y calcula como:

> grdef(‘EE {ˆa b } := G {ˆa b } = kappa*
T{ˆa b }‘);
> grcalc(EE(up,dn));
> gralter( , autoAlias);
> grdisplay( );

La divergenciaT ab
;b se define y calcula tal y como lo hici-

mos para la ḿetrica Robertson–Walker:

> grdef(‘J {ˆa } := T {ˆaˆb;b }‘);
> grcalc(J(up));
> gralter( , autoAlias);
> grdisplay( );

Sin embargo, este vector es ahora mucho mas complicado
que el calculado para (1).

Para tensores de rango mayor que 2, la simetrı́a o anti-
simetŕıa sobre dośındices no–contiguos se denota mediante
barras verticales. Por ejemplo, si el tensorVabc es siḿetrico o
antisiḿetrico con respecto a losı́ndicesa y c, esto se denota
como

V(a|b|c) ó V[a|b|c]. (12)

Podemos formar un tensor de rango 3 através de
Vabc=Pab;c, dondePab es el tensor de presiones anisotrópi-
cas de (11). Si queremos definir la parte simétrica de este
tensor con respecto a losı́ndicesa y c, primero definimos
y calculamosVabc, para luego definir y calcular su parte
simétrica

> grdef(‘V {a b c } := P {a b;c }‘);
> grcalc(V(dn,dn,dn));
> grdef(‘VS {(a b c } := V {(a |b| c) }‘);
> grcalc(VS(dn,dn,dn));
> gralter( , autoAlias);
> grdisplay( );

Nótese ćomo GRTensor reconoce las barras verticales|..|
engrdef .

5.2. Derivadas covariantes y operadores diferenciales

Dado un objeto tensorial previamente definido (o predefini-
do) y ya calculado, podemos calcular su derivada covariante
sin tener que definir un nuevo tensor. Por ejemplo, si quere-
mos calcular el tensor dado por la derivada covarianteRa

b;c,
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no necesitamos definirlo congrdef , lo podemos calcular
directamente agregando un tercerı́ndicecdn :

> grcalc(R(up,dn,cdn));

Lo mismo podemos hacer con la derivada covariante de cual-
quier objeto tensorial definido y calculado congrdef y
grcalc , por ejemplo, para los tensoresua y Pab ya calcula-
dos, podemos calcular directamenteua

;b o Pab
;c, agregando

un ı́ndice extracdn o cup (seǵun sea el caso):

> grcalc(u(up,cdn));
> grcalc(P(dn,dn,cup));

Tambíen es posible calcular objetos tensoriales formados me-
diante derivadas ordinarias, como por ejemploRa

b,c oPab
,c.

Estos objetos se calculan también directamente usando como
ı́ndices extrapdn o pup , seǵun sea el caso.

GRTensor tiene predefinidos varios operadores diferen-
ciales que actúan sobre objetos tensoriales, como por ejem-
plo el operador delambertiano¤ y la derivada de Lie£ a lo
largo de un vectorva. Si consideramos un tensorAab, estos
operadores son:

¤Aab = gcdAab
;c;d, (13)

£v Aab = Aab ;cv
c + Abcv

c
;a + Aabv

c
;b. (14)

Suponiendo queAab ya ha sido definido y calculado, las
ecuaciones anteriores se calculan con GRTensor mediante

> grcalc(Box[A(up,up)]);
> grcalc(LieD[v(up),A(dn,dn)]);

En particular, la condición que determina siva es un vector
de Killing (ya sea un vector de Killing propio o vector confor-
me de Killing) viene dada por la derivada de Lie con respecto
a vc, pero aplicada al caso particular en queAab = gab. To-
mando en cuenta quegab;c = 0 obtenemos a partir de (14) la
condicíon siguiente:

£vgab − λgab = v(a;b) − λgab = 0, (15)

dondeλ es un escalar. El vectorva es vector de Killing pro-
pio si λ = 0, lo cual define una isometrı́a, mientras que si
λ es una constante (6= 0) va define una simetrı́a homot́etica
(auto–similaridad). GRTensor permite para un vector arbitra-
rio va verificar si se cumple la condición (15), dando el valor
deλ (si no es cero), mediante la instrucción:

> grcalc ( KillingTest[v] );

Otros operadores diferenciales son derivadas direcciona-
les a lo largo de vectores base, ası́ comoDsq y CDsq aso-
ciados respectivamente aΦ,aΦ,a y Φ;aΦ;a para un escalar
previamente definidoΦ = Φ(xa).

5.3. Tensores asociados a una 4-velocidad

Dado un campo de 4-velocidadesua podemos definir varios
tensores que surgen de la descomposición invariante deua;b:

Θ ≡ ua
;a, escalar de expansión

u̇a ≡ ua;bu
b, 4–aceleracíon

σab ≡ u(a;b) + u̇aub − Θ
3

hab, deformacíon (shear)

ωab ≡ u[a;b] − u̇aub, vorticidad

Eab ≡ Cabcdu
cud, Tensor “eĺectrico” de Weyl (16)

Estas cantidades tienen una clara interpretación f́ısica y
geoḿetrica y son muýutiles en el estudio de espacio–tiempos
cosmoĺogicos. Estos objetos tensoriales ya están predefinidos
por lo que, habiendo definido y calculadoua, los podemos
calcular directamente congrcalc . Si usamosu(up) pre-
viamente calculado para (6), las siguientes instrucciones nos
permiten calcular estos objetos (en el orden en que aparecen
en (16)):

> grcalc(expscalar[u]);
> grcalc(acc[u](dn));
> grcalc(shear[u](dn,dn));
> grcalc(vor[u](dn,dn));
> grcalc(E[u](dn,dn));

Asociados a los tensoresσab, ωab tenemos a los escalares

σ = [σabσ
ab]1/2, ω = [ωabω

ab]1/2, (17)

los cuales se calculan con:

> grcalc(shear[u]);
> grcalc(vor[u]);

Otras cantidades asociadas a un vectorua son la “parte
magńetica” del tensor de Weyl y la ecuación de Raychaud-
huri:

uaΘ,a +
Θ2

3
+ u̇a

;a− u̇au̇a +σ2−ω2 =
κ

2
(µ+3p). (18)

cuyo lado izquierdo está completamente determinado en
términos de los objetos (16) y (17).

Aunque hemos usado a la 4–velocidadua como ejemplo
del ćalculo de los tensores en (16), (17) y (18), podrı́amos ha-
ber utilizado cualquier campo vectorialva normalizado, ya
sea temporal (vava = −1) o espacial (vava = 1), pero no
nulo o tipo–luz (vava = 0).

6. Tensores en una base no–coordenada.

Hasta ahora hemos visto cómo GRTensor permite definir y
calcular objetos tensoriales definidos en una base de coorde-
nadas (base holonómica). Tambíen es posible definir y calcu-
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lar tensores en términos de bases o tétradas de vectores o 1–
formas anholońomicas. Como ejemplo, veamos el espacio–
tiempo de Schwarzschild

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2

+ r2
(
dθ2 + sin2 θ dφ2

)
. (19)

Para la base ortonormal de 1–formas:

ω(1)
a =

[(
1− 2M

r

)−1/2

, 0, 0, 0

]
, (20)

ω(2)
a = [0, r, 0, 0] , (21)

ω(3)
a = [0, 0, r sin θ, 0] , (22)

ω(4)
a =

[
0, 0, 0,

(
1− 2M

r

)1/2
]

, (23)

la métrica (19) toma la forma ortonormal lorenziana:

η(a)(b) = ω(a)
c ω

(b)
d gcd = diag[1, 1, 1,−1], (24)

dondegab es el inverso matricial de la ḿetrica dada en (19) y
el ı́ndice de la t́etrada toma los valores(a) = 1, 2, 3, 4.

Todos los tensores predefinidos que calculamos en ba-
ses de coordenadas se calculan para la base (23) y la métrica
(24). Sin embargo, GRTensor debe cargar (23) y (24) leyendo
un archivo de texto diferente al usado en las métricas dadas
en base de coordenadas (aunque dicho archivo debe estar
tambíen ubicado en el mismo subdirectorio “metrics” que
contiene los archivos de las métricas en base de coordena-
das). Para el espacio–tiempo de Schwarzschild con la tétrada
(23) este archivo debe tener la forma:

Ndim := 4 :

x1 := r :

x2 := theta :

x3 := phi :

x4 := t :

eta11 := 1 :

eta22 := 1 :

eta33 := 1 :

eta44 := -1 :

bd11 := (1-2*M/r)ˆ(-1/2) :

bd22 := r :

bd33 := r*sin(theta) :

bd44 := (1-2*M/r)ˆ(1/2) :

# Metrica de Schwarzschild en base ortonormal

Si a este archivo lo llamamosschwb.mpl , entonces pa-
ra cargar GRTensor y esta métrica tecleamos

> grtw();
> qload(schwb);

Una vez cargada la ḿetrica (24) y la base (23), la instrucción
de GRTensor para calcular (por ejemplo) el tensor de Rie-
mannR(a)

(b)(c)(d) es

> grcalc(R(bup,bdn,bdn,bdn));

Como muestra el ejemplo, tenemos exactamente la misma
sintaxis que en la base de coordenadas, excepto que en vez
de denotar lośındices comoup y dn los denotamos como
bup y bdn , mientras que para tensores nuevos formados con
derivadas covariantes se agreganı́ndicescbup o cbdn seǵun
sea el caso (ver hoja de ayuda grtbasis).

Para definir tensores nuevos mediantegrdef usamos
exactamente la misma sintaxis que en los casos de ba-
ses coordenadas, excepto que losı́ndices se escriben en
paŕentesis:(a) o ˆ(a) , respectivamente paráındices co-
variantes y contravariantes. Por ejemplo, definimos el vector
W (a) = [r, 0, 0, t] y lo calculamos junto con su derivada co-
varianteW (a)

;(b)

> grdef(‘Wˆ(a):=[r,0,0,t]‘);
> grcalc(W(bup));
> grcalc(W(bup,cbdn));

Ahora definimos y calculamos el tensor

Z(a)(b)(c) = R(a)(b)(c)(d)W
(d)

y su derivada covarianteZ(a)(b)(c)
;(d)

> grdef(‘Z {(a)(b)(c) }:=R {(a)(b)(c)(d) *Wˆ(d)}‘);
> grcalc(Z(bdn,bdn,bdn));

> grcalc(Z(bdn,bdn,bdn,cbup));

Hemos usado como ejemplo una tétrada ortonormal, pero
tambíen es posible utilizar tétradas de Newman–Penrose.
Tanto para uno como para el otro (o cualquier) tipo de tétra-
das GRTensor tiene predefinidos escalares invariantes asocia-
dos a los tensores de Riemann y Weyl, ligados a varias clasifi-
caciones invariantes de espacio–tiempos, incluyendo la clasi-
ficación de Petrov (ver hojas de ayuda grtbasis y grinvars).

7. Otras instrucciones importantes.

En esta sección ofrecemos un resumen de algunas instruccio-
nesútiles que no fueron descritas en las secciones anteriores.

grapply

Aplica una funcíon o rutina de Maple a todo compo-
nente, pero (a diferencia degrmap ) no modifica la
forma calculada del tensor en la memoria de GR-
Tensor. La salida de esta instrucción es a la hoja de
trabajo o a un archivo de texto. Es particularmenteútil
para construir una salida de LATEX de tensores calcu-
lados y modificados através de la funcíon “latex”, que
genera el ćodigo de LATEX de cualquier objeto eva-
luado en una sesión de Maple. Por ejemplo, si hemos
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calculado el tensor de Ricci,Rab, para alguna ḿetri-
ca, podemos generar el código LATEX de dicho objeto y
desplegarlo en la pantalla mediante:

> grapply ( R(dn,dn), latex, ’x’ );

o bien, guardarlo en un archivo de texto con la opción
“file =” especificando la trayectoria del archivo:

> grapply ( R(dn,dn), latex, ’x’,
file=‘trayectoria‘ );

grcalc1(Tensor(), [comp]);

Calcula una sola componente especı́fica de objeto ten-
sorial. Para desplegarla en la pantalla es necesario usar
grcomponent

grclear( arg );

Borra la memoria de un tensor calculado (no borra de-
finiciones hechas congrdef , eso lo hacegrundef ).
El resultado de esta instrucción depende de la variable
“arg”:

arg = objeto tensorial (por ejemplo
R(up,dn) ), borra el objeto tensorial cal-
culado en la sesión, mas no la ḿetrica car-
gada.

arg = results , borra todos los tensores
calculados, mas no la ḿetrica cargada.

arg =metric , borra tambíen ḿetrica (pero
no la base, en caso de estar usando una base
no–coordenada).

arg =spacetime , tambíen la base.

grsavedef(GRTobjects, ‘trayectoria‘ ); y

grloaddef(GRTobjects, ‘trayectoria‘ );

Permite guardar en un archivo de texto (ubicado en
‘trayectoria‘ ) definiciones de tensores hechas
mediantegrdef . Dichas definiciones se pueden car-
gar a una sesión de GRTensor mediantegrloaddef .
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Apéndice

Es muy ilustrativo mostrar ćomo podemos utilizar las instruc-
ciones de manipulación y simplificacíon de Maple para trans-
formar las ecuaciones de campo (Gab = κTab) y de balance
(T ab

;b = 0) en un sistema de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden que puede ser integrado con métodos nuḿericos.

i. El material del presente artı́culo est́a basado en el curso “Apli-
caciones del ćomputo simb́olico a la Relatividad General”, im-
partido por el autor en el VI Taller de la División de Gravita-
ción y F́ısica Mateḿatica de la Sociedad Mexicana de Fı́sica,
Metepec, Puebla, noviembre de 2005. El material del curso e
informacíonútil sobre GRTensor puede ser descargado del sitio
www.smf.dgfm/VI taller/cursosussman.

ii. De aqúıen adelante describiremos exclusivamente el uso de
GRTensor en Maple, considerando que este módulo corre en
Mathematica en froma completamente equivalente).

iii. En general es importante no usar nombres que coincidan con el
de alǵun tensor, predefinido o definido por el usuario. Esta regla
se aplica ya sea a objetos tensoriales que el usuario quiere defi-

nir, o a nombres déındinces, e incluso a variables usadas en la
sesíon de Maple. Esto descarta, por ejemplo, la posibilidad de
usar nombres como:g (tensor ḿetrico),R(tensores de Riemann
y Ricci),G(tensor de Einstein) yC(tensor de Weyl). Sugerimos
al lector consultar la hoja de ayuda en linea “grtobjects”.
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