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El paquete GRTensor permite definir, calcular y manipular tensores de rango y dimartsitrarios, a partir de las componentes de una
métrica dada en una base de coordenadas o mediante bagéésdad arbitrarias. Presentamos en el presente trabajo algunas aplicacione
basicas de dicho paquete a la definicion y evaluade objetos tensoriales de uso éonen Relatividad General, considerando para este
objetivo ejemplos sencillos e ilustrativos.

DescriptoresAIgebra computacional; relatividad general; tensores.

The package GRTensor allows one to define, calculate and manipulate tensors of arbitrary range and dimension from the component
metric, either in a coordinate basis or tetrad. By considering simple and instructive examples we implement basic applications of this pacl
to define and compute tensorial objects of common usage in General Relativity.
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1. Introduccion Al descargar GRTensor, el usuario recibe los archivos bi-
narios que permiten activar las subrutinas del mismo (ya sea
en Maple o en Mathematita Junto con estos archivos vie-
ne la documentadh necesaria para el uso de GRTensor: el
manual (en archivos postscript), un sistema de ayuda en li-
nea en hipertexto, asi como archivos de texto que contienen
las componentes del tensoktrico de un vasto calogo de
espacio—tiempos conocidos (los cuales GRTensor delaer

gar para definir y calcular tensores).

En lo que resta del presenteiadio describimos el fun-
cionamiento de GRTensor, empezando por la in€taldel
mismo, siguiendo por la lectura de un&tnica dada, dsco-
mo la definicon, dlculo y manipuladn de varios tensores
relevantes.

Los objetos tensoriales de rango diverso son éa gnpor-
tancia en varias disciplinas de lésiea Térica y Matenati-
cas Aplicadas: Relatividad General, Teodel Medio Con-
tinuo, Termodimmica e Hidrodiamica de Febmenos de
Transporte, Geomé# Diferencial. Debido a la alta comple-
jidad de los algoritmos utilizados, es sumamaitiepoder
aplicar programas conocidos densputo simBlico al calcu-

lo y manipulacbn de dichos objetos. El presente trabajo ilus-
tra ddmo se efedta esta manipulagn tensorial en el paquete
GRTensat.

El paquete GRTensor [1] es unbdulo completo de
subrutinas del lenguaje de prograntaciinterpretado Ma-
ple [2], cuyo propsito es definir, calcular y manipular ob-
jetos tensoriales de rango y dimemsarbitrarios. Dichas su- 2. |nstalacion y lectura de métricas
brutinas corren en el ambiente sidlico—nunérico y géafico
de Maple. Al correr GRTensor en una sesde Maple pode- Una vez que recibimos de la red la districutde GRTensor,
mos utilizar las instrucciones y comandos pre-existentes egl primer paso es el proceso de su inst@lacdomo nddulo
Maple, sin embargo GRTensor cuenta con instrucciones prasociado a Maple. Obviamente, GRTensor requiere que Ma-
pias (diferentes de las de Maple&sdar) que llevan a definir ple esé funcionando en la computadora huesped. La docu-
objetos de GRTensor que solo pueden ser operados o0 modifirentacbn que acomgaa a GRTensor contiene instrucciones
cados por instrucciones de GRTensor. precisas para la instal@ci del mismo en los sistemas DOS—

Es necesario mencionar que, adende las versiones pro- Windows, Intel-Linux y estaciones de trabajo basadas en
gramadas de GRTensor para Maple, existen versiones prbinix. Para su instalaén en la plataforma Apple—Macintosh
gramadas de GRTensor que corren sobre el paguete Mathfsistemas 9 y anteriores, asi como en MacOSX), sugerimos
matica, en forma muy semejante a como corre sobre Majue el lector consulte la Ref. 4.
ple. GRTensor puede ser utilizado en cualquiera de las plata- Para definir y calcular tensores arbitrarios GRTensor re-
formas de hardware compatibles con Maple o Mathematicaguiere la especificagn de un tensor #trico, ya sea dado en
DOS-Windows, Apple—Macintosh, Intel-Linux,i@®@mo en  una base de coordenadas o en una base de vectoresasdem
las principales estaciones de trabajo con sistemas operativde los archivos binarios (extensi .m), la distrubudin de
Unix. Mientras que Maple y Mathematica son paquetes d&RTensor que recibimos de la red contiene un archivo de ini-
software comerciales, GRTensor puede ser descargado dedilizacbn (Maplelnit) y un directorio llamado “metrics” que
red gratuitamente [1]. contiene archivos de texto (con extémsimpl) que especifi-
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can los componentes de lagicas que debareer GRTen-  g33_ := A(t)"2*r"2*sin(theta) 2/(1+k0/4*1"2)"2
sor para definir y calcular tensores. :
Aungue los detalles del proceso de instdladlependen g44_ = -1 :
del sistema operativo de la computadora huesped, indepeti- Metrica Robertson-Walker
dientemente del mismo, este proceso consiste en los siguiet-Coordenadas esfericas r,theta,phi,t
tes tres pasos: # kO = 0,1,-1

1. Colocar el directorio “lib” que contiene los archivos bi- gj 5 este archivo lo nombramos “RW.mpl”, entonces la ins-
narios de GRTensor en los subdirectorios apropiados.irccion de GRTensor que carga esttrica es

2. Editar el archivo de inicializabn de GRTensor, dando _
la trayectorial local del subdirectorio “lib”, de manera > Ql0ad(RW);
que los binarios puedan ser leidos al abrir unadsesi

de Maple. Notese que la extension .mpl ha sido omitida. El archivo .mpl

indica el fimero de dimensiones, los nombres de cada coor-
3. Editar el archivo de inicializabn de modo que que- denada, dscomo comentarios pertinentes que Maple no lee
de especificada la trayectoria local del directorio “me-(lineas que inician con el caracter #). Una vez ejecutada la
trics”. instruccbn gload GRTensor responde con laétnica dada
. . _ i exactamente por (1). GRTensor&sithora listo para definir
Estos pasos vienen descritos en un archivo ‘readmet@s  y caicular tensores para dicheétrica. La Fig. 1 ilustra la
mo en el sitio oficial de GRTensor [1]. El usuario puede tam-3.cpn de las instruccionegrtw y gload para la nétrica
bién consultar [4] o solicitar ayuda al autor por correo eleCRW.mpI.

trénico.
Una vez terminado el proceso de instabagial teclear la o 3
instruccbn de inicializachn de GRTensor 3. Tensores predefinidos: modo deatculo
> grw(): GRTensor tiene una lista amplia de tensores y obje-

tos tensoriales de uso cém predefinidos, por ejemplo, la
L@étrica inversa y el determinante de l&tmica, g°°, g, los
simbolos de Christoffell'* ;., los tensores de Riemann, Ric-
ci, Einstein, Weyl, R.,, R, G§,Cy.;) y todos sus obje-

0s duales obtenidos por contracciones con &rite (su-

debe aparecer un “mensaje de bienvenida” que indica q
GRTensor esitlisto para ser utilizado.
El siguiente paso es cargar un&tnica, es decir, alguno

de los archivos de texto .mpl que estan ubicados en el subdi- baiar indi " | | itan d
rectorio “metrics”. Es posible tamin introducir los compo- 2 Y bajarin ices), as como los escalares que resultan de

nentes de la ktrica (en base de coordenadas o de vectoresS)“S contracciones entre ellos: escalar de Ricci, Kretschmann,

en forma interactiva (ver Ref. 4), sin embargo en estewd (R = Rg, K = R*"* Rapea). Lg lista de objgtos predefinidos_
veremosinicamente el proceso no—interactivo puede ser consultada accediendo a la hoja de ayuda en linea

Supongamos que deseamos que GRTensor defina y caﬂrt'Ob]eCtt).s ' definid d lculados di
cule tensores asociados a latica Robertson-Walker dada  -0S 0Pietos predefinidos pueden ser calculados directa-
mente mediante la instruési “grcalc ". El uso de esta

en una base de coordenadageshs(r, 0, ¢,t): instruccbn determina el “modo deéatculo” de GRTensor
A2(t)[dr? + r2(d6? + sin® 0 d¢?)] ) en el que la posion de caddndice se especifica con “dn”
[1 N %0742]2 ’ (indice abajo) y “up” {ndice arriba). Por e]emplo,_5| guere-
mos que GRTensor calcule el tenggt;, (tensor “mixto” de
dondeky = 0,41. El archivo de texto con exterisi .mpl  Ricci, debemos teclear
que debemos crear (si es qusmano existe en el directorio

ds® = —di® +

“metrics”) es: > grcalc(R(up,dn));

Ndim = 4 : Para que GRtensor despliegue el tensor tecleamos

X1l =7r:

X2 := theta : > grdisplay(R(up,dn));

X3 = phi :

X4 =t De la misma forma podemos calcular y desplegar cualquier
gl1l._ = A(t)"2/(1+k0/4*r"2)"2 : otro objeto predefinido (ver Fig. 2). La instruonigrcalcd

g22_ = A(t)"2*r2/(1+k0/4*r"2)"2 : calcula y despliega el tensor.
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> ogrew();

Scalar invariant library.
Last modified 25 March 19%7.
"Differential Invariants~
"Last modified Jan. 20, 1%95%°

"Basis/ftetrad related object definitions”
"Last modified 23 January 2001°
"Last built 27 May, 1999

"Last built 2T May, 139%°

CGRTensorll Version 1.7% (R4}
i+ February 204
Developed by Peter Musgrave, Denis Follney and Kavll Lake
Copyright 1994-200] by the authors.
Latest version available from: hitp/griensor. phy. queensw.ca’
AETtiO S K metrics!
> gload{RW):
Defmult spacetime = RW
For the BW spacetime:

Coordinates
Mup}
x7=[r.8.0.1]
Line element
2 2 1 2 2 P 2 2
Aty d Altfr™ da AL T sin(E) 4
H2 ity dr LA L Al o) do .2
| 2 . | 2 : | 2 )
I+—k'|}ri I+—k1}r] I+—k{rr]
4 ) 4 J 4 ]
FIGURA 1. Inputy output de las instrucciongstw y gload para la nétrica Robertson—Walker.
[> grecale(R{up,dn));
Created definition for R{up,dn}
CPU Time =4.230
> grdisplay(_);
For the EW spacetime:
Riup.dn}
Riup, dn}
2 1 2 ]
d .0 a2 ) d .0 di
2k0+2 —."i{tj-1 + Alt) —A{t}] 2k0+2 —."i{t}1 + Aty — Alt)
dt J mz dt ) mz '
a | ) H \ i
R h= 00 D 0.0,
AftF ] Aty |
2 2 | 2 11
A ' E
2kﬂ+2[thu” + Alt) 4 Auq 3 2 huqs[
dt 2 t 2
4 dt | 1 dt I L
0.0, 04| 00,0, |
Aty | Alt) 4]

FIGURA 2. Input y output de las instrucciongscalc y grdisplay

para el tensor de Ricci.
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En el caso de escalares (no haglices)grcalc  simple-  un ansatz o una funin expicita (por ejemplad(t) = t'/2).

mente adia sobre el nombre asignado al objeto (ver hoja dé_a instruccon de sustituéin en Maple eétindar esubs y
ayuda en linea “grbbjects”). Por ejemplo, el nombre asig- su sintaxis es muy simple: para sutituir= k7 /3 en la ex-
nado al escalar de Ricci &icciscalar , por lo que para presbnz sin z, tecleamos:
calcular y visualizar este objeto tecleamos

> subs(x = k*Pi/3, x*sin(x) );
> grcalc(Ricciscalar);
> grdisplay(  ); Si sustituimos una forma explta de A(¢) en una expreéin

que contenga a esta fubai y derivadas de la misma, en-
en donde hemos usado el caracteon el cual GRTensor de- tonces para que se evaluen las derivadas debemos aplicar la
nota quegrdisplay  es aplicada aliltimo objeto tensorial instruccbneval despis de haber sustituido cenbs . Por
calculado, o sea, en este cddiociscalar . ejemplo, si queremos sustituit(t) = ¢2/% en la expregin

1+ A/A? (con’ = d/dt), le asignamos el nombiE a esta
3.1. Simplificacn, factorizacion y sustitucion en Maple  expresbn y la sustitudn y evaluadn se da mediante:

estandar.
i F = 1+diff(A(t),)/A(t)"2;

Una vez calculado un tensor dado, podemos aplicar globaE subs( At) = t(2/3), F);
mente (a todas sus componentes) cualquier instoaziru-
tina de manipulaéin algebaica de Maple. Por ejemplo, que
fac@orice N expandg Cad"% componente o que susti}uya algu%nde el anbolo % indica queval actia sobre el resultado
variable o una funéin arbitraria que aparezca en |&tmca. de la instrucdn inmediatamente anterior.
Para entender como GRTensor opera globalmente estas ru-
tinas es conveniente examinamneo estas operan en Maple
estindar. Las instrucciones mas comunes de este tipo son:

> eval(%);

3.2. Simplificacbn, factorizacion y sustitucion con GR-
Tensor.

= normal , transforma i ) ) 3
Sin embargo, las instrucciones de Mapléasdar que hemos

descrito anteriormente no pueden ser aplicadas directamente
a4 ¢ an ad+bc . , .
b d bd a objetos calculados por GRTensor. Por lo tanto, unabopci
es transformar objetos de GRTensor en objetos de Maple
(arreglos), lo cual discutiremos mas adelante. La otrabopci
it W b es aplicar globalmente las instrucciones de Maple con ins-
= enc+og trucciones propias de GRTensor. Por ejemplo, si queremos
(a+b)c enac+adb aplicar “expand " a todas las componentes &up,dn)
(a+b)2 en a® + 2ab + b2 (o sea,R“};), podemos usar la instrucei gralter que
puede trabajar en forma interactiva

= expand , transforma

» factor , transforma
> gralter(R(up,dn));

a® +2ab+b* en (a+b)? . . . L . :
apareC|end0 inmediatamente un menteractivo de opcio-

Ademas de estas instrucciones®@&implify 7, lacuales  nes que identifica cada instruonipredefinida con unime-
equivalente a normal o a factor (a menudo estas instruccionés. El nimero 6 identifica @xpand , por lo que al teclear
dan el mismo resultado). este imero, esta instruodh es aplicada a cada componente

Para manipulaciones mas especializadas Maple usa teR(up,dn) .Parausagralter enforma no-interactiva
instruccbnsimplify ~ con una opdn adecuada, por ejem- (cuando ya se conoce las instrucciones que aplica) simple-
plo, siX es una expredh con funciones trigonoatricas, es mente se teclea el nombre de la instréoc{o su fimero)
conveniente simplificarla con la ojaci “trig”: como segundo argumento dealter
> simplify( X, trig); Una opcon muydtil degralter  esautoAlias , cuyo

efecto es reemplazat(t) simplemente pord, mientras que
O bien, para que Maple transformé&? ena (asumir quez  sus derivadaglA(t)/dt y d?A(t)/dt* son respectivamente
es real positivo), o que exprege’)? como &¢, usamos la reemplazadas paod; y A;;. Este efecto permite tratar con
instruccon simplify con la opdn “symbolic”. Para mayor expresiones mas compactas por lo que es de gran ayuda para
detalle sobre estas simplificaciones ver Ref. 4. la visualizacbn de componentes tensoriales. Como ejemplo,

Una manipuladn algebaica muy utilizada es la sustitu- aplicamosgralter ~ con la opcbn autoAlias  seguido
cion de una variable por otra (o por un valor renmno). Enel  inmediatamente dexpand (ver Fig. 3):
caso de la ratrica RW, tenemos una furdei arbitrariaA(t),
por lo que podi serdtil el poder sustituir esta funn por > gralter(R(up,dn), autoAlias);
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> gralter( _, expand); balmente objetos de GRTensor en objetos de Maple llamados
> grdisplay(  ); “arreglos”, los cuales se pueden manipular como objetos

matriciales. La instrucon de GRTensor que lleva a cabo
Una variante interesante es la instriccgrcalcalter , esta transformaoh esgrarray . Por ejemplo, si queremos
gue calcula un objeto predefinido y aplica (conforme calcuconstruir un arreglo de Maple con nombre asignado “Rmix”
la) las instrucciones contenidas gralter . gue contenga las componentes ya calculadd®(dp,dn)

Otra instrucabn para aplicar cualquier rutina, fubci  tecleamos
0 instruccon estandar de Maple en forma global a objetos
de GRTensor egrmap . Esta instruc@n de es sumamente > Rmix := grarray( R(up,dn));
poderosa y versatil, sin embargo su sintaxis @s compli-
cada quegralter . Como ejemplo (ilustrado por la Fig. 4), La componenteR’ ( o 1,1) se obtiene inmediatamente te-
veamos la sustituén global deA(t) = t'/3y kg = 0Oenel  cleando:
tensorR® ;, (ya modificado pogralter , ver Fig. 3) teclea-

mos > Rmix[1,1];

,>, .grmap(R(up,dn),subs,A(t):t‘(l/B),k0=01 Una vez que tenemos un objeto de GRTensor definido como
X); ) _ arreglo de Maple eahdar, lo podemos manipular o simpli-

> grdisplay( .); ficar usando las instrucciones usuales de Maple para arre-

) L ] glos. Si aplicamograrray a un objeto vectorial, obtene-
Para consultar otros ejemplos de aplicaalegrmap referi- 1,05 un vector de Maple éstdar y entonces las componen-
mos allector ala hoja de ayuda de dicha instrieca$como g5 se extraen especificando un solonero, mientras que

al manual incluido en la distribumh de GRTensor (disponi- grarray  aplicado a un escalar simplemente da una sola ex-
ble en el sitio de GRTensor [1]) o bien a la Ref. 4. presbn (arreglo de orden cero).

3.3. Extraccion de componentes individuales.

Una vez calculado, si deseamos extraer una compenente eA§- Modo de definicon de tensores

pedfica, por ejemplo la component&. del tensorRy (com-

Si necesitamos trabajar con un objeto tensorial que @eest
ponente “1,1” deR(up,dn) ), tecleamos J ) g

la lista de tensores predefinidos, necesitamos entonces de-
finirlo. La sintaxis del modo de defintmh de GRTensor es
diferente a la del modo deatculo que vimos en la sedsi
anterior. Obviamente, necesitamos definir un tensor antes de
poder calcularlo en el modo déalculo.

Usaremos como ejemplo la defirboide una 4-velocidad
u® y la construcdin subsecuente del tensor de momento—
energa del fluido perfecto:

> grcomponent(R(up,dn),[1,1]);

Una vez ejecutada esta instrumtj la componente exfida
es una expreéh de Maple eséindar, por lo que es posible
aplicarle directamente cualquier instrumtiestandar de Ma-
ple, por ejemplo, asignarle un nombre (por ejemplo “R11"):

Z goompenentt Riup.ank[L.A); T — [u(t) + O +p(6) g™, (@)

ambos tensores compatibles con l&trita Robertson—

o bien, aplicar cualquiera de las instrucciones de simplifica; . . . L,
., Pl q : . PIICaY, o ker (1). Primero definimos la 4-velocidad cowil dada
cion mencionadas anteriormente. Obviamente, para extraer

) i L a sea por

un objeto vectorial (tensor de undice) la componente se y P " "

especifica con un soloimero dentro del corchete []. Para u® = ot 3)
lares n n ri rieher n mponente: .

escalares no es necesario dar(ghero de una componente 0 equivalentemente como

> grcomponent(Ricciscalar); u® = [0,0,0, 1] 4)

con lo cual es posible asignarle un nombre o aplicar cualqui

) ., . e(rrecordemos gue es la cuarta coordenada). GRTensor per-
instruccbn de Maple esindar.

mite definir u® de ambas formas atras de la instrucéin

3.4. Pasar objetos de GRTensor a objetos de Maple grdef :

En vez de extraer componentes uno a uno para poderlos tratar grdef(u  {"a} := kdelta {a $t });
como objetos de Maple éstdar, podemos transformar glo-
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> gralter( , autoAlias);
Component simplification of a GRTensorII object:

Applying routine autohlias to object R{up,dn)
wWarning, alias or macro A[t] defined in terms of &
CFPU Time =10,

> gralter( , expand);
Component simplification of a GRTensorII object:

Applying routine expand to object R{up,dn}
CPU Time =0.010

> grdisplay(_);
For the RW spacetime:

Riup.dn}
Ei{up. dn}
E 5 5
2k0 | 2AD Ay [
+ 1 4 0 0 o
At a4t A :'
'
Ik 2.1";2 A .
i
1] 2+ S 1] o
R.a i A _l"l._z A :
b !
kD E.I'tz A |
0 0 =+ e o |
A* Al A }-
'
I A
0 O O ~ |
L A d

FIGURA 3. Modificacion del tensor de Ricci mediangealter  con las opcioneautoAlias  y expand .

B grmap(_, =subs, A=t~ (1/3), kO=0, 'x');
Applying routine subs to R{up,dn)

E grdisplay(_);

For the EW spacetime:
E{up.dn}
Fi{up, dn}
[0 0 0 o]
L L 0 L
a —
R Sle o o 0
l
0 0 0 - i}
£ B

FIGURA 4. Modificacion del tensor de Ricci mediangealter  con las opcioneautoAlias  y expand .
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o bien T definido y calculado. Las ecuaciones de Einstein se defi-

nen y calculan mediante:
> grdef(u {a} := [0,0,0,1]);

> grdef(EE {"ab} := G{"ab }= kappa*T {"a
las cuales son muy parecidas a como de esartben (3) y  b});
(4). Del lado izquierdo delimbolo de asignadin (= ) escri- > grcalc(EE(up,dn));
bimos el nombre que seasignado al tensor que definiremos. > gralter(  _, expand);
En este caso usamaos pues ninguno de los tensores prede-> gralter(  _, autoAlias);
finidos usa esteimbolo (en caso contrario darnecesario > grdisplay(  .);
escoger otroimbolo para evitar un conflicto de nombrés)
Cadaindice “contravariante” (supgrdice) se escribe prece- donde hemos modificado el nuevo tensor mediante
dido con el smbolo™ , mientras que losdices “covariantes” gralter  con las opcionesexpand y autoAlias . Note-
(sulindice) se escriben como texto normal, todos ellos dentree ®mo GRTensor permite definir ecuaciones tensoriales,
de llaves{ } que siguen al nombre del tensor. Del lado dere-aden@is de tensores individuales. Es importante remarcar
cho de:= escribimos ladrmula o regla de correspondencia que, tanto en Maple éstdar como en GRTensor, éfrdolo
del tensor [como en (3)] o como una lista de componentes no denota una igualdad (ecu@e), sino una asignatn
[como en (4)], lo cual es solo aplicable al caso de tensorede un nombre a una variable o expéesi mientras que el
de rango 1 (vectores o 1-formas comfoo u,). Notese que simbolo= denota simplemente una igualdad. Una vez defini-
el tensor “delta de Kronecker” puede definirse corindice  das las ecuaciones de Einstein como una ebunaeinsorial,
dado por una coordenada (en este @3so podemos aplicar rutinas de simplificanj sustitudn o ma-

Una vez definida:®, de una forma u otra, necesitamos hipulacbn, tal y como se aplican a tensores predefinidos (ver

calcularla. En modo deadculo, el tensor definido como seccon anterior):
u{"a } pasa a seu(up) , por lo que se calcula median-
te > gralter(EE(up,dn), expand);

> grdisplay(  .);
> grcalc(u(up));

GRTensor permite tambin definir tensores en cuya re-

Ahora, ya que hemos definido y calculagby dado queg;*®  gla de correspondencia aparecen derivadas covariantes. Po
ya esh predefinido, podemos construir y definir el teriBét  ejemplo, el 4—vector formado por la divergendia= T 4,

dado por (2) de la siguiente forma: gueda definido y calculado mediante:
> grdef(T {a "b } := > grdef(J {fa} = T{a "b;b };
(mu(t)+p(t))*u {fa}u{b }+p(t)'g {"a b }); > greale(J(up));

> grdisplay(  .);

la cual es (como para®) muy parecida a como se define
T*® en notaddbn matenatica en (2). Como no hay conflicto NOtese que aunque la derivada covariante aparece como
de nombres, usamos el nom@fe del lado derecho de= sulindice enT®,,, engrdef el indice deésta se colo-
escribimos la regla de correspondencia dada por (2). Remaga junto al supéndice b . Si en vez de la divergencia
camos que en la definicion de este tergmlef denotacon J* = T, quisieramos definir y calcular la derivada cova-
el mismo $mbolo * a productos tensoriales (coméu?) ya  ranteJ* .= T ., la regla de correspondencia grdef
productos por un escalar (com() g®*). sefia: J{"a "b;c  }:=T {"a "b;c }. GRTensor tamén

Habiendo definidoT{"a "b } mediantegrdef tene- permite definir y calcular objetos tensoriales obtenidos me-
mos un nuevo tensor que, en modo ddcualo, se denota diante derivadas ordinarias, escribiendo en ese caso una come

T(up,up) . Para calcularlo usamogrcalc aplicado a “, " envez del puntoy coma . Estos objetos tensoriales se

T(up,up) . Una vez definido el tens@*®, podemos calcu- calculan y manipulan mediante las instrucciogesalc,

lar y visualizar directamente caical y grdisplay ~ (sin  gralter, grmap, grdisplay ,taly como se hace con

tener que definirlos previamente) los tensores duales asocit@s tensores predefinidos.

dosT%, 0T,y: Un ejemplo muy (til e interesante es el tensor de
momento—enefg de un campo escalap con potencial

> grcalc(T(up,dn)); V =V(®):

> grdisplay(  J); 1
Top =P,y — [2@,@70 + V(cb)} Gab- (5)
Asi como formamosT? a partir de u® y ¢%, po-

demos definir y calcular las ecuaciones de campdPara la rétrica RW necesariamente = &(¢), por lo que
de Einstein G*, = kT*,, pues el tensor de Einstein V = V(t). Tenemos entonces , = [0,0, 0, ® ;]. Construi-
G*, = R*, — (1/2) Ré*,, esh predefinido y ya tenemos mos primero este objeto tensorial de rango 1:
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> grdef(DPhi  {a} := [0,0,0,diff(Phi(t),})]");
> grcalc(DPhi(dn));
> grdisplay(  .);

Inmediatamente podemos definir (5), pues el tengetrico
esh predefinido:

> grdef(TS {a b} :=
DPhi {a}*DPhi {b}-(1/2*DPhi
b}

> grcalc(TS(up,dn));

> grdisplay(  .);

{c}*DPhi {"c }+V()*g {a

La ecuaddn de Klein—Gordon sigue de calcular la divergen-
ciaJ® = T4 , con el tensor (5):

grdef(JS {a} = TS{a "b;b 1},
grcalc(JS(up));

gralter(JS(up), expand);
gralter(JS(up), autoAlias);

grdisplay(  .);

VVVVYV

Si tomamos en cuenta qiig/® = dV//d®, obtenemos la for-
ma usual de la ecudm de Klein—Gordon para la geometr
Robertson-Walker.

5. Definicibn y manipulacion de tensores mas
complicados.

Para ilustrar ejemplos mas complicados usaremos @tid-m

SSMAN

grtw y gload , pero ahora la i&trica (6):

> grtw();
> gload(SS);

A continuacdn podemos calcular para estétnica cualquie-
ra de los objetos tensoriales predefinidos, asi como definir y
calcular tensores nuevos.

5.1. Tensores con simetas y componentes especiales

Muy a menudo un tensor de rango mayor o igual a 2 presenta
simetiias especiales entre duslices. Veamos el caso de ran-
go 2: a partir de cualquier tensdf,;, podemos construir su
parte singtrica y antisindtrica mediante:

1 L

Viap) = 3 (Vb + Via), parte singtrica (7)
1 o

Viap) = 3 (Vap — Vbe), parte anti—siratrica  (8)

de modo que un tensor totalmente 8inco o totalmen-
te antisinétrico satisface, respectivameni€,, = V() 0
Vav = Vi) GRTensor permite autdaticamente definir y
calcular tensores con estos tipos de simetbasta simple-
mente con usar los pamtesis adecuadds.) ol.]

en la definicbn degrdef .

Un ejemplo chsico de un tensor totalmente antigimi
co es el tensor de Maxwell dado e#rminos del potencial
vectorial electromagstico A, por:

Fab — Aa;b - Ab;a - 2A[a;b] (9)

En particular, para la ftrica (6) este tensor tiene solo dos

ca menos restringida que la de Robertson—Walker (1). Conscomponentes diferentes de cefq; = —F,; = 1, donde

deremos la rétrica general con siméi#r esérica dada por el
elemento de linea

ds* = —A%dt? + B*dr® + Y (d6? + sin® 0 dp?), (6)
dondeA, By Y son funciones arbitrarias de ). El archi-

vo de texto equivalente al archivdRW.mpl” lo llamamos
“SS.mpl "y viene dado por:

Ndim = 4 :

X1 =r:

X2 := theta

X3 = phi :

x4 =t

glli_ := B(t,n2 :

g22_ = Y(t,nN2 :

g33_ = Y(t,r)"2*sin(theta)"2 :
g44_ = A2 :

# Metrica general con simetria esferica

Por lo tanto, en una nueva s@side Maple repetimos el
proceso de carga de GRTensor y de esta nuétdda tal y
como procedimos en las seaoill con las las instrucciones

Y = 2Ap,. Por lo tanto, para estaétrica este tensor se
puede definir,com(_)Fab = ¢ (6L 6} — of 5;)_ = ], 65]_,
donde los pantesis rectangulargs.. ] indican anti—
simetrizacbn. En GRTensor este tensor anti-8triito se
define y calcula mediante las instrucciones:

> grdef(F {a b} :=
psi(t,r)* kdelta {[a "$t
> grcalc(F(dn,dn));

> grdisplay(  .);

t*kdelta {b] "$r });

Notese émo GRTensor reconoce elinsholo de anti-
simetrizacbn deindices[a .. b] en grdef . Tambén,
estas instrucciones ilustradroo es posible definir el tensor
“delta de Kronecker” con umdice “fijo”, o sea dado por una
coordenada en particular (anteponiendoigilmlo $ antes
del nombret o r engrdef ).

Tambén es importante remarcar que GRTensor tam-
bién reconoce el imbolo de simetrizadn de indices
(a ..b) dentro degrdef , de manera que el tensor
Uazp) = (1/2)(Uasp + upye) puede serapidamente definido
y calculado a partir de un vector 4—velocidatl El primer
paso es definir, calcular y normalizt (ya queuyu® = —1).
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Si consideramos una velocidad covil, tenemos:

> grdef(u {"a} :=[0,0,0,1]";
> grcalc(u(up));
> grnormalize(u(up,-1));

La instruccon grnormalize(u(up,-1)); normali-

za el vectoru® previamente calculado para que su nor-
—1 (sin embargo puede ser aplicada Las ecuaciones de Einstei@{, = ~7 ;) forman un objeto

ma seau,u® =

167

e inmediatamente definimos y calculanigg dado por (11):

> grdef(T {a b} =
EH;U(UHD(U))*U {aj*'u{b} + p(tn*g {a

+ P{a b} + 2*q {(a }*u {b) }');
> grcalc(T(up,dn));

a cualquier vector calculado, ya sea temporal o espdensorial que se define y calcula como:

cial, en cuyo caso se normalizala Para la natrica (6)
grnormalize(u(up,-1)); lleva al vectoru® cuyadni-
ca componente diferente de cerouwés= 1/A. El siguiente
paso es definiry calculdf,, = u(,.)

> grdef(U {a b} :=u {(ab) };
> grcalc(U(up,dn));

> gralter(  _, autoAlias);

> grdisplay(  ));

en donde hemos usado la apehutoAlias  para expresar
A(t) comoA y sus derivadas como silices.

Otro ejemplo interesante es el definir un tensor de traza 9ralter(

cero ortogonal a la 4—velocidad. S&g, tal que P,,u’ =
0y P, = 0. Para la mtrica (6) y la 4—velocidad
u® = /=gt ¢ = (1/A) ¢, este tensor podx tener co-
mo Unicas componentes diferentes de cerda;. = —211,
P%y = P? 4 =TI, dondell = II(¢,r) es una fundn arbi-
traria. Por lo tanto, tenemos la expi@stensorial

Py = —2116%8) + 16367 + T8%87,  (10)

la cual podemos definir y calcular en GRTensor mediante

> grdef(P {"fa b} :=

-2*PI(t,r)*kdelta {"a $r }*kdelta {"$r b }

+ PI(t,r)*kdelta {"a $theta }*kdelta {"$theta b }
+ PI(t,r)*kdelta {"a $phi }*kdelta {"$phi b });

> grcalc(P(up,dn));

> grdisplay(  .);

> grdef(EE {"a b} := G{"a b} = kappa*

T{"a b }Y);
> grcalc(EE(up,dn));
> gralter(  _, autoAlias);

> grdisplay(  .);

La divergencidl™*’ ., se define y calcula tal y como lo hici-
mos para la ratrica Robertson—Walker:

>grdef(d {fa} := T{abb };
> grcalc(J(up));

_, autoAlias);

> grdisplay(  .);

Sin embargo, este vector es ahora mucho mas complicado
que el calculado para (1).

Para tensores de rango mayor que 2, la simetranti-
simetia sobre do$ndices no—contiguos se denota mediante
barras verticales. Por ejemplo, si el tenBgy,. es sinétrico o
antisimétrico con respecto a ldadicesa y ¢, esto se denota
como
0 Viapp|q- (12)

Podemos formar un tensor de rango 3 dmvde
Vabe=Phab;c, dondeP,; es el tensor de presiones anispir
cas de (11). Si queremos definir la parte &firica de este
tensor con respecto a lésdicesa y ¢, primero definimos
y calculamosV,,., para luego definir y calcular su parte
simétrica

Vialble)

> grdef(V {a b c} := P{a bic });

Eltensor de momento—enéagnas general que podemos aso-~. grcalc(V(dn,dn,dn)):

ciar a la nétrica (6) es
Tap = (1 + p)uatsp + Pgab + Pab + 2q(ats), (11)

dondey, p (densidad de enei@ y presbn isotbpica) son

> grdef(VS {(a b c} = V{(a |b] ¢
> grcalc(VS(dn,dn,dn));

> gralter(  _, autoAlias);

> grdisplay(  .);

)

funciones def r), Puy es el tensor definido anteriormen- 050 6mo GRTensor reconoce las barras vertichles

te (presiones anisdtpicas) yq, (flujo de energp) satisface
q.u® = 0. Para la ratrica (6) este covector es = Qd7,
donde®@ = Q(t,r) es una fundn arbitraria. Definimos y
calculamos primerq,:

> grdef('g {a} :=Q(t,r)*kdelta
> grcalc(g(dn));

{a "$r });

engrdef .

5.2. Derivadas covariantes y operadores diferenciales

Dado un objeto tensorial previamente definido (o predefini-
do) y ya calculado, podemos calcular su derivada covariante
sin tener que definir un nuevo tensor. Por ejemplo, si quere-
mos calcular el tensor dado por la derivada covari#ite.,
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no necesitamos definirlo cagrdef , lo podemos calcular 5.3. Tensores asociados a una 4-velocidad

directamente agregando un tergedticecdn : ) o .
Dado un campo de 4-velocidade% podemos definir varios

> grcalc(R(up,dn,cdn)); tensores que surgen de la descompoaigivariante de,:

. . . O =u".,, escalarde expartsi
Lo mismo podemos hacer con la derivada covariante de cual- ’

quier objeto tensorial definido y calculado cgndef y Uy = ua;bub, 4—aceleradn
grcalc , por ejemplo, para los tensoresy P,; ya calcula- o
dos, podemos calcular directamente;, o P, i, agregando Tab = Uazp) + Ualp — ghab, deformacbn (shear)

unindice extracdn o cup (sedin sea el caso):
Wab = Ujgp] — UaUp, VOrticidad
> grcalc(u(up,cdn));

— C d " H ”
> grealc(P(dn.dn.cup)): Eop = Copequu®,  Tensor “eéctrico” de Weyl (16)

Estas cantidades tienen una clara interprétadisica y

Tambien es posible calcular objetos tensoriales formados meyeonetrica y son muyitiles en el estudio de espacio—tiempos
diante derivadas ordinarias, como por ejemta, . 0 Fop “. cosmobgicos. Estos objetos tensoriales ya@agiredefinidos
Estos objetos se calculan tarabidirectamente usando como por lo que, habiendo definido y calculadé, los podemos
indices extradn o pup, sedin sea el caso. calcular directamente cagrcalc . Si usamosu(up) pre-

GRTensor tiene predefinidos varios operadores diferenviamente calculado para (6), las siguientes instrucciones nos
ciales que actan sobre objetos tensoriales, como por ejempermiten calcular estos objetos (en el orden en que aparecen
plo el operador delambertiaid y la derivada de Lief alo  en (16)):
largo de un vector®. Si consideramos un tensdr®, estos
operadores son: grcalc(expscalar[u]);
grcalc(accfu](dn));
grcalc(shear[u](dn,dn));
grcalc(vor[u](dn,dn));
grcalc(E[u](dn,dn));

DAab — gchab erds (13)
£v Aab = Aab ;cvc + A’4bcvc a + AAab’Uc ;b- (14)

VVVVYV

Suponiendo qued,;, ya ha sido definido y calculado, las .
. . ] Asociados a los tensores,,, w,, tenemos a los escalares
ecuaciones anteriores se calculan con GRTensor mediante

p = o= [ )
> grcalc(Box[A(up,up)]);

> grcalc(LieD[v(up),A(dn,dn)]); los cuales se calculan con:

En particular, la condiéin que determina si® es un vector > grcalc(shear[u]);
de Killing (ya sea un vector de Killing propio o vector confor- > grcalc(vor[u]);
me de Killing) viene dada por la derivada de Lie con respecto
awv¢, pero aplicada al caso particular en qlig, = g.,. To-  Otras cantidades asociadas a un veetobrson la “parte
mando en cuenta qug,.. = 0 obtenemos a partir de (14) la magretica” del tensor de Weyl y la ecuaci de Raychaud-
condicbn siguiente: huri:
e? . a 9 o K

-’Evgab - )‘gab = U(a;b) — )‘gab =0, (15) uag,a + ? +a O Uy +0° —w” = 5
donde) es un escalar. El vecter es vector de Killing pro- cuyo lado izquierdo e&t completamente determinado en
pio siA = 0, lo cual define una isomé#, mientras que si términos de los objetos (16) y (17).
A es una constante4( 0) v define una simeta homottica Aungue hemos usado a la 4—velocidgidcomo ejemplo
(auto—similaridad). GRTensor permite para un vector arbitradel calculo de los tensores en (16), (17) y (18), padros ha-
rio v® verificar si se cumple la condim (15), dando el valor ber utilizado cualquier campo vectoriet normalizado, ya
de )\ (si no es cero), mediante la instrugei sea temporal*v, = —1) o espacial ¢*v, = 1), pero no

nulo o tipo—luz ¢*v, = 0).

(1n+3p). (18)

> grcalc ( KillingTest[v] );
6. Tensores en una base no—coordenada.
Otros operadores diferenciales son derivadas direcciona-
les a lo largo de vectores basei @moDsq y CDsqaso- Hasta ahora hemos vist@mo GRTensor permite definir y
ciados respectivamenteda,®* y ®,,®* para un escalar calcular objetos tensoriales definidos en una base de coorde-
previamente definid® = &(x2). nadas (base holémica). Tamkén es posible definir y calcu-
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lar tensores eretminos de bases éttadas de vectores o 1- Una vez cargada la@trica (24) y la base (23), la instrutai
formas anholoadmicas. Como ejemplo, veamos el espacio—-de GRTensor para calcular (por ejemplo) el tensor de Rie-

tiempo de Schwarzschild mannR® () a) €s
—1
ds? — — (1 B 2M> a + (1 B 2M> a2 > grcalc(R(bup,bdn,bdn,bdn));
T T
9 9 . 9 9 Como muestra el ejemplo, tenemos exactamente la misma
T (d0 +sin” ¢ do ) ' (19) sintaxis que en la base de coordenadas, excepto que en ve:
Para la base ortonormal de 1—formas: de denotar Iog’.ndices comaup y dn los denotamos como
bup y bdn, mientras que para tensores nuevos formados con
(1) oM\ 2 derivadas covariantes se agregadicescbup ocbdn sedin
we ' = [{1- o :0,0,01, (20) sea el caso (ver hoja de ayuda gatsis).

Para definir tensores nuevos mediagtdef usamos
w? = [0,7,0,0], (21) exactamente la misma sintaxis que en los casos de ba-
ses coordenadas, excepto que ipndices se escriben en
paiéntesis:(a) o0 “(a) , respectivamente paiadices co-
oM\ /2 variantes y contravariantes. Por ejemplo, definimos el vector
w® = [0,0,0, (1 - ) ] 7 (23) W@ = [r,0,0,1] y lo calculamos junto con su derivada co-
" variantelV’ (@), ;)

a
w® =10,0,7sin6,0], (22)

a

la métrica (19) toma la forma ortonormal lorenziana: > grdef('W"(a):=[r.0,0.1]);

77(a)(b) _ wéa)wéb)gcd = diag1, 1,1, —1], (24) > grcalc(W(bup));
> grcalc(W(bup,cbdn));

dondeg?® es el inverso matricial de laé&trica dada en (19) y
elindice de laétrada toma los valords) = 1,2, 3, 4. Ahora definimos y calculamos el tensor

Todos los tensores predefinidos que calculamos en ba- (d)
ses de coordenadas se calculan para la base (23) gttan
(24). Sin embargo, GRTensor debe cargar (23) y (24) leyendyp su derivada covariants,) ). **
un archivo de texto diferente al usado en lastncas dadas
en base de coordenadas (aunque dicho archivo debe estagrdef(z {(a)(b)(c)  }:=R {(a)(b)(c)(d) W) }Y;
también ubicado en el mismo subdirectorio “metrics” que > grcalc(Z(bdn,bdn,bdn));
contiene los archivos de lasétnicas en base de coordena- > grcalc(z(bdn,bdn,bdn,cbup));
das). Para el espacio—tiempo de Schwarzschild catrada

Z(a)(b)(e) = Rayw) e @W

(23) este archivo debe tener la forma: Hemos usado como ejemplo ungrada ortonormal, pero
tambien es posible utilizarétradas de Newman—Penrose.
Ndim = 4 : Tanto para uno como para el otro (o cualquier) tipo&teat

X1 =7 : das GRTensor tiene predefinidos escalares invariantes asocia-

X2 := theta : dos alos tensores de Riemann y Weyl, ligados a varias clasifi-

x3 := phi : caciones invariantes de espacio—tiempos, incluyendo la clasi-

X4 =t ficacion de Petrov (ver hojas de ayuda besis y grinvars).

etall _ == 1 :

etaz2 . = 1: 7. Otras instrucciones importantes.

eta33 _ = 1 :

etadd _ = -1 : En esta secon ofrecemos un resumen de algunas instruccio-

bdll_ := (1-2*M/)(-1/2) : nes(tiles que no fueron descritas en las secciones anteriores.

bd22_ = r :

bd33_ := rsin(theta) : = grapply

bd44 _ = (1-2*MIn"(1/2) : Aplica una funocdbn o rutina de Maple a todo compo-

# Metrica de Schwarzschild en base ortonormal nente, pero (a diferencia dgmap) no modifica la
forma calculada del tensor en la memoria de GR-

Si a este archivo lo llamamaschwb.mpl , entonces pa- Tensor. La salida de esta instrudai es a la hoja de

ra cargar GRTensor y estaéinica tecleamos trabajo 0 a un archivo de texto. Es particularmdiitie
para construir una salida d&TiEX de tensores calcu-

> grtw(); lados y modificados atré&g de la fundn “latex”, que

> gload(schwb); genera el adigo de ATpX de cualquier objeto eva-

luado en una se@n de Maple. Por ejemplo, si hemos
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calculado el tensor de RiccR,;, para alguna &tri-
ca, podemos generar édigo ETEX de dicho objeto y
desplegarlo en la pantalla mediante:

arg =results , borra todos los tensores
calculados, mas no laé&trica cargada.

arg =metric , borra tamh&n nétrica (pero
no la base, en caso de estar usando una base

> grapply ( R(dn,dn), latex, X' ); no—coordenada)

o bien, guardarlo en un archivo de texto con la épci

. o : . , tambEn la base.
“file =" especificando la trayectoria del archivo:

arg =spacetime

= grsavedef(GRTobjects, ‘trayectoria’ );
grloaddef(GRTobjects, ‘trayectoria’ );

> grapply ( R(dn,dn), latex, 'X’,
file="trayectoria’ );

Permite guardar en un archivo de texto (ubicado en
‘trayectoria’ ) definiciones de tensores hechas
mediantegrdef . Dichas definiciones se pueden car-
gar a una seén de GRTensor mediantgloaddef

= grcalcl(Tensor(), [comp]);

Calcula una sola componente esfiea de objeto ten-
sorial. Para desplegarla en la pantalla es necesario usar
grcomponent

_ Acknowledgments
= grclear( arg );

Borra la memoria de un tensor calculado (no borra deEl autor agradece apoyo financiero por parte del proyecto
finiciones hechas cogrdef , eso lo hacgrundef ). PAPIIT-DGAPA nmimero IN-117803. Tambin agradece apo-
El resultado de esta instruéci depende de la variable Y0 por parte del ICN-UNAM y de la DGFM-SMF.
“arg":
Apéndice

arg objeto tensorial (por ejemplo
R(up,dn) ), borra el objeto tensorial cal-
culado en la seénh, mas no la rétrica car-
gada.

Es muy ilustrativo mostrar@no podemos utilizar las instruc-
ciones de manipulagn y simplificacon de Maple para trans-
formar las ecuaciones de camp®,{, = xT,;) y de balance
(T, = 0) en un sistema de ecuaciones diferenciales de pri-
mer orden que puede ser integrado cdrtedos nuraricos.

<. El material del presente &rtlo esh basado en el curso “Apli- nir, 0 a nombres dndinces, e incluso a variables usadas en la

caciones del@mputo similico a la Relatividad General”, im-
partido por el autor en el VI Taller de la Divési de Gravita-
cion y Fsica Matenatica de la Sociedad Mexicana desiEa,
Metepec, Puebla, noviembre de 2005. El material del curso e
informacin (til sobre GRTensor puede ser descargado del sitio
www.smf.dgfm/VLtaller/cursasussman

De aquen adelante describiremos exclusivamente el uso de
GRTensor en Maple, considerando que estelmo corre en

Mathematica en froma completamente equivalente). 2.
En general es importante no usar nombres que coincidan con ek

de aldin tensor, predefinido o definido por el usuario. Esta regla

se aplica ya sea a objetos tensoriales que el usuario quiere defi4.

sesbn de Maple. Esto descarta, por ejemplo, la posibilidad de
usar nombres comg; (tensor nétrico),R (tensores de Riemann

y Ricci), G(tensor de Einstein) € (tensor de Weyl). Sugerimos

al lector consultar la hoja de ayuda en linea “gbjects”.

1. P. Musgrave, D. Pollney y K. Lake (1996), Queen’s Univer-

sity, Kingston, Ontario, Canada. El software y documeiaci
de GRTensor eatdisponible en el sitio www.grtensor.org

Waterloo Maplesoft Inc.
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