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Se presenta una introdubci a los conceptosdsicos de la relatividad nurica. Partiendo de una breve diséusie la relatividad general,

se presenta la formuldm 3+1, que es la &s utilizada en @culos nuréricos. Se introducen los conceptos de fobacimétrica espacial,
funciones de norma y curvatura dxieca y se discute la sepafatide las ecuaciones de Einstein que dan lugar a las ecuaciones de
Arnowitt-Deser-Misner (ADM). Se menciona tarébila existencia de formulaciones alternativas de las ecuaciones de @vglsei discute

el concepto de hiperbolicidad. Finalmente se presentan las ideas principales de las aproximaciones en diferencias finitas, gtedson el n
mas confinmente utilizado en relatividad niémica.

DescriptoresRelatividad nurarica.

| present an introduction to the basic concepts of numerical relativity. Starting from a brief discussion of general relativity, | present the ¢
formulation, which is the most widely used for numerical calculations in relativity. | introduce the concepts of foliation, spatial metric, gauc
functions and extrinsic curvature, and discuss the splitting of Einstein’s equations that result in the Arnowitt-Deser-Misner (ADM) equatio
| also mention the existence of alternative formulations of the evolution equations and discuss the concept of hyperbolicity. Finally, | disc
the main ideas of finite difference approximations, which are the most common method used in numerical relativity.
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1. Introduccion Lindquist [1], pero no fue sino hasta finales de los setentas
cuando las primeras simulaciones realmente existosas fueron

La teoiia de la relatividad general es una fealtamente exi- realizadas por Smarr y Epp|ey en el contexto de la éolidie
tosa. No 6lo ha modificado de manera radical nuestraovisi frente de dos agujeros negros [2_4] EnMa, sin embar-
de la gravitadin, el espacio y el tiempo, sino que ta@hi o, el poder de las computadoras elia anuy modesto, y las
posee un enorme poder predictivo. A la fecha, ha pasado c&imulaciones que pdan realizarse se limitaban a problemas
extraordinaria precién todas las pruebas experimentales Ycon simetia esérica, o a lo ras simetia axial a muy baja
observacionales a que se le ha sometido. Entre sus 10gros golucon. Esta situaéin ha cambiado, durante lagéchdas
encuentran la predia@i de las ondas gravitacionales, la pre-de los ochentas y noventas una verdadera re\aittcivo lu-
diccion de objetos edticos como las estrellas de neutronesgar en el campo de la relatividad narica. Se han estudiado
y los agujeros negros y el modelo cosogito de la Gran  problemas cada vezas complejos en muy diversos aspectos
Explosion. de la teora de la gravitacin, desde la simula@n de estre-

La relatividad general, aunque conceptualmente sencillgas en rotadin, al estudio de defectos topgicos, el colapso
y elegante, resulta ser en lagptica una teda extremada- gravitacional y las colisiones de objetos compactos. ®elz
mente compleja. Las ecuaciones de Einstein forman un sisteesultado de mayor importancia que ha obtenido la relativi-
ma de diez ecuaciones diferenciales parciales en 4 dimensigad nunérica sea el descubrimiento por parte de Choptuik de
nes, acopladas y no lineales. Escritas en su for@sagene-  |os ferbmenos dticos en el colapso gravitacional [5, 6]. Un

ral estas ecuaciones poseen milesantnos. Debido a esta resumen de la historia de la relatividad renina se pueden
complejidad, soluciones exactas se cono@m en situacio- encontrar en la Ref. 7.

nes con alto grado de simity ya sea en el espacio o en el
tiempo: soluciones con sim@resérica o axial, soluciones Larelatividad nurérica esh alcanzando un estado de ma-
eshticas o estacionarias, soluciones hoérns, i6tropos  durez. El desarrollo de poderosadsper computadoras, junto
etc. Si uno est interesado en estudiar situaciones con recon el desarrollo deéetnicas nuréricas robustas, han permiti-
levancia astrdéica, que involucren campos gravitacionalesdo que se realicen simulaciones de sistemas tridimensionales
intensos, diamicos y con poca 0 ninguna sinjatrresulta con campos gravitacionales intensos yaditicos. Toda es-
imposible resolver las ecuaciones de manera exacta. De ta actividad est ocurriendo en el momento justo. En efecto,
necesidad de estudiar estos sistemas ha surgi@ealde la una nueva generdmi de detectores de ondas gravitacionales
relatividad nungrica, que intenta resolver las ecuaciones deest en estado avanzado de constrécb incluso haciendo
Einstein utilizando aproximaciones néncas. ya las primeras pruebas de calibfati8-11]. Las sBales

La relatividad nurérica se desarrd@llcomo un campo de esperadas, sin embargo, son tdbites que incluso con la
investigacbn independiente a mediados de &cdda de los enorme sensitividad de los nuevos detectores reautiece-
sesentas, comenzando con los esfuerzos pioneros de Hahsario extraerlas del ruido de fondo. Es muchasnsencillo
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extraer una gl enterrada en ruido si se sab@dpuscar. Es relatividad general. La presentanique se da adest basa-
agu donde la relatividad nuérica es requerida urgentemen- da principalmente en las Ref. 15a 17.

te, proporcionando a los observadores predicciones precisas

de las ondas generadas por las fuentes &sitaé nas co- 2.1. Metricay geocesicas

munes. Vivimos en verdad un momento emocionante en el i . i )
desarrollo de esta disciplina Como ya hemos mencionado, el principio de equivalencia

llevd a Einstein a pensar que la gravitatipoda identifi-
carse con la curvatura del espacio-tiempo. Magramente
2. Larelatividad general esto quiere decir que la téarde la gravedad debarser lo
gque se conoce como una “témeétrica”, en la cual la gra-
vedad se manifiestanica y exclusivamente a trag de una
Jlistorsdn en la geometa del espacio-tiempo.
Consideremos un espacio-tiempo de cuatro dimensiones
(tres de espacio y una de tiempo). Seénlas coordenadas

La teofa moderna de la gravitam es la teda de la re-
latividad general postulada por Albert Einstein a fines d
1915 [12, 13]. De acuerdo a esta teota gravitacdbn no
es una fuerza, sino una manifestacde la “curvatura” del Y ’
espacio-tiempo. Un objeto masivo produce una distorsh ~ d€ Un evento en este espacio-tiempo, dondedite a to-

la geometia del espacio-tiempo, y a su vez esta distorsi M@ 108 valores{0,1,2,3}: cuatro rumeros que indican en
controla o altera el movimento de los objetos. Utilizando edUé momento del tiempo, y en guugar en el espacio ocurre

lenguaje de John A. Wheeler, la materia le dice al espaci6S€ evento (en estas notas giemprg tomaremos la componen-
cbmo curvarse, y el espacio le dice a la mategimo mover- te 0 como aquella que se reflgre al tiempo, y las (}om_p_o_nentes
se [14]. {1,2,3} como las que se re,fler_en al espacio; tegmbiutili-
zaremos la conven@n de qudndices griegos toman valores

de 0 a 3, mientras quadices latinos toman valores de 1 a 3).
Entre dos eventos infinitesimalmente cercanos con coordena-
(géa\s;ca y % + dz® es posible definir una “distancia invarian-

te” ds? de la siguiente forma:

Ya al postular la teda especial de la relatividad en 1905,
Einstein safa que la gravitadin de Newton deb& ser mo-
dificada. La principal ra@n para esto era que en la teode
Newton la fuerza de gravedad se propagaba entre distint
objetos a velocidad infinita, lo que contradean principio

fundamental de la relatividad: ninguna interéecfisica pue- ) 4 o 5 o s
de viajar nas @pido que la luz. Es importante notar que al ds® = Y gap da“da’ = gopdz®da”, (1)
mismo Newton nunca le parecconvincente la existencia de o,f=1

esta “acadbn a distancia”, pero consideque era una hige-  dondey,s se conoce como el “tensorético”, o simplemen-

sis necesaria hasta que se encontrara una mejor explicacite “la métrica”, y donde ldiltima igualdad define la “conven-

de la naturaleza de la gravedad. Enésada de 1905 a 1915, cion de suma de Einsteinindices que aparecen repetidos se

Einstein se dediza buscar esa explicéci. Las ideas princi- suman. La distancia invariante es, como su nombre lo indica,

pales que guiaron a Einstein en su camino hacia la relatividagina cantidad absoluta que no depende del sistema de coorde-

general fueron el llamado “principio de equivalencia”, que di-nadas que se utilice para describir al espacio tiempo. En ca-

ce que todos los objetos caen exactamente de la misma forrda punto del espacio-tiempo, el tenscdgtrito es una matriz

en un campo gravitacional, y el “principio de Mach”, llamado simétrica de4 x 4 elementos, con eigenvalores cuyos signos

ad en honor a Ernst Mach, quien lo pogtd fines del siglo  son(—, +, +, +), es decir, un eigenvalor negativo asociado

XIX, y que dice que lainercia local de un objeto debe ser proal tiempo y tres eigenvalores positivos asociados al espacio.

ducida por la distribudin total de la materia en el Universo. En la relatividad especial, el tensoétrico corresponde al de

El principio de equivalencia lléva Einstein a concluir que un espacio-tiempo plano, y éstado por la llamada “atrica

la gravedad ddh identificarse con la geomgtrdel espacio- de Minkowski:

tiempo, y el principio de Mach lo llédva concluir que dicha

geometfa debeta ser alterada por la distribiéci de materia ds® = —dt® + da® + dy? + d2* = nap dz®da® . (2)

y energa. Las transformaciones de Lorentz garantizan que el inter-
En las siguientes secciones veremosno se expresan valods? tiene el mismo valor para cualquier observador. Es-

estas ideas en lenguaje matgivo. Antes de seguir adelan- to es consecuencia directa del postulado (o mejor dicho, del

te, menciona¥ primero la convenoin de unidades que se- hecho empico) de la invariancia de la velocidad de la luz.

guiré en estas notas. Utilizasiempre las llamadas “unidades Notese que debido a la presencia de un eigenvalor negativo,

geonetricas”, en las que la velocidad de la lug la constan-  la “distancia invariante” no es positiva definida. Uno puede

te de la gravitadin universal de Newto@' son ambas iguales distinguir entre eventos relacionados entrées3 formas dis-

alaunidad. Cuando se trabaja en este sistema, la distanciaigitas:

tiempo, la masa y la endagtienen las mismas unidades (de

2 . . .
distancia). Las unidades convencionales del sistema interna- ds” >0 intervalo espacialoide, (3)
cional siempre pueden recuperarfiadiendo los factores de ds® <0 intervalo temporaloide 4)
¢y G que sean necesarios en cada caso (por ejempiogt ) )

y M — GM/c?). Existen muchos libros introductorios a la ds®=0  intervalo nulo. ®)
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tiempo no tiene por que ser igualda, puest es $lo una
Futuro Causal coordenada, es decir, una etiqueta arbitraria que asignamos &
diferentes eventos. La ecuanipara una ge@sica est dada

en general por

A2z dzP dx
a O 6
dr? P dr dr 0, 6
donde las cantidade?%7 se conocen como fimbolos de Ch-
ristoffel” y estan definidos por

a ﬁ agﬁ# ag’)’# 895’7 . (7)

By o | g oxP  Oxh
En la ecuadn anterior introdujimos los coeficientg%’® que
se definen como los coeficientes de la matriz invergasa
g**gp, = d5. La ecuaddn geoésica puede escribirse tam-

bién como
du(Jt
? + Fg,yuﬁu’y = 07 (8)
Pasado Causal donde hemos definido el vectof := dx*/dr. Este vector

se conoce como la “cuatro-velocidad”, y es una generaliza-
FIGURA 1. El cono de luz de un evento define las relaciones causa—CIOHDd%I concepto de VeIO.CId?d Ojdmarcljo' ir dada Etri
les con otros eventos, y divide al espacio-tiempo en tres regiones: ado fm F:ampo grav'ta}c'_ona’ es e,CIT, ada &rroa
el pasado causal, el futuro causal y el “resto”. del espacio-tiempo, la ecuéci de las geogkicas (6) nos da
la trayectoria de los objetos: el espacio-tiempo le dice a los
Los intervalos espacialoides corresponden a eventos sebjetos ©mo moverse.
parados de tal forma que un objeto tédadfue moverse mas
rapido que la luz para llegar de uno a otro 4esseparados 2.2. Curvatura

principalmente en el “espacio”), los temporaloides corres-Com0 hemos visto. |a &trica del espacio-tiempo nos permi
ponden a eventos donde un objeto tiene que moveise m ’ P P P

lento que la luz para llegar de uno a otro &esseparados te obtener la trayectoria de los objetos. Sin embargo, el tensor
principalmente en el “tiempo”), y los nulos a eventos quemetrlco no es la forma &s conveniente de describir la pre-

pueden alcanzarse viajando precisamente a la velocidad dej§nc1d de_un campo gravnacpnal. Para ver esto, baste} con
luz (la frontera entre separéaci espacial y temporal). Todo notar que incluso en un espacio plano, uno puede cambiar la

objeto material se mueve siguiendo trayectorias de tipo temf_orma dgl tenjor rtﬂ;rlco _medli’:\ntle, ;?Ca s(ljmple transf(_)r ”Ilm
poraloide, y la luz se mueve siguiendo trayectorias nulas. La :frzord'er:;ln az.neor;]i?(f gén‘;daac:tlén espamoep gwo
trayectorias nulas definen lo que se conoce como el “con ada zml Iemséntesor ol tegrema d: P't; (s){ral;qsg?:sz} s
de luz” (vease Fig. 1). El cono de luz indica los eventos que 'mp P 'tag :
pueden tener influencissica entre s y por lo tanto define la di? = da? + dy?® + d2?, 9)
causalidad. . L . .

En relatividad especial, los objetos se muevenieeas mientras que la &trica del mismo espacio plano en coorde-
rectas en ausencia de fuerzas externasnémlrecta corres- Nnadas egfricas{r, 6, ¢} resulta ser
pqnde a una.trayecto_ria de Iongitu_d extrema de ac_:u,er.do ala di? = dr? + r2d6? + r? sin® 0dg? , (10)
métrica de Minkowski (no necesariamente de longitudim o N
ma debido al signo negativo de uno de los eigenvalores)Q due puede versééilmente de la transformaxi de coor-
Einstein post que en la presencia de un campo gravitaciodenadas
nal, los obj_etosﬁ'm se mueven sigui.endo las trayectoridsm .. _ . qin 6 cos b, y=rsinfsing, z=rcosf, (11)
rectas posibles, es decir, trayectorias extremas, pero ahoraen
un espacio-tiempo curvo. A esa trayectoria extrema se le llsfue implica

ma “geodksica”. De esta forma, la gravedad no se ve como dz = dr sinf cosé — r sin sin ¢ do
una fuerza externa, sino como una distansie la geomeia.
Dada esta distorén, los objetos se mueven simplemente si- + 7 cosf cospdf, (12)

guiendo una gedasica.

Se acostumbra parametrizar la trayectoria de un objeto
utilizando el llamado “tiempo propiodr? := —ds?, que + 7 cosf sinpdb (13)
corresponde al tiempo medido por el objeto mismo (el tiem-
po que mide un reloj ideal atado al objeto)tNse que este

dy = dr sinf sin¢ + r sin @ cos ¢ do

dz =dr cosf — r sinfdf . (14)
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Notese que el hecho de que el tensor de Ricci searoero
significa que el espacio sea plano.

Es importante hacer notar que en algunas ocasiones he-
mos escrito tensores con lowlices arriba y en otras con los
indices abajo. Esto no es un error tipafigo, los tensores
conindices arriba o abajo no son iguales, peraeselacio-
nados entreisLa regla es la siguiente: ldadices de obje-
tos geondtricos se suben y bajan contrayendo con el tensor
métricog,,, 0 su inversg*”. Por ejemplo:

14 L N
Uy =GV, vt :gl Uy,

™ = g/“lg,/[3 Taﬁ 3 RO’;,Lllp = gakR)\uup-

2.3. Base coordenada y derivadas covariantes

Cuando se considera el cambio de un campo vectorial (obje-
tos con urindice) o tensorial (objetos conam de urindice)

al moverse en el espacio-tiempo, debemos tomar en cuenta
gue al movernos de un punto a otro no solo las componentes

A partir de la nétrica (10) es posible calcular logrso- ~ de dichos objetos pueden cambiar, sino que tamki base
los de Christoffel para las coordenadaseishs y ver que la €N 1as que dichas componentes se miden cambia de un punto
ecuacbn de una linea recta escrita en estas coordenadas $a0tro- En efecto, cuando consideramos las componentes de
no es trivial. Llevando a cabo tranformaciones de coordenddn objeto georétrico (vector o tensor), dichas componentes
das @in mas elaboradas es posible terminar con ugdrice ~ Siempre estn dadas con respecto a una base éfigac
mucho nas compleja. En un espacio plano tridimensional en coordenadas car-

Debemos encontrar entonces una forma de distinguir co¢sianas, la base es en general la llamada “basengzai:
certeza entre un espacio plano y uno que no lo es. La m4-= (1,0,0),5 = (0,1,0),k = (0,0, 1). En un espacio cur-
nera de hacer esto es a teavdel llamado “tensor de curva- YO, 0 un espacio plano en coordenadas no triviales, es necesa-
tura de Riemann”. Este tensor mide el cambio de un vectofiO €legir una base antes de poder hablar de las componentes
al transportarlo alrededor de un circuito manéeniolo siem- ~ de un objeto geogtrico. Una base coém (aunque no lani-
pre paralelo aisnismo (“transporte paralelo”). En un espacio @) es lallamada “base coordenada”, en la que se toman como
plano, el vector no cambia al hacer esto, mientras que en uglementos de la base a aquellos vectores que tienen una com-
espacio curvoiso hace. Esto puede verse si uno mueve urPonente igual a1 alolargo de la diremeide una coordenada
vector en la supericie terrestre. Si comenzamos en el ecuad@®da, y componentes iguales a 0 en las otras direcciones.
con un vector apuntando al este, nos movemos hasta el polo Por ejemplo, en un espacio plano en coordenadésiesf
norte siguiendo un meridiano, bajamos siguiendo otro mericas{r, ¢, ¢} la base coordenada es
diano que haga uangulo recto hacia el este con el primero . .
hasta llegar de nuevo al ecuador, y luego seguimos el ecua- ¢r = (1,0,0), & =(0,1,0), & =(0,0,1). (17)
dor hasta volver al punto original, descubrimos que el vecto
ahora apunta al sur éase la Fig. 2).

En estas notas no derivaremos el tensor de Riemann &8
primeros principios, nos limitaremoéls a escribirlo:

FIGURA 2. Transporte paralelo en la superficie terrestre.

Escritos en coordenadas cartesianas, estos vectores resultan

€, = (sin 6 cos ¢, sin § sin ¢, cos §) , (18)

R°,,, =8,[° —9,T° +(I*T° —TT7 ) (15 . _ _
e wp ! ””+( pp—ov ve a“’) (15) 9 = (rcosfcos ¢, rcosfsing, —rsing), (29)

donded,, es una abreviadh ded/dz*, y dondel’j;, son
c ; e : ' e, —rsin @ sin ¢, rsin 6 cos ¢,0) . (20)

los dmbolos de Christoffel definidos anteriormentebtét o = (=rsin g g

se que el tensor de Riemann tieneintices, es decir, N6t t0s vectores n n tod nitari maani
4x4x4x4=256 componentes. Sin embargo, tiene muchas,[uz:ssi(?#e €stos vectores no son todos unitarios, sus mag
simetiias, por lo que solamente tiene 20 componentes inde-
pendientes. Es posible demostrar que el tensor de Riemann e515~|2
igual a cero si y 8lo si el espacio-tiempo es plano. A partir "

del tensor de Riemann podemos definir el llamado “tensor de |&;|> = (r cos 6 cos $)* + (r cos  sin ¢)?

Ricci” como N2 2
R N (rsing)” =r*, (22)
RHV = R HAV = R HAV - (16) - 2 . . . 2 2 302
Z/\ |€s]? = (rsinfsing) T (rsinfcos p)® = r?sin’6, (23)

(sin @ cos )* + (sin @ sin ¢)? + (cos §)*=1 (21)

+
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donde para obtener la magnitud sumamos los cuadrados #&sta ecuaéin nos da las componentes del vecial/9x~.

las componentes cartesianas. Definimos la “derivada covariante” del vectécomo
Las magnitud de un vector puede calcularse directamen- e

te a partir de las componentes@itas utilizando el tensor vY = Vg = 98 T i (32)

métrico. Para cualquier vectaf, la magnitud se define en

terminos del tensor atrico como Notese que hemos introducido dos notaciones distintas para

o o 3 la derivada covariante: En un caso con un punto y coma, y en

[0 = gagv0”. (29 Gt con el #mbolo de gradiente (nabla). Ambas notaciones

En general, el producto escalar de dos vectdses se define  SON comunes y se utilizan indistintamente.

como La derivada covariante nos dice como cambian las com-
Tl = gap v’ (25) ponentes de un vector al movernos de un punto a otro, e in-

cluye el cambio de los elementos de la base. La derivada co-
Debido a que los vectores de la base coordenada tienafariante se reduce a la derivada parcial cuandoitobalos
por definicbn componentes 1 para la coordenada corresporéie Christoffel son cero, lo que ocurre en un espacio plano en

diente y 0 para las demas, la defidigianterior implica coordenadas cartesianas, pero no en coordenadacasf
Sin embargo, siempre es posible encontrar una tranfoémaci
€a " €8 = Jap - (26)  de coordenadas para la cual lésisolos de Christoffel son

iguales a cero en un punto dado (pero no en otros puntos ex-

No es difcil ver que si utilizamos la expresi (24) y la . . i
métrica del es acioq lano en coordenadazr&ﬁs( ol?)t)éne cepto si el espacio es plano). Esto se debe a que todo espacic
P P ' curvo es “localmente plano”: en una régiinfinitesimalmen-

mos las mismas magnitudes para los vectores de la base CORl- o rcana a todo punto la geori@tse aproxima a la plana

denada eéfrica que escribimos arriba. :
d (es por eso que los mapas de una ciudad en un plano son muy

Es importante notar que en las expresiones anteriofes, . .
se refierepa la com ongnte del ve pres ecto a la coor buenos, mientras que los mapas del mundo entero introducen
P P distorsiones serias).

denadax®, mientras ques, se refiere al vector de la base L a derivad ante d ‘ o bai
coordenada que apunta en la dirécci®. Esto implica que, rea Ingra covariante de un vector coniiedices abajo
v, resulta s

en general,
S oz, v
T =0 €y (27) Vasg = —ax(g —Th 30, (33)
ecuacbn que expresa@como una combinaon lineal de los
elementos de la bade,, } con coeficientes®. El mismo concepto de derivada covariante puede exten-
Consideremos ahora el cambio de un vector a lo largo déerse a tensores de muchas componentes, la regfeads a
una coordenada: un rmino con smbolos de Christoffel por cadadice libre,
o 9 ( 5 ) P o 025 8 go;bzl_sl?anoor aeq:nc]u?c;jo dependiendo de Bidice esta arriba
= ve = —¢€ v . . .
or®  OJz® A dze P ozr® J Jemp
Esta ecuaéin muestra@mo la derivada de un vector e TH .o = 0o T" +Th T + T4, TH

gue la simple derivada de sus componentes, debemosgiambi T o 6 T 8 T
tomar en cuenta el cambio en los vectores de la base. pvion = Coatpy = Lap LBy T Loy tpb

La derivadadés/0x“ es a Su vez un vector, por lo que Ty = 0T, + T, T8, T8, TH;.
puede expresarse como combiideclineal de los vectores
de la base. Introducimos lognsbolosT™, ; para denotar los
coeficientes de dicha combinénilineal:

0€s .

Los coeficiented™, ; son precisamente losrsbolos de
Christoffel que introdujimos anteriormente. Utilizando estos
coeficientes tendremos

ov AP
_ > Brmn z
oxre - Ox B tv Faﬁ Cu - (30)
Cambiando el nombre de ldsdices sumados, podemos re-
escribir esto como

v _ (o
or® Ox®

Utilizando esta regla es posible mostrar que la derivada
covariante del tensor @trico es cero:

Juvia = 07 g/“/-a = 07 (34)

3

lo que implica que la operami de subir y bajandices con-
muta con las derivadas covariantes:

v = (9" Uu);a =" (vusa) - (35)

2.4. Las ecuaciones de Einstein

El elemento que @ nos falta en la tea de la gravita-

+oH piﬂ) es. (31)  cion de Einstein es aquel que nos di@m:_) se relaciona la
geometia del espacio-tiempo con la distribanide materia
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y enerda. Este elemento final éstontenido en las “ecuacio- dondep es la densidad de enéagen el marco de referencia
nes de campo de Einstein”, o simplemente las “ecuaciones ke un elemento de fluida; es el campo de velocidad del
Einstein”. Estas ecuaciones pueden derivarse de diversas nfasido y v* = v2 + v7 + v2.

neras, ya sea buscando una generaliracelativista y con- Antes de terminar con nuestra dis@rside las ecuacio-

sistente de la ley de la gravitéci de Newton (el camino que nes de Einstein, hace falta Gftimo comentario. En el caso
siguid Einstein), o derigndolas de manera formal a partir de del espacio véo, el tensor de enel@momento es cero, y las
un lagrangiano (el camino que siguilbert casi simufinea-  ecuaciones de Einstein se reducen a

mente). Aqlinos limitaremos a escribirlas sin derivai En

su forma n&s compacta, las ecuaciones de Einstein tienen la G =0, (44)
forma o de forma equivalente

G = 87T, (36) R, =0. (45)

dondeG,,, es el “tensor de Einstein” que éstelacionado Notese que, como ya hemos mencionado, el hecho de que el
con el tensor de curvatura de RicciTy, es el “tensor de tensor de Ricci sea cero no significa que el espacio sea plar_lo.
enerda-momento” de la materia. Es decir, el lado izquierdoEStO €s como debe ser, pues sabemos que el campo gravita-
representa la geomérdel espacio-tiempo y el lado derecho ¢ional de un objeto se extiendeamalla del objeto mismo,
la distribucbn de materia y enefg, El factor de8w es sim-  POr 10 que la curvatura del espacio en unadegiel vago
plemente una normalizam necesaria para obtener fghite ~ C€rcana a un objeto masivo no puede ser cero. Las ecuacio-
newtoniano correcto. dtese que hay 10 ecuaciones independ1€s de Einstein en el victienen otra aplicadh importante,
dientes en la expresi anterior, pues lamdicesy y v toman describen la forma en la que el campo graV|taC|o_naI se pro-
valores de 0 a 3, lo que dax 4 = 16 ecuaciones, pero los Paga en el vdo y, de manera doga a las ecuaciones de
tensores de Einstein y de engrgnomento son siétricos, lo Maxwell, predlcen la eX|stenC|a.de I_as ondas g.ra}wtaaonales:
que reduce a 10 eimero de ecuaciones independientes. perturbacmnes del campo 'grawtauor?al que viajan a la velo-
Las ecuaciones de Einstein que acabamos de escribir fédad de la luz. La predicon de la existencia de las ondas
podiian parecer f@s simples. Esta simplicidad, sin embargo,9ravitacionales nos dice que en la feate Einstein las inter-
es $lo aparente, pues cadarmino es en realidad una abre- acciones gravitacionales no se propagan a velocidad infinita,
viacion que representa objetos muy complejos. Escritas en sin0 que lo hacen ala velocidad de la luz.
manera ras extensa, en un sistema de coordenadas arbitra-
rio, las ecuaciones de Einstein son 10 ecuaciones diferenci&->"

les parciales acopladas en 4 coordenadas, y tienen miles geo5o de curvatura de Riemann tiene la siguiente propie-

Identidades de Bianchi y leyes de conservaci

terminos. dad:
Consideremos ahora cadarmino en las ecuaciones de
Einstein por separado. El tensor de Einstein se define en Roguvin + Rapgapy + Raguoru = 0. (46)

términos del tensor de Ricci como , . .
A la ecuacbn anterior se le conoce como las “identidades de

G .—R.  _ }g R (37 Bianchi”. Estas identidades resultan muy importantes en la
e SR relatividad general. Una de sus consecuencias es el hecho de
conR := g" R, la traza del tensor de Ricci, tambien lla- due la divergencia covariante del tensor de Einstein es igual

mada el “escalar de curvatura”. acero.
La segunda parte de las ecuaciones de Einstein, el ten- w
! 4 . ~ G*., =0. 47)
sor de enefig-momento, describe la densidad de er@rig . _ . o
densidad de momento y el flujo de momento de un campo de El tensor de Einstein es [zica combinadn que puede

materia {,j = 1,2, 3): obtenerse a partir del tensor de Ricci que tiene esta propiedad,
. y es precisamente por esto que las ecuaciones de Einstein in-
T% = densidad de eneia, (38)  volucran a este tensor y no al tensor de Ricci directamente. Si

utilizamos las ecuaciones de Einstein vemos que la propiedad

T = densidad de momento (39) L
anterior implica

T = flujo de momenta a tra\és de la superficig. (40)

T ., =0. (48)
Por ejemplo, para un fluido perfecto sin ptesi(llamado  Esta ecuacin (4 ecuaciones en realidad) es de fundamental
“polvo”) en un espacio plano tenemos importancia, pues representa las leyes locales de conserva-
00 9 cion de enerta y momento, y garantiza que la perdida de
T =p/(1—v7), (41) i i
enerda y momento en una rewi esh compensada por el flu-
T% = pv'/(1 —v?), (42)  jode energay momento fuera de dicha régi. Podemos ver
i ) como las ecuaciones dg Einstein implican awitoamente a
TV = po'? /(1 =), (43)  Jas leyes de conservaci de enera y momento.
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Hipersuperficies espacialoides asinbtico”, en una redin finita del sistema de coordenadas.
tiempo Los diferentes formalismos tienen ventajas y desventajas de-
A ty pendiendo del tipo de sisteniaito que se quiera estudiar.

En las siguientes secciones veremos una introdacal
formalismo 3+1 de la relatividad general. La diséumsgue
aqu se presenta puede verse con mayor detalle en las Ref. 15

y 20.
Y
3.1. Elformalismo 3+1

Para estudiar la evolum en el tiempo de cualquier sistema

fisico, lo primero que debe hacerse es formular dicha evolu-
Yy cion como un “problema de valores iniciales” o “problema de

Cauchy”: dadas condiciones iniciales adecuadas, las ecuacio-

nes fundamentales deben poder predecir la evimuttitura
FIGURA 3. Foliacion del espacio-tiempo en hipersuperficies tridi- (o pasada) del sistema.

mensionales de tipo espacialoide. Al intentar escribir las ecuaciones de Einstein como un
problema de Cauchy nos enfrentamos inmediatamente a un
trayectoria ortogonal ~ linea de coordenadas espaciales problema: las ecuaciones de Einsteiraastscritas en forma
constantes

tal que el espacio y el tiempo son étricos y juegan papeles

equivalentes. Esta “covariancia” de las ecuaciones es impor-
tante (y elegante) desde el punto de vistrit®, pero no
pde |__ t+dt permite pen_sar_claramente_ en la evabmcen el tiempo del
B dt X campo gravitacional. Lo primero que debemos hacer enton-
ces para reescribir las ecuaciones de Einstein como un pro-
blema de Cauchy es separar los papeles del espacio y el tiem-
po de forma clara. A la formula@n de la relatividad general
adt gue resulta de esta sepafactke le conoce como el “forma-
lismo 3+1".
| Consideremos un espacio-tiempo con uritrioa g,s.
t Si dicho espacio-tiempo puede ser totalmente “foliado” (es
x decir, separado en cortes tridimensionales) de tal forma que
cada hoja tridimensional sea de tipo espacialoide, entonces se

dice que dicho espacio-tiempo es “globalmente hiplcb”.
Un espacio-tiempo globalmente hipélico no posee curvas
FIGURA 4. Dos hipersuperficies espacialoides infinitesimalmente Femporqlmdes cerradf';\s, lo que significa que no permlte via-
cercanas. jes hacia afis en el tiempo. No todos los espacio-tiempos
posibles tienen esta propiedad, pero en el formalismo 3+1 se
) . L. asume que los espacio-tiemp@sdamente razonables son de
3. Elformalismo de la relatividad numérica este tipo.

. : . . - Una vez que se tiene un espacio-tiempo globalmente hi-
Existen diferentes formalismos utilizados en la relatividad - L . .
erldlico, por definicon podemos foliarlo en una serie de

nunmérica. En cada caso, lo que debe hacerse es separar E’:\S

: . : gersuperficies de tipo espacialoide (ver Fig. 3). Esta folia-
ecuaciones de campo de Einstein de forma tal que podamaq B - .
cion en general no @mica. Definimos el pametrot como

dar ciertas condiciones iniciales, y a partir de ellas obtener Ia . o e . .
., L : ._aquel que identifica a las distintas hojas de la foliagi pue-
evolucbn del campo gravitacional. Los diferentes formalis-

i . de considerarse entonces como un “tiempo universal” (pero
mos difieren en la forma esgéica en que se hace esta sepa-_ . . AR ) .
> L : cuidado,t no tiene por gé coincidir con el tiempo propio de
racion. En estas notas nos limitaremos a estudiar el llamadg_ . . . T
“ . R L nadie). Consideremos ahora una cierta fobacy tomemos
formalismo 3+1", en donde se hace una sep@meintre las

. . ; . dos hipersuperficies infinitesimalmente cercatiayg ;. 4:.
tres dimensiones del espacio, por un lado, y el tiempo, pof . I ;

. . . . La geomefia de la reghn del espacio-tiempo contenida en-
otro. El formalismo 3+1 es el & coniinmente utilizado en

. L L : tre ambas hipersuperficies puede determinarse a partir de los
la relatividad nurérica, pero no es éinico. Formalismos al-

ternativos son el llamado “formalismo caratstico” [18], siguientes 3 ingredientesgase Fig. 4):

donde el espacio-tiempo se separa en conos de luz centra- « La métrica tridimensionad;; (i, j = 1,2, 3) que mide
dos en una cierta trayectoria temporaloide; y el “formalismo las distancias dentro de la hipersuperficie misma:
conforme” [19], donde se utiliza una transforntactue per-
mite tener la frontera del espacio-tiempo, es decir, el “infinito

di* = v;; dz'da? . (49)
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= El “lapso” de tiempo propiax entre ambas hipersu- general encontraremos que al tranportar paralelamente este
perficies que mide un observador que se mueve en laector a un punto cercano, el nuevo vector ya na sermal

direccibn normal a ellas (observador de Euler): a la superficie. El “tensor de curvatura émseca” K, es
: una medida del cambio en el vector normal bajo transporte
dr = a(t,z")dt. (50)  paralelo. Para definir el tensor de curvaturaiestca es ne-

} cesario primero introducir el operador de “proyéeci Pg a
= La velocidad relatives® entre los observadores de Eu- |as hipersuperficies espaciales:
ler y las Ineas con coordenadas espaciales constantes:
) . . ‘ Pg =65 +n%ng, (55)
Ti g = xp — B'(t,27)dt,
Es facil mostrar que para cualquier vectgt tenemos (re-

para observadores de Euler (51) cuerdese que®n, — —1)

i « F— »
Al vector 3* se le llama el “vector de corrimiento”. (Pg vg) — (56)

Notese que la manera en la que se hace la félago es . . -
es decir, todo vector proyectado a la hipersuperficie es orto-

Unica, y de la misma forma, la manera en la que se propaga ; . .
y q prop gﬂonal an®. Es posible tami@in proyectar tensores con varios

el sistema de coordenadas espacial de una superficie a offa,. . .
o L Indices, basta contraer todos lndices libres con el operador
tampoco lo es. Esto significa que tanto la fuimcde lapsox

- : : de proyecdn:
como el vector de corrimientd® son funciones que pueden proy

especificarse lioremente. Estas funciones deterTmnar_l nuestro PTos = PEPY T, . (57)
sistema de coordenadas y se conocen como “funciones de
norma”. Usando el operador de proyetgj el tensor de curvatura

En terminos de las funcionesy, 57, v;;}, la métrica del  extrinseca se define como

espacio-tiempo toma la siguiente forma:
Kaﬁ =—P Vanﬂ, (58)

ds® = (—a® + B;4") dt* + 2 8; dtdz’ + v;; dx'dx? , (52)  donde el &mbolo P significa proyectar todos Idsidices li-
bres a la hipersuperficie espacial, y donde es la derivada

donde hemos definida; := v;; A covariante, que como hemos vistozedada enérminos de
En forma expicita tenemos los §mbolos de Christoffel como
2 k
G = < - ;6’“6 51' ) , Vang = 0qng — F;\B iy, (59)
j ij
~1/a? 8 /a? A partir de la definidbn anterior es posible mostrar que el
"= < Bija® i — B a2 ) (53)  tensor de curvatura extiseca es Sigtrico (K.5 = Ksa), Y

gue tiene la siguiente propiedad:
De la misma forma, las componentes del vector normal

unitarion* a las hipersuperficies resultan ser n“Kap =0, (60)
i 1 -3 i lo que significa que el tensdt,g es “puramente espacial”.
t={s ) = (=a0), nfny=—1 (54 pebido a esto consideraremos de ahora en adelahtess
componentes espacialés;.
Este vector corresponde por defibigia la cuatro-velocidad Substituyendo la forma expita del vector normal (54)
de los observadores de Euler. en la definicdn de la curvatura estiseca es posible demos-
o ] trar queK’;; est dado enérminos de la rétrica espacial co-
3.2. Curvaturaintrinsecay curvatura extinseca mo
Al hablar de las hipersuperficies espaciales que forman la fo- 1
o oo Kij = — [0vyi; + DiBj + D; 5] 61
liacion del espacio-tiempo, debemos distinguir entre la cur- Y 20 [9vis + Difss + D; 5] (61)

vatura “intinseca” de dichas hipersuperficies proveniente d
su geomefa interna, y su curvatura “extrseca” relaciona-
da con la forma en quéstas se encuentran inmersas en e
espacio-tiempo de 4 dimensiones.

La curvatura intfinseca estardada por el tensor de Ricci
trjdimensional gue se define e#rinos de la ratrica espa- Ovij = —20K;j + Dif3j + D;f3; . (62)
cial v;;. La curvatura exinseca, por otro lado, se define en
términos de lo que le ocurre al vector normél al trans-  La curvatura exinsecalk(;; esé entonces relacionada con el
portarlo paralelamente de un sitio a otro de la superficie. Esambio en el tiempo de la&irica espacial.

%ondeDZ- se refiene a la derivada convariante con respecto a
la métrica espaciat;; (que difiere de la derivada covariante
l:on respecto a la étrica del espacio-tiempg,,, representa-

da porV,). La ecuaddn anterior puede reescribirse como
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Esto nos permite llegar a la mitad del camino necesario De la proyecdn mixta de las ecuaciones de Einstein ob-
para reescribir la relatividad general como un problema déenemos
Cauchy: ya tenemos una ecuatide evoludn paray;;. Pero g g .

i ; - , D; [KY —4"tr K] = 8rj’ (68)

para cerrar el sistemda nos falta una ecudmi de evoludn J v =omj,
parak;;. Es importante notar que hasta ahora hemos trabaj
do Dlo con conceptos gedstricos y no hemos utilizado las
ecuaciones de campo de Einstein. Es precisamente a partir

%I'ondej" es el “flujo de momento” medido por los observa-
ggres de Euler:

las ecuaciones de Einstein de donde obtendremos la éouaci jt = P (naT?) (69)

L . L. . B (% .
de evoluobn parak;;. Dicho de otra forma, la ecudsi de
evolucbn (62) paray;; es meramente cindatica, mientras La Ec. (68) tampoco tiene derivadas temporales, por lo
que la ecuadin de evoludn parak;; contenda la informa- ~ que es otra constridon (o, mejor dicho, 3 constricciones
cion dinamica. mas). A estas ecuaciones se les llama las “constricciones de

momento”.

3.3. Las ecuaciones de Einstein en el formalismo 3+1 La existencia de las contricciones implica que en la rela-

tividad general no es posible especificar de manera arbitra-
En la secdn anterior definimos el operador de proyécci i las 12 cantidades dimicas{v;;, K;;} como condiciones
Pg alas hipersuperficies espaciales. Utilizando este operaniciales. Las constricciones deben satisfacerse ya desde el
dor podemos separar las ecuaciones de Einstein en 3 grupgsicio, o no estaremos resolviendo las ecuaciones de Einstein.

Las Ultimas 6 ecuaciones se obtienen a partir de la pro-

yeccbn a la hipersuperficie de las ecuaciones de Einstein y
contienen la verdadera dimica del sistema. Estas ecuacio-
nes toman la forma

= Proyeccbn normal (1 ecuabn):

nnP (Gop — 87Tap) = 0. (63)
0 K5 = Do Kij + Kio D3 + Ko D; 3% — D; Do

= Proyeccbn a la hipersuperficie (6 ecuaciones): 4o RS’) 9K, KO+ Ko K

+ 471'0[ [’7” (trS — p) — 25”] y (70)
P (Gaﬁ - 8’/TT(15) =0. (64)
dondes;; es el “tensor de esfuerzos” de la materia definido
» Proyeccbn mixta (3 ecuaciones): como
P [n%(Gop — 81Tap)] =0. (65) Las Ecs. (62) y (70) forman un sistema cerrado de ecua-

ciones de evolubin. A estas ecuaciones se les conoce co-

Para expresar estos conjuntos de ecuaciones en el lengiB0 las ecuaciones de Amowitt-Deser-Misner, 0 simplemente
je 3+1, es necesaria t@igebra larga que no haremos en estad@s ecuaciones ADM [20, 21]. Es importante notar que no te-
notas. Aqiinos limitaremos a $lar los resultados finales. Nemos ecuaciones de evoldwipara las variables de norma

De la proyecdn normal obtenemos la siguiente ecua-{®: 8'}. Como hemos dicho antes, las variables de norma se
cion: pueden elegir libremente.

Es posible demostrar tandsi, usando las identidades de
R® 4 (tr K)2 — Ki; K" = 167p, (66)  Bianchi, que las ecuaciones de evolucgarantizan que silas
contricciones se satisfacen al tiempo inicial, entonces se sa-
dondeR®) es el escalar de curvatura de |&tnica espacial, tisfaran a todo tiempo posterior: Las ecuaciones de evifuci
trK = 7JKj; es la traza del tensor de curvatura Bxgeca  propagan las constricciones.
y p es la densidad de enéagde la materia medida por los
observadores de Euler: 3.4. El problema de los valores iniciales

p = Nang T (67) La existencia de las contricciones en la relatividad general
implica que no es posible elegir de manera arbitraria las 12
La Ec. (66) no tiene derivadas temporales (aunditierse  cantidades diamicas{,,, K;; } como condiciones iniciales.
derivadas espaciales gg dentro del escalar de Ricci). Debi- Los datos iniciales deben elegirse de tal modo que las cons-
do a esto no es una ecuacide evoludn sino una “constric-  tricciones se satisfagan desde el principio. Esto significa que
cion” o “ligadura” (a veces tambn llamada “inculo”) del  antes de comenzar cualquier evolugies necesario primero
sistema. Como estrelacionada con la densidad de eieerg resolver el problema de los valores iniciales para obtener va-
p, a esta constricon se le conoce como la “constriboide  lores apropiados dév;;, K;;} que representen la situoi
energa” o la “constriccon hamiltoniana”. fisica de integs.
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Las contricciones forman un conjunto de 4 ecuaciones dito que nos da una ecuéci eiptica parap, esencialmente la
ferenciales de tipo #dtico, y en general son ddiles de re- ecuacdbn de Poisson. Es importante recordar que el opera-
solver. Existen, sin embargo, varios procedimientos conocidor laplacianaD? que aparece en esta ecuaciebe ser el
dos para resolver estas ecuaciones en situacionedfesgec correspondiente a la&ltrica conforme.

Hasta hace poco, el procedimientasiconiin era la llamada Por otro lado, las contricciones de momento se convierten
“descomposi@n conforme” de York-Lichnerowicz [20,22]. en

Mas recientemente, el llamado “formalismo del sandwich

delgado” [23] tamk&n se ha vuelto muy popular para cons- D2Wi— g¢6Dit1«K — 87 =0, (78)

truir datos iniciales. En estas notas nos concentraremos en el 3

primero de estos procedimientos debido a que es el mejor CQue son tres ecuacionedpeicas (acopladas) pab’.

nocidoy por lo mismo mejor_er_nend|do. Una ageciente Las ecuaciones anteriores son la formasngeneral de
sobre los diferentes procedimientos puede encontrase en é@cribir las constricciones en la descompdsicile York-

Ref. 24. . . Lichnerowicz. Notese que las cuatro ecuacionesiestcom-
. La descomposu]n, Qe York-l7|qhnerow!cz parte de con- pladas entreis
siderar una trasformam de la nétrica del tipo Una manera de simplificar notablemente el problema y
Yij = ¢4%j , (72) d(_asacoplar las ecuaciones es simplemente efel§ir= 0.

Si, adenas, escogemos laétrica conforme como la corres-
donde la natrica”;; se considera como dada. Una transfor-pondiente a un espacio plafg = 4;;, las constricciones se
macibn de este tipo se conoce como “trasformactonfor-  reducen (en el vaac) a
me” debido a que preserva laéagulos. A la rétricay,; se le

llama la “métrica conforme”. 8D]2)lano¢) + o7 (AijAU) =0, (79)
Por otro lado, la curvatura eitiseca se separa primero
en su traza y su parte de traza cérg: D2 W' =0, (80)
trK = gl Kjj Ay =Ky — %mj trK. (73) donde D2, es simplemente el operador laplaciano
estindar. La segunda ecuanies lineal y puede resolverse
Tambén se lleva a cabo una transforn@cconforme ded;;  de forma anatica en muchos casos. Una vez teniendo la so-
de la forma lucion paralV?, se reconstruyel;; y se resuelve le ecudsi

. de Poisson para.

Ay = ¢ 104y, (74)

donde la écima potencia se elige por conveniencia, ya que3.5. Datos iniciales para agujeros negros fitiples

simplifica las ecuaciones que se obtienen déspu ) » o
Ahora podemos utilizar el hecho de que cualquier matriZ20mo ejemplo de la solun del problema de valores incia-

simétrica con traza cero puede separase en dos partes del§&, consideremos el siguiente caso: uritriva conforme-

siguiente manera: mente _pIanaNyij = d;; Yy un momento de sim_étr_ temporal,
B _ . es decir,K;; = 0. En ese caso, las constricciones de mo-
Aij = Al + (LW)5, (75)  mento se satisfacen trivialmente y la condichamiltoniana

- ) ) L toma la forma sencilla
dondeA}; es un tensor de divergencia cetb A7, = 0 (y

traza cero tamiin), IW; es un vector y, es un operador dife- D*$ =0, (81)
rencial definido como
. . - 2 . . gue no es otra cosa que la ecwecte Laplace. Las condi-
(LW)ij = DiW;j + D;W; — 5 FiiDkW". (76)  ciones de frontera corresponden a un espacioGiamente
. plano (muy lejos el campo gravitacional tiende a cero), por lo
En las ecuaciones anteriords; representa la derivada cova- que en infinito debemos tengr= 1. La solucbn mas senci-

riante con respecto a lagtrica conformey;; . _ lla de esta ecuabn que satisface la conddsi de frontera es
Para encontrar nuestros datos inciales, asumimos ahogatonces

gue las cantidades;, trK y fl;‘j estin dadas, y utilizamos las
cuatro ecuaciones de constri@eipara determinar las cuatro p=1, (82)
cantidadeq ¢, W, }.

No es difcil mostrar que la constricoh hamiltoniana to- |g gue implica que la i@trica espacial es simplemente
ma la forma

~ ~ N 2 . di? = da* + dy? + dz*. 83
8D%p— R+ o7 (AijA”) - S (0K’ (83)
- Es decir, hemos recuperado los datos iniciales para el espacio
+16m¢"p =0, (77)  de Minkowski.
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La siguiente solucin de inteés es 3.6.1. Condiciones de foliamn

p=1+k/r, (84) Consideremos en primer lugar la eldéntide la funddn de
conk una constante arbitraria, por lo que |&tnica espacial lapsoa. La eleccon de esta fundn determina @mo avan-
es ahora (en coordenadasés&fas) za el tiempo propio entre distintas hipersuperficies espacia-
2= (14 k/r)4 [dr2 N r2dQ2] (85) les, es def:l_r, determin&mo esh rebanado el espacio-tiempo
: en superficies de coordenadeonstante. Debido a esto, a la
No es difcil mostrar que esto no es otra cosa queddrim  eleccbn del lapso se le llama cammente una “condion de
ca de un agujero negro de Schwarzschild en las llamaddgliacion”.
“coordenadas @tropas“, donde la masa del agujero negro  Antes de considerar diferentes condiciones de fdiaci
esh dada porM/ = 2k. Hemos encontrado la soléci para  debemos mencionar un par de resultados que son muy im-
el problema de valores iniciales correspondiente a un agujeeortantes al hablar sobre este tema. En primer lugar, conside-
negro de Schwarzschild. remos el movimiento de los observadores de Euler, es decir,
Como la ecuaéin de Laplace es lineal, podemos superpo-aquellos que se mueven siguiendo leeés normales a las
ner soluciones para obtener nuevas soluciones. Por ejemphipersuperficies que forman la foliéci. Notese que no hay

la solucbn razon para suponer que estos observadorémest cada li-
N bre, por lo que en general pueden tener lo que se conoce coma
=1+ Z _ M (86) una “aceleradn propia” que mide la fuerza requerida para
=1 2r — 1y mantenerlos en una trayectoria diferente a la caida libre. Esta

aceleradin esh dada por la derivada direccional de la cuatro-
|\_/elocidad de los observadores de Euler (el vector norral
a lo largo de misma:

representa & agujeros negros en los puntosincialmen-
te en reposo y se conoce como los datos inciales de Bril
Lindquist. Es posible generalizar dicha so@rial caso en
gue los agujeros negros no@sen reposo, construyendd,as
por ejemplo, datos inciales para dos agujeros negrasten a =n"V,n". (87)
ta. Sin embargo, en ese caso la sdinde la constricéin ha-
miltoniana ya no es tan sencilla y debe obtenerse gtodos  Notese que esto involucra a la derivada covariante en 4 di-
nUMericos. mensionesv,,. No es difcil mostrar que esta ecuéci im-

Es importante notar que este tipo de datos iniciales parglica que la aceleragh esh dada enérminos de la funéin
agujeros negros son modelos de tipo tégato: los agujeros  de lapso por
negros esn representados por agujeros de gusaimue(es
de Einstein-Rosen) que unen nuestro Universo con otros. Es- a; = 0;Ina . (88)
to ocurre en la solubn de Schwarzschild y corresponde a un
agujero negro “eterno” (no formado por colapso). En el munOtra relachn importante eét relacionada con la evoliri
do real, uno espera que los agujeros negros se formen por de los elementos de volumen asociados a los obervadores de

colapso y eltinel de Einstein-Rosen no esiahi. Euler. El cambio de estos elementos de volumen en el tiem-
o po esh dado por la divergencia de las velocidades de estos
3.6. Condiciones de norma observadore¥ ,n/*. Usando la definiéin de la curvatura ex-

. . trinseca encontramos ahora
Como hemos mencionado, en el formalismo 3+1 la elec-

cion del sistema de coordenadasaedada enérminos de

las “variables de norma”; la funan de lapsax y el vector

de corrimiento3’. Estas funciones aparecen en las ecuacio- . . )

nes de evoluén (62) y (70) para la #trica y la curvatura €S decir, el cambio de los elementps de volumen en el tiempo

extiinseca. Sin embargo, las ecuaciones de Einstein no n&§ Menos la traza de la curvatura ingeca.

dicen q valores deben tomar las variables de norma. Esto Regresemos ahora al problema deno elegir la fundn

es lo que deb&mos esperar, pues es claro que las coorden4le lapso. La maneraas obvia de elegir esta furdci es sim-

das deben poder elegirse libremente. plemente decidir que queremos que el tiempo coordenado
La libertad en la elecon de las variables es una bendi- coincida en todo punto con el tiempo propio de los observa-

cion a medias. Por un lado, nos permite elegir las cosas déores de Euler. Desps de todo, ¢ @podia ser nas natural?

manera que las ecuaciones se simplifiquen, o de manera g&éta elec@n corresponde a tomar= 1 en todo el espacio.

la solucbn sea mejor comportada. Por otro lado, surge inmeDe la Ec.88 vemos que en este caso la acelenaie los ob-

diatamente la pregunta: ¢&es una buena eleéri de las ~ servadores de Euler es cero, es decigresh céda libre y se

funcionesy y 3:? Reciérdese que esta dedinidebe tomarse mueven a lo largo de geésdicas. Debido a esto, a esta elec-

incluso antes de comenzar la evoluti Existen, desde luego, Cion se le conoce como “foliatn geodsica”.

infinitas elecciones posibles. En estas notas nos limitaremos La foliacion geodsica, pese a parecer muy natural, es en

a mencionar algunas de lassconocidas. la practica una muy mala elecri. La rabdn de esto esatil

Vot = —trK, (89)
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de ver si pensamos que les ocurre a observadoreddmleca valores infinitos del campo gravitacional, lo que caisque
bre en un campo gravitacional no uniforme. Al ser el campcel codigo computacional se detenga.
no uniforme, diferentes observadores caen en distintas direc- yna de las desventajas de utilizar una folicimaximal

ciones y nada impide que choquen entre ellos. Cuando esty ¢| hecho de que en tres dimensiones la soude la ecua-
sucede, el sist_ema de coordenadas qtfa_eaiaﬂo a estos ob- ion elptica (92) resulta muy costosa en tiempo daqui-
servadores deja de ser uno a uno: un mismo punto tiene ahgkg  pebido a esto se han buscado condiciones de fatiaci
mas de un valor de las coordenadas asociaélb Bsto sig-  jjternativas que tengan propiedades similares a la foliaci
nifica que el sistema de coordenadas se ha vuelto Singm%aximal, pero que a la vez seadsciles de resolver. Una
Debido a esto, la foliadh geoésica no se utiliza. familia de condiciones de lapso que tiene estas propiedades
Para buscar una mejor condinide lapso, debemos pen- s |5 [lamada condion de Bona-Masso [26]. Esta familia es-

sar cl fue el problema con la foliadh geo@sica. El pro-  pecifica una ecuasi de evoludn para la fundn de lapso
blema fasico es que observadores eidealibre son “en- e |3 forma

focados” por el campo gravitacional. Esto significa que se
acercan unos a otros, por lo que los elementos de volumen
disminuyen hasta hacerse cero. Podemos entonces construir
una foliacbn donde se exija que los elementos de volumen
se mantengan constantes. De la Ec. (89) vemos que esto @sndef(«) es una fundn positiva pero por lo deas arbi-
equivalente a pedir traria de« (la razdn por la que debe ser positiva tiene que

ver con el concepto de hiperbolicidad que se dicute en la Sec.

trK = §;trK = 0. (90) 4). El termino con el vector de corrimientt se inclu
. ye para

Como se ve en esta expr@sj es claro que debemos exigir no formar la “derivada total” respecto al tiempo, es decir, la deri-
solo quetrK sea cero inicialmente, sino que se mantenga cevada alo largo de la diredm normal. La condiéin de Bona-

ro durante la evoluéin. Por otro lado, a partir de las Ecs. (62) Masso incluye a subfamilias muy conocidas. Por ejemplo, si
y (70) encontramos se tomaf = 1 se obtiene la llamada “foliagh arnonica”,

1 para la cual la coordenadaesulta obedecer la ecuénide
OtrK = AotrK — D%a + o [Kinij+ (p—i—trS)} , (91) ondag"'V,V,t = 0. En este caso la ecuaci de evoludn
2 del lapso se puede integrar para obtener

O — 100 = —a’f(a) K, (93)

donde se utilid la constricadn hamiltoniana para eliminar el
escalar de curvatura. Imponiendo ahora la condi¢®0) en- o = h(z') 42, (94)
contramos que la fungn de lapso debe satisfacer la siguiente

ecuacbn elptica: . L, . .
dondeh(z") es una fundn independiente del tiempoyes

- 1 . ya . . 1/2
Do =a |KijK" + - (p+tiS)| . (92) el determinante de la @trica espacial, es decir,!/? es el
2 elemento de volumen.

Esta condidn se conoce como “foliah maximal” [25]. Es-
te nombre se debe a que puede demostrarsesijaes la con- oo Singularidad
dicion que garantiza que el volumen de unadagiualquiera S ] 4 -

de la hipersuperficie espacial se maximiza ante [feagiea- T -

riaciones.

La condicbn de foliacon maximal se ha utilizado en mu-  Tiempo
chas simulaciones nugmicas de diferentes sistemas, inclu-
yendo agujeros negros, y sigue siendo popular a la fecha. Su
ventajas esin en que es una ecuarisencilla, cuya solu-
cibn es suave (por ser producto de una ecé@raeiptica), y
gue garantiza que los observadores de Euler no pueden enfc
carse. En particular, la foliamh maximal tiene la propiedad
de evadir singularidades, tanto singularidades de coordena
das debidas al enfoque de observadores, como singularida
des fsicas como aquellas que se encuentran en el interior de
un agujero negro. En el caso de un agujero negro, la solu-

z
&
7 |

cion de la condidn maximal hace que la furtm de lapso se R

haga exponencialmente cero en la éeginterior al agujero I Colapso de materia
negro, feldmeno que se conoce como el “colapso del lapso”

(ver Fig. 5). El colapso del lapso resulta miul, ya que de Observador de Euler

otra forma las hipersuperficies marcizar directo a la singu-
laridad fisica en un tiempo muy corto, donde se encofdgrar FIGURA 5. Diagrama esquedtico del colapso del lapso.
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Otra familia interesante se obtiene tomarfda) = N/« Hay varias cosas que es importante notar de esta condi-
con N una constante positiva. Esto corresponde a la famili@ion. En primer lugar, se trata de tres ecuaciones diferenciales
“1+log” [27, 28], cuyo nombre proviene de que en este casdel indice: est libre), que en principio nos permiten calcu-

la funcion del lapso resulta tener la forma lar las tres componentes del vectit En segundo lugar, es
_ un sistema de ecuaciones de tipg#to (generalizaciones
a=h(z")+1n ('yN/z) . (95) delaecuadin de Poisson), acopladas enfrddebido a esto,

la condicbn de distor$in minima es muy ditil de resolver
La familia 1+log conduce a foliaciones muy similares alen el caso tri-dimensional (aunque no imposible), lo que ha
lapso maximal y tamkin tiene la propiedad de evadir singu- hecho que sea poco utilizada en lagiica.

laridades. En la jactica se ha encontrado que el caée= 2 Condiciones de corrimiento relacionadas con la distor-
es particularmente bien comportado [29]. sion minima, pero mucho &s fciles de resolver, se han pro-
puesto en losiltimos dlos. En particular, propuestas del tipo

3.6.2. Condiciones de corrimiento ; j
7B o« DI%;; (100)

Es menos lo que se conoce sobre elecciones del vector gge transforman el sistema de ecuacionfgieas en un sis-

corrimiento que sobre condiciones de fol@tiLa radn s tema hiperblico se han propuesto en la Ref 31, pero en estas

gue tomar el vector de corrimiento igual a cero funciona biemgtas no hablaremos sobre ellas.

en muchos casos. Sin embargxisten propuestas démo Para terminar esta sebai es importante comentar que, si

elegir el vector de corrimiento en diversas situaciones. bien es cierto que en muchos casos tomar el vector de corri-
ITa_propuesta mejor conomd_a para e'_EQW el vector denjento igual a cero funciona muy bien, hay casos en los que

corrimiento se conoce como “distodsi minima” [30]. La  es claro que esto no puede st Bs particular, sistemas con

idea kasica es utilizar al vector de corrimiento para eliminarmomento angular (agujeros negros o estrellas de neutrones

lo més posible la distorén de los elementos de volumen. Pa- g rotacdn) producen un efectdsico llamado “arrastre de

ra ello se define el llamado “tensor de distorsi¥;; como  sjstemas inerciales”, que en pocas palabras significa que ob-

servadores cercanos al objeto que rota se ven arrastrados er

1 L , . . . P
Y= 571/2&% , (96) la rotacbn deéste. En este tipo de situacionesitaca for-
ma de impedir que el sistema de coordenadas sea arrastrado
donde~ es el determinante de la&trica espacial ¥y;; = y termine completamente enredado alrededor del objeto, es

7*1/3%. Es deciry;; es una transformatin conforme de la  utilizando un vector de corrimiento que se oponga al arras-

métrica en la que se ha factorizado el elemento de volumete. Estas situaciones tardbi se dan en el caso dedsbita

(7 = 1). El tensor de distoréh puede entenderse entoncesde objetos compactos, por lo que el estudio de condiciones
como el cambio en ldorma de los elementos de volumen adecuadas de corrimiento se ha vuelto un tema de gran ac-

durante la evoludin (y no en su volumen interno). tualidad.
A partir de la ecuaéin de evoludn para la ratrica (62),
puede demostrarse que 4. Formulaciones alternativas e hiperbolici-
1 1 dad
Eij = —« (KZJ — 3’Vith‘K> + 5 (Lﬂ)lj R 97)
En la secdn anterior se introdujeron las ecuaciones de evo-

dondeL es el mismo operador que definimos cuando disculucion de ADM, Ecs. (62) y (70). De hecho, estas ecuaciones
timos @mo encontrar datos iniciales (Ec. (76). no esén escritas en la forma original de Arnowitt, Deser y
La condicbn de distorgin ninima se obtiene de pedir Misner [21], sino que son una re-escritura no trivial por parte
que la integral sobre todo el espacio del “cuadrado” node York[20]. Aunagenla comu.nidad nuérica las Ecs. (62)
negativo del tensor de distobsi,>;; '/, sea lo nas pequaa Y (70) se conocen como ecuaciones ADM.
posible. En este sentido, esta congiitiminimiza la distor- Es importante Selar precisamente en gulifieren las
sibn de manera global. La condici que acabamos de des- €cuaciones de ADM originales de las ecuaciones ADM
cribir se expresa matexticamente como un principio varia- & 1& York (que llamaremos de ahora en adelante "ADM

cional, que tiene como solui estindar”). Ambos grupos de ecuaciones difieren en dos as-
pectos distintos. En primer lugar, las variables ADM origina-
D% =0, (98) lesson la rétrica espacial;; y sumomento caimico conju-
gadorm;; que se obtiene a partir de la formulaeilagrangiana
o de manera equivalente de la relatividad general, y que astlacionado con la curva-
. tura extinseca como
j L —9pi T 1
DL, =20 [a <K” 37““KH S Ky == (% 3 %ﬂ) . (o)
Esta es la forma final de la condci de distoréin minima. con~ el determinante de la &trica espacial yr = tr ;.
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Sin embargo, incluso si se reescribe@mtinos de la cur-  midltiplos arbitrarios de las contricciones. Diferentes ecuacio-

vatura extmseca, la ecua@n de evoludn que ADM obtie-  nes coinciden en las solucionési¢as, pero pueden diferir de

nen parak;; difiere de (70), y tiene la forma manera drartica en sus propiedades matdivas y en par-
ticular en la manera en la que responden a péggigiolacio-
0 Kij = B°DoKij + Kio D" + Kja Di8* — D;Djax nes de las constricciones (inevitables @uitamente). Cai
3) " es la mejor manera de escribir las ecuaciones de eoles
To [Rz‘j — 2K Kj + K tr K} un problema abierto de gran actualidad.

Q
+dma[vi; (trS — p) — 28;5] — 1 vi;H, (102) 41, Laformulacion BSSN

dondeH es la constricéin hamiltoniana (66): Aun cuando las ecuaciones de ADM son el punto de partida

del formalismo 3+1, en la pactica no han resultado ser muy

H:=R® + (trK)* — K;;K" —16rp=0.  (103)  pien comportadas frente a pedas violaciones de las cons-

tricciones. En la siguiente sebai discutiremos una posible

Es claro que ambas ecuaciones de evolusion fsicamente explicacbn de este hecho, pero de momento lo tomaremos

equivalentes, ya que difiereals en la adicdn de un érmino
proporcional a la constricgn hamiltoniana que debe ser ce-
ro para cualquier solugn fisica. Sin embargo, las diferentes
ecuaciones de evolum parak(;; no sonmatenaticamente

como una observa@n emprica: las ecuaciones ADM no son
muy estables ante violaciones de las contricciones.

Desde principios de laggtada de los 90, se han propuesto
una gran cantidad de formulaciones alternativas de las ecua-

equivalentes. Hay dos razones por las que ambas ecuacionggnes de evoludin con diversas motivaciones. En este curso

son distintas mateaticamente:

1. En primer lugar, el espacio de soluciones de las ecua-

no podemos verlas todas, ni siquiera una forcepresenta-
tiva, as que nos limitaremos a discutir una formulatiparti-
cular que se ha vuelto muy popular en idsmos dios debi-

do a que en la j@actica ha resultado ser muy bien comportada.
Esta es la formuladn conocida como BSSN (Baumgarte y

ciones de evoludin es distinto, y 8lo coincide para
solucionesikicas, es decir, aquellas que satisfacen la
contricciones. Dicho de otro modo, ambos sistemas d

; ! . . %hapiro [32], Shibata y Nakamura [33]).
ecuaciones@o son equivalentes en un subconjunto del . " L.

. . . La formulacbn BSSN difiere de la formula@n ADM en
espacio total de soluciones. A este subconjunto se le

e L P varios aspectos. En primer lugar, BSSN introduce nuevas va-
conoce como la “hipersuperficie de constrinti : S o X
riables similares a las utilizadas en el problema de valores in-
Desde luego, uno potérargumentar que dado quEG  ciales que discutimos en la Sec. 3.4. Latrita espacial;;
estamos interesados en soluciorisgés, la distinén  se reescribe erétminos de una Btrica conformey;; me-
que hemos hecho es irrelevante. Esto es estrictamenggante |a transformaén:
cierto si uno puede resolver las ecuaciones de forma
exacta. Pero en el caso de soluciones énicas siem- Yij = 1/;4%, (104)
pre haba un elemento de error que nos llévduera
de la hipersuperficie de constrioa, y la pregunta de donde el factor conforme se escoge de manera que el de-
qUé ocurre en ese caso se vuelve almselevante sino  terminante deéy;; sea igual a 1, es decir,
de fundamental importancia: Si nos salimos ligeramen- )
X . o ’l/)* 1/12 ~”7w74 o A—1/3 5 =1 (105)
te de la hipersuperficie de constrigni ¢ nos mantene- =77 Vi = Yij = Yigs V=1L
mos a una distancia pedise o0 nos alejamos de ella

cada vez rés Apido? dondey es el determinante dg; y % el determinante dg;.

Por otro lado, la curvatura extiseca se separa en su traza

. La segunda rdm por la que ambos sistemas difieren K := trK'y su parte de traza cero:

maten@ticamente eétrelacionada con la anterior y es 1

de mayor importancia. Debido a que la constibodia- Ay = K5 — g%jK. (106)
miltoniana tiene derivadas de lgtnica (escondidas en

el escalar de curvatut), al ahadir un niiltiplo deésta  En vez de las variables ADM);; y K;;, se utilizan entonces
estamos cambiando éstructura mismae la ecuadin  las variables

diferencial, es decir, podemos pasar de un sistema de

1 -
tipo hiperiblico a otro de tipo éptico, e incluso de un ¢=Iny = 2 Invy, K=r;;K",
sistema bien comportado (“bien planteado”) a otro que . _ .
no lo es. Yi5 = e P4, Ay =e " Ay, (107)

Estas consideraciones nos llevan a una obsémagpie Adenas, se introducen tres variables auxiliares llamadas

es hoy en t una de ladreas de investigamn mas importan-  “funciones de conegin conformes” definidas como
tes en la relatividad nuéatica: las ecuaciones de evoloici

son altamente ndanicas, pues siempre es posibfeadirles

[ =390 5 = —9;57, (108)
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dondel™ j; son los #mbolos de Christoffel de la @trica con-  y dondeRfj denota érminos adicionales que dependeryde
forme, y donde la segunda igualdad se deriva de la d&fmici L o

de los $mbolos de Christoffel en el caso en que el determi- Rfj = —2D;D;¢ — 29;;D* Dy

nante dey sea igual a 1 (lo que debe ser cierto por construc- _ . PSR

cion). Llamamos a las 17 variables K, 7;;, A;; y TV las +4Di¢ D¢ — 43;;D7¢ Dy, (118)
“variables BSSN".

Hasta ahora no hemos hecho otra cosa que redefinir v
riables e introducir tres variables auxiliares adicionaldsm A
falta dar las ecuaciones de evolutide las nuevas variables.
Por simplicidad, de aqen adelante asumiremos que esta-
mos en vam y que el vector de corrimientd® es cero (el
caso general puede obteneraeilimente). De la ecuamn de
evolucbn para la ratrica espacial (62) encontramos

dondeD; es ahora la derivada covariante con respecto a la

Tetrica conforme.
La motivacbn para el cambio de variables realizado arri-

ba es nltiple. La transformaén conforme y la separdmi
de la traza de la curvatura extseca se lleva a cabo para te-
ner mejor control sobre las condiciones de lapso, que como se
mencior en la secc. 3.6.1, en generalastelacionadas con
la traza def;; y se escogen de manera que se pueda contro-

Ovi; = —2aA,j, (109)  lar mejor la evolud@n de los elementos de volumen. Por otro
1 lado, la introducdn de las variables auxiliaré¥ se debe a
O = féozK, (110) que, cuand@stas se consideran variables independientes, las

] o i segundas derivadas de l&trica conforme que aparecen en
mientras que de la ecuan de evoludn para la curvatura ¢ |ado derecho de la ecuaaci de evoludn (111) (conteni-

extrinseca (70) obtenemos das en el tensor de Ricci (117)) se reducen simplemente al
8 Ay; = e **[-D;Dja + aR;;|TT opera_tdor de Laplacidmalé?m%j. Todos los deras é_rnjinos
_ o que tienen segundas derivadasigepueden reescribirse en
a(KA;j — 24;,A%), (111)  términos de primeras derivadas Oe Esto significa que las
, 1 Ecs. (109) y (111) toman la estructura de una ecémdie
WK = —D'Dija+ a(A;; A7 + gK?), (112)  onda.

dondeT F' denota la parte de traza cero. Es importante notar Falta din un elemento clave en la formulaoiBSSN que
P P no hemos mencionado. En lajgtica resulta que, pese a las

ue en la ecuaon de evoludn parak se ha utilizado ya la
9 P y motivaciones arriba mencionadas, si uno utiliza las ecuacio-

;:lj)rr;gnccon hamiltoniana para eliminar al escalar de CUNVa- ¢ de evoludin dadas por (109), (110), (111), (112) y (114),

5 el sistema resulta seiolentamente inestabén simulaciones
R=Kj;K" — K* = Aj ;A7 — K> (113)  nuneéricas.
3 Para corregir este problema escribimos primero las con-

Vemos entonces que ya hemos comenzado a jugar el juegfcciones de momento, que en las variables BSSN toman la
de sumar raltiplos de las constricciones a las ecuaciones deégrma

evolucbn. Falta &n la ecuadn de evoludn para lad™. 9
Esta ecuaéin puede obtenerse directamente de (108) y (62).  9; A" = —I";, A7* — 64179, + giijajl(. (119)
Encontramos que

. Y K Podemos ahora utilizar esta ecwacipara substituir a la
oI = =2 (aajA +4 ajo‘) : (114) divergencia deA” que aparece en la ecuénide evolu-

Notese que en las ecuaciones de evéimcp’ara/Lj y K cion (114) pard™, obteniendo

aparecen derivadas covariantes de la fimdie lapso con res- O = —2419,a
pecto a la rétrica fisicay;; que esan dadas por
L iy 2 ..
DiD/L‘Oé + 2a (FljkAjk + 6A”8J¢ — 3’?”37‘[() . (120)
—4¢ (~ij ik ~i
= ¢ (39 9;0;a — T*Opa +2770,00;0).  (115) El sistema de ecuaciones de evofuties ahora: (109),

Ademas, en la ecuadn parad;; aparece el tensor de Ricci (110). (111), (112), y (120). Este nuevo sistema ooya
asociado a;; que se separa de la siguiente forma: no presenta} la violenta mestablhdad.antes mencionada, si-
~ no que ader&s resulta ser mucho mejor comportado que el

R;j = Ri; + Rf;, (116)  sistema ADM en todos los casos estudiados a la fecha. Que

esto es dsfue mostrado por primera vez de forma énga

(es decir, mediante comparaciones directas de simulaciones

. nunéricas) por Baumgarte y Shapiro en la Ref. 32, y expli-

5 tam A 8 Tk TRD cado por Alcubierre y colaboradores en la Ref. 34. La expli-

Rij = =57 00m i + O™ + T cacbn de porgé BSSN es mejor que ADM éstelacionada

con el concepto de hiperbolicidad que discutiremos en la si-

guiente secdin.

donde}?ij es el tensor de Ricci asociado a laétnica confor-
mei;:

b )
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4.2. El concepto de hiperbolicidad La hiperbolicidad es de fundamental importancia en el
estudio de las ecuaciones de evolicasociadas con un pro-

En esta secon daremos una breve introdudial concep-  plema de Cauchy. En un sentidsito, la hiperbolicidad im-

to de hiperbolicidad de sistemas de ecuaciones de edoluci pjica que el sistema de ecuaciones es causal y local, es decir,

que resulta clave en el alfsis de las propiedades mat@in  gye |a soludn en un punto dado del espacio-tiempo depen-

cas de los sistemas de ecuaciones utilizados en div@msas  ge glo de informaddn contenida en una regi compacta

de la fisica, y en particular en la relatividad nénita. Una 4| pasado de ese punto, el llamado “cono caréstteo” (o

descripodbn mas detallada de la teélarde sistemas hiped-  cono de luz en el caso de la relatividad). Makgicamen-

cos puede encontrarse en la Ref. 35. __te, se puede mostrar que un sistema fuertemente lifrb
Consideremos un sistema de ecuaciones de eenl&r  esg “hien planteado”, es decir, sus soluciones existen y son
una dimengn de la forma Unicas (al menos localmente), y adesrlas soluciones son

estables en el sentido de que cambios pigsien los datos
iniciales corresponden a cambios petpgen la soluéin.

dondeF; y ¢; son funciones arbitrarias, posiblemente no li-  El concepto de hiperbolicidad se puede extender a tres
neales, de las’s pero no de sus derivadas. Este sistema tamdimensiones considerando ecuaciones del tipo

bién puede escribirse como Bpu; + O, FF + 8,FY + 8,F7 = q; ,

Orui + > Miydyu; = ¢ i€{l,...,N,}, (122) ie{l,...,N,}, (126)
J

atui + 8rF1 = q; iG {17"'7Nu} ) (121)

y analizando las tres matrices jacobianas

con
o OF; MZ; = aFik/auj (k==x,y,2).
(/A
Ouy Para ver un ejemplo sencillo de hiperbolicidad, conside-
la llamada “matriz jacobiana”. remos la ecua6in de onda en una dimebsi
Es importante mencionar que la mayor parte de las ecua- 5 9
. . . B " 0% 0%
ciones diferenciales de lgsfca se pueden escribir de esta for- — 2L =0, (127)
ma. En el caso en el que haya derivadas de orden mayor, se ot Ox?
pueden simplemente definir variables auxiliares para obtenelonde¢ es la funcbn de onda y: la velocidad de onda. Esta
un sistema de primer orden. ecuacbn es de segundo orden, pero podemos pasarla a primer

Sean ahora; los eigenvalores de la matriz jacobiah&  orden si introducimos las variables auxiliares:
El sistema de ecuaciones de evofucise denomina “hi-
perbolico” si todas las)\; resultan ser funciones realesam I:=0¢/0t, V= 0¢/0x . (128)

aln, el sistema se denomina “fuertemente hipkcb” si la . . .
La ecuaddbn de onda puede reescribirse entonces como el sis-

matriz M tiene un conjunto completo de eigenvectores. Er'{

caso que todos los eigenvalores sean reales, pero no exista Vitha

conjunto completo de eigenvectores, el sistema se denominad¢ _ o ,0v _ ov o _ (129)
“débilmente hiperblico”. ot ot oz 9t Oz ’

Asumamos ahora que el sistema es fuertemente liperb ,e |a primera ecudni es la definidn dell, la segunda

co. Definimos las “eigenfunciones’; como es la ecuadin de onda propiamente dicha, y la tercera es el
u=Rw = w=R"'lu, (123) requerlm_lento de que Ia§ derivadasgdeonmuten. El siste-
ma anterior claramente tiene ya la forma (121). Como la fun-
dondeR es la matriz de eigenvectores columnaEs posible ~ €ion ¢ no aparece en ninguna de las ddtimas ecuaciones,
mostrar que la matri® es tal que podemos analizalinicamente el sistemfl, ¥}. La matriz
jacobiana en este caso esXe 2 y resulta ser
RMR™'=A, (124)

0 —c
. . . M = ) 130
conA = diag(});). Las ecuaciones de evoldai para los ei- ( -1 0 ) (130)

gencamposy; resultan ser entonces . . !
cuyos correspondientes eigenvalores son realesy dstlos

dw; + N pw; = ¢, (125)  PorAi = =+, es decir, las ondas pueden moverse a la iz-
quierda y a la derecha con velocidad_a martriz M tiene
con ¢, funciones de las’s pero no sus derivadas. El siste- dos eigenvectores independientes, es decir un conjunto com-
ma se ha transformado entonces en una serie de ecuacionpsto, por lo que el sistema es fuertemente hipkcb. Los
de advecdn con velocidades caracigticas dadas por los eigenvectores resultan ser = (Fc, 1), de donde podemos
eigenvalores\;. Dicho de otro modo, tenemos una serie deencontrar&cilmente las eigenfunciones,. = IIFc¥ (note-
perturbaciones propagdose con velocidades. se que a la velocidaglc corresponde la eigenfurdsi IT — ¢ ¥
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y viceversa). Las ecuaciones de evolucpara las eigenfun- El siguiente paso es reescribir estas ecuaciones como un
ciones son sistema de primer orden. Para ello debemos introducir las va-
B B riables auxiliares

Vemos que las eigenfunciones se propagan en direcciones
opuestas de manera independiente.

1

El sistema de ecuaciones toma ahora la forma
4.3. Hiperbolicidad de las ecuaciones 3+1

Vamos ahora a estudiar la hiperbolicidad de las ecuaciones Ora = -K, (141)
de evolucdbn de ADM, Ecs.(62) y (70). Comdo estamos Ahiy = —2K; (142)
interesados en la ideabica, vamos a analizar un caso muy
simple (las conclusiones no se modifican fundamentalmente ~ 9:Ai = —0; K, (143)
en el caso general). En primer lugar, asumiremos que esta-a Diji = —0;K 1, , (144)
mos en el vaio y que el vector de corrimient® es cero. Las
ecuaciones que vamos a utilizar son entonces O Kij = =04y

Ovij = —2aKij (132) + Z 20( Dirj) — 0a Dy — Ok Diij) - (145)

atKij = — DiDjOé

Para hacer el atisis de hiperbolicidad notamos primero que

las variables. y h;; evolucionan élo con &rminos de fuente

(no hay derivadas del lado derecho). Adexmo aparecen en

las siguientes ecuaciones, por lo que pueden ignorase al es-

tudiar la hiperbolicidad. Nos concentraremos entonces en el

subsistemdA;, D; i, K;; }. Como el sistema es tridimensio-
a=1+a, Yij = i + hij, (134)  hal, en principio debemos construir las tres matrices jacobia-

nas. Analizaremo$inicamente la direcon z, las otras dos
cona y h;; mucho menores que 1. A primer orden en canti-direcciones son enteramenteéiogas.

ta [R(3) 2K ;o K8 + Ky tr K} . (133)

Para simplificar @n mas las cosas, consideraremos perturba
ciones lineales de un espacio plano. En este casoéiaca
espacial y la fundn de lapso se pueden escribir como

dades pequ@s, las ecuaciones de evolutitoman la forma Si consideramostdo derivadas en la diredn 2, nota-
simplificada (ibtese que en estas circumstandigs resulta  mos quetnicamente debemos considerar las componentes
ser una cantidad peqji): Az Y Dyji, pues las componentes, y Dk, parag dis-
Bk = 2K, (135) tinta d_ex, se pueden tqmar como fijf_;ls_ en este_ caso (podemos
e o asumir que son cero sin afectar eblisis). Haciendo un po-
0K = —0;0;0 + jol-)7 (136) ;:Oorriiélgebra encontramos que el sistema a analizar toma la

donde el tensor de Ricci linealizado &@slado por

0y + 0uDuyy =0,  (148)

R =-1/2 (V2 —9r; - o). (137)

pla.no

y donde hemos definido

r;:= Orhiy — 1/2 0;h, 138
con 0¢ Ky =0, (150)
h=> hi. OK,. =0, (151)

Ky 4+ 0:Dyy. =0,  (152)
Para continuar el alisis debemos ahora elegir nuestra
condicin de foliacon. La opcon mas simple es tomar = 0, O:Daji + 0xKje = 0. (153)
pero eso equivale a la foligm geo@sica y ya hemos men-
cionado queésa no es una buena eléati Tomaremos mejor  Este es un sistema de trece variables:

el lapso armnico, que en esta aproximaai corresponde a
(K:ZiKii) u = {AaaKLmeJszzanyqumeza

61&@ =-K. (139) Da:xacanyy7szz;Dxxy7Da:acz;nyza}
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La matriz jacobiana resulta ser

011100000 O0O0TO0OOQ 0
1000 00O0OO0O11O0O0O0
00 00O0OO0OO0OO0OT1IO0UO0O®O0O0
0 000OO0OO0OO0ODOTO0ODTITO0OTUO0OO0
000 O0O0OO0OO0OO0OTO0ODOTO OO OO0
00 0O0O0OO0OO0OO0OTO0ODSOO OO 0O
M=]0 0 0 0 OOOO0OO0O0O0O0 1f (159
0100O0O0O0OO0OO0OO0OO®O0OO@O0
001 0O0OO0OO0OO0OTO0DTO0OTO0OTODO
0001O0O0OO0OO0OO0ODO0ODO0OTO0OTO O
00 0O01O0O0O0OO0O0OO0OTUO0OSO O
00 00O0O1O0O0OO0OO0OO0OTO OO
0 000O0O0OT1TTO0GO0O0OO0OTO0OO0

M. ALCUBIERRE

donde hemos definido

fi = Zakhik — 0;h = QZ (Diki — Dikg) -
% %

Si consideramostdo derivadas en la diredmn = (e igno-
ramos las componentds, ;;, con g distinta dex), las cons-
tricciones toman la forma

ar, (Dacyy + Daczz) = O, (166)

Oy (Kyy + K.2) =0, 0,K,, =0, 0,K,.=0. (167)

La matriz anterior, d&3 x 13 elementos, tal vez parezca Substituyendo estas constricciones en las ecuaciones de evo-
muy grande, pero la mayor parte de sus entradas son cerdg¢ion, la matriz jacobiana se transforma en

por lo que no es diil encontrar sus eigenvalord%stos re-
sultan ser:1 con multiplicidad 4,—1 con multiplicidad 4, y

0 con multiplicidad 5, para un total de 13. Como todos estos

eigenvalores son reales, el sistema es hifdax. Mas intere-
santes son los eigenvectores. Asociados al eigenyator1
tenemos los siguientes tres eigenvectores:

v; =(1,-1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0), (155)

vy =(0,0,1,-1,0,0,0,0,—1,1,0,0,0), (156)

vy = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,—1); (157)
asociados al eigenvalor= +1 los tres eigenvectores:

vf = (1,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0), (158)

vy = (0,0,1,-1,0,0,0,0,1,-1,0,0,0), (159)

v3+ = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,1); (160)

y asociados al eigenvalor= 0 los tres eigenvalores:

v = (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),  (161)
v9 = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0), (162)
v§ = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0); (163)

0100 0O0O0OOOUOO®OO
100 0O0O0OOOOOO0OT 0O
0 000O0OO0OO0OO0ODT1TTO0OO0OO0O
0 000O0OO0OO0OTO0OOTI1IO0TO0TO0
000O0O0OO0OO0OTO0ODOTO OO O®O0OO
0 000O0OO0OO0OTO0ODOTO OO OTO0OO
M=|0 0 0 0O 0OOOOOOO O 1f. (168)
0100 0O0O0O0OOOOOO
001 00O0O0OO0OOOOO0OO
0 0010O0O0O0O0OO0OO0OO0OO
0 000O0OO0OO0OGO0OTO0OOTO OTO0OO O
0 000O0OO0OO0OTO0ODOTO OO OTO0OO
0 000O0OO0OT1O0O0OTO0O0OTO0OO

Los eigenvalores resultan ser los mismos que antes, pero aho-
ra 9 se encuentra un conjunto completo de eigenvectores. La
leccion aprendida es la siguiente: substituyendo las constric-
ciones en las ecuaciones de evahices posible transformar
a las ecuaciones linearizadas de ADM en un sistema fuerte-
mente hiperblico.

En el caso general, cuando estamos en un campo no li-
nealizado y con un vector de corrimiento distinto de cero, se
puede hacer un atisis similar. El problema es que en ese ca-

para un total de solo nueve. Es decir, no hay un conjunt@g ng es nada evidentérno se deben substituir las constric-

completo de eigenvectores y el sistemads gebilmente hi-
pertblico. Como hemos mencionado, un sistergaiinente

hiperhblico no es bien comportado, por lo que déasros es-

ciones en las ecuaciones de evahicpara obtener sistemas
hipertblicos. De hecho hay muchas formas distintas de ha-
cerlo, inclusive se han construido familias multipaédricas

perar problemas cuando utilizamos ADM para simulacionegje formulaciones hipetflicas, entre las que se pueden men-

numericas.
Es posible resolver el problema de la hiperbolicidadid

cionar las formulaciones de Bona-Masso [26, 36], Frittelli-
Reula [37], Kidder-Scheel-Teukolsy [38], entre otras. Incluso

de ADM ahadiendo rltiplos de las constricciones en lugares g posible mostrar que la formulaniBSSN que se introdujo

adecuados. Para ver esto, escribimos la aproxondaieal
a las constricciones que resulta ser

>0t =0,
J

> 0K — 0K =0,

J

(hamiltoniana) (164)

(165)

(momento, )

en la secdn anterior es fuertemente hipética bajo ciertas
suposiciones [39].

Hoy en da, el problema de encontrar criterios que digan
qué formulacén hiperlblica es mejor que otra se ha conver-
tido en unarea de investigagn de gran actualidad, y varios
grupos trabajan activamente en ella en diversos lugares del
mundo.
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5. Aproximaciones en diferencias finitas t
Ax
Las teotas de campo juegan un papel fundamental efsia f —
ca moderna. Desde la electroginica chsica de Maxwell, LA A
hasta las tedas cuanticas de campo, pasando por la ecci
de Schédinger, la hidrodiamica y, desde luego, la relativi- * N . * - N ® - At
dad general, la nogh de campo como una entidddi€a en ( ‘

si misma ha tenido implicaciones profundas en nuestra con-

cepcbn del Universo. Los campos son funciones continuas . . ° * ° e °
del espacio y el tiempo, y la descripoi matenatica de sus
leyes diramicas se realiza en el contexto de las ecuaciones * * . * * * o .
diferenciales parciales.
Las ecuaciones diferenciales parciales asociadasiageor X

fisicas son en general imposibles de resolverise@nen- g gyra 6. Discretizacbn del espacio-tiempo utilizada en diferen-
te excepto en casos muy idealizados. Esta dificultad puedgss finitas.

tener diversos dgenes, de la presencia de fronteras irregula-

res a la existencia détminos no lineales en las ecuaciones  Una vez establecida la malla computacional el siguiente
mismas. Para resolver este tipo de ecuaciones en situaciongsso es subsitituir las ecuaciones diferenciales por un siste-
dinamicas generales resulta inevitable utilizar aproximacioma de ecuaciones algebraicas. Esto se logra aproximando los
nes nunéricas. operadores diferenciales por diferencias finitas entre los va-

Existen muchas formas distintas de resolver ecuaciondsres de las funciones en puntos adyacentes de la malla. De
diferenciales parciales de forma nérita. Los nétodos ras  esta forma se obtiene una ecuacalgebraica en cada punto
populares son tres: las “diferencias finitas” [40], los “elemen-de la malla por cada ecu&a diferencial. Estas ecuaciones
tos finitos” [41] y los “netodos espectrales”. En este cur- algebraicas involucran los valores de las funciones en el pun-
so nos limitaremos a estudiar las diferencias finitas por seo considerado y en sus vecino§sicercanos. El sistema de
el método conceptualmente&s simple y taml@in por ser el ecuaciones algebraicas se puede resolver de manera sencilla
mas coniin en la relatividad nuérica (aunque no dlnico, el precio que hemos pagado es que ahora tenemosisituch
en particular los ratodos espectrales han comenzado a gananas ecuaciones algebraicas, por lo que se requiere utilizar
popularidad en lo§ltimos dlos [42—44]). una computadora.

Para ver dmo se hace esto en lagatica, consideremos
como nodelo la ecuadin de onda en una dimebsi. Esta
ecuacbn presenta muchas ventajas. En primer lugar se pue-
. o de resolver de manera exacta y la sacexacta se puede
Cuando uno estudia un campo en un espacio-tiempo contijjjizar para comparar con la soléei nunérica. Aderas, la
nuo, se ve en la necesidad de considerar@maero infinito mayoia de las ecuaciones fundamentales en lasasate

(y no contable) de variables desconocidas: el valor del Camt‘ampo modernas se pueden ver como generalizaciones de di-
po en todo punto del espacio y a todo tiempo. Para encontrgg, oo tipos de la ecudi de onda.

el valor del campo utilizando aproximaciones rarioas pri-

mero se debe reducir ellmero de variables a una cantidad . . .

finita. Hay muchas formas de hacer esto. Létodos espec- 0-2- Laecuacbn de onda en una dimensin

trales, por ejemplo, expanden la sofuticomo combinaéin . . )

lineal finita de una base adecuada de funciones. Las variabl!{él ecuacdn de onda en una dimeosi (en un espacio plano)

a resolver son entonces los coeficientes de dicha serie. L“;?ne la forma

5.1. Ideas fundamentales en las diferencias finitas

enfoque distinto es tomado por las diferencias y los elemen- 26 1 9%

tos finitos. En ambos casos se reduceighero de variables 75" 3 a5 =0, (169)
. . o . ) ox ¢ ot

discretizando el dominio de dependencia de las funciones,

aungue con distintas estrategias. donde¢ es la funcbn de onda y: la velocidad de onda.

La idea tasica de las diferencias finitas es substituir al  Para encontrar una aproximauien diferencias finitas a
espacio-tiempo continuo por un conjunto discreto de puntossta ecuadin comenzamos por introducir la siguiente nota-
Este conjunto de puntos se conoce como la “malla” o “red’cion para los valores dgen la red computacional:
computacional. Las distancias en el espacio entre los puntos
de esta red no tienen porgser uniformes, pero en estas no- noi= ¢ (nAt, mAx) . (170)
tas asumiremos qué b son. El paso de tiempo entre dos
niveles consecutivos se denomifig, y la distancia entre dos Podemos aproximar los operadores diferenciales que apa-
puntos adyacentes en el espadio. La Fig. 6 es una repre- recen en la Ec. 169 utilizando expansiones en Taylaer die
sentaddn giéfica de la red computacional. rededor del punt¢n, m). Consideremos el valor deen los
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puntos(n,m + 1)y (n,m — 1): Por esta propiedad la aproximénianterior se conoce co-
06 1 /0% ) o] “lerxproximaoa’)n.explcita”. Si conocemos los valores'dg la
il = O+ <6x> Az + B <$2> (Az) funcion ¢ en los niveles: y n — 1, podemos usar la ecuaci
anterior para calcular directamente los valores de la &mci
1/83 3 en el nuevo paso de tiempo+ 1. El proceso puede luego
T 6 (M) (Az)" -, (171) iterarse tantas veces como se quiera. Es evidente que todo lo
5 L /2 que se necesita para comenzar la evoineis el conocimien-
no =gt — ( ¢> T4+ = <¢> (Az)? to del valor de la funén de onda en los primeros dos pasos
Ox 2 \ 922 de tiempo. Pero obtener estos datos es nayl fle hacer.
1/8% 5 Como se trata de una ecu@eide segundo orden, los datos
~ % <axg) (Az)”+---, (172) iniciales incluyen
donde las derivadas son evaluadas en el punto
(t =nAt, x =mAx). A partir de estas expresiones ve- f(z):=¢(0,2) , g(z) = a@i‘f ) (178)
mos que t=0
(3%> _ Pm1 =20+ Sy El conocimiento def (x) evidentemente nos da el primer
Ox? (Az)* nivel de tiempo:
Ax)? (04
! 12) <agj) + . (173) m = f(mAz) . (179)
Podemos entonces aproximar la segunda derivada como  para el segundo nivel basta con aproximar la primera deriva-
926 m — 200 4 da en el tiempo en diferencias finitas. Una posible aproxima-
(8w2> = (Az)? (174)  ciones
Queé tan buena es esta aproxintactidepende, desde lue- oL — o0
go, del tam#o de la mallaAz. Si Az es pequio en el sen- g(mAz) = AL (180)
tido de que la fundin ¢ vaia muy poco en una regn de
ese tamano, entonces la aproxindacpuede ser muy buena. de donde obtenemos
El error involucrado en esta aproximawies llamado “error
de truncadn” y, como vemos, su parte dominante resulta ser Oy = g(mAz) At + ¢y, . (181)
proporcional aAz2, por lo que se dice que esta aproxingaici
es de segundo orden. La expresbn anterior tiene un inconveniente importan-

La segunda derivada @econ respecto ase puede apro- te. De la expanén en Taylor podemos veaéilmente que el
ximar exactamente de la misma manera. De esta forma obtefror de truncaéin para esta exprési es de ordert, por lo
nemos la siguiente aproximaéci a segundo orden de la ecua- que la aproximaéin es $lo de primer orden. Sin embargo,

cion de onda: es facil resolver este problema. Una aproxin@eca segundo
Pry — 200 + Pl orden resulta ser
(Az)’ oh, — b
Lt e et - g(mAz) = = (182)
¢? (At)?

El problema ahora es que esta expradhace referencia al
Podemos reescribir esta ecuatide forma ras com-  valor de la funddn ¢;,! que tambén es desconocido. Pero
pacta si introducimos el llamado “netro de Courant™ ya tenemos otra ecua@ti que hace referenciaggd, y ¢..!:
p = cAt/Ax. La aproximaddn toma la forma final la aproximaddn a la ecuacin de onda (176) evaluada en
2 (¢" —2gn 47 ) n = 0. Podemos entonces utilizar estas dos ecuaciones para
P~ A\ Pmp1 / m—1 eliminar ¢! y resolver parap. . De esta forma obtenemos
_ ((bx;rl 24"+ ¢Zfl) —0. (176) Ia_ S|gu|ente aproximaén a segundo orden para el segundo
nivel de tiempo:
Esta ecuacin tiene una propiedad muy importante: invo-
lucra $lo un valor de la fundn de onda en élltimo nivel de 1 0 p? 0
tiempo, el valow”*!. Podemos entonces despejar este valor Om = Om + 2 ( m1 = 2 P+ Sm- )
en &rminos de valores en tiempos anteriores para obtener + At g(mAz) . (183)

¢n+1 =2 (bm - ¢m
. . Las Ecs. (179) y (183) nos dan ahora toda la inforimacie-
+ 0 (Smg1 — 20 + dha) - A77)  cesaria para comenzar la evolti
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Hay un punto importante que debe mencionarse aqui. Pa- Habiendo definido estos operadores, podemos regresar a
ra reducir el mmero total de variables a urumero finito, las aproximaciones que hicimos a los operadores diferencia-
tambin es necesario tomar una i@gfinita del espacio, co- les que aparecen en la ecudatide onda. Partiendo de nue-
nocida como el “dominio computacional”, con uimero  vo de las series de Taylor, es posible mostrar que la segunda
finito de puntosN. Resulta entonces crucial especificar lasderivada espacial puede aproximarse de manasaganeral
condiciones de frontera que debleraplicarse a las orillas como
de la red computacional. Es claro que la aproxiaa la 86 1 )

( ) (Az)? %

ecuacbn de onda (176) no puede ser utilizada en las fronte-

ras debido a que hace referencia a puntos fuera del dominio

computacional. Existen diversas maneras conocidas de im- 0

poner condiciones de frontera para la ecoade onda. Sin [2

embargo, para sistemasasicomplejos, como las ecuaciones , N , .

de Einstein, la elecén de condiciones de frontera adecuadascong un paameiro arbitrario. La exprean que tefamos an-
es, Ec. (174), puede recuperarse tomahdo0. Esta nueva

y consistentes es un problema no resuelto de gran actuaﬁ— . " de at di iert
dad [45, 46]. Para los objetivos de estas notas podemos olfiProximacon corresponde a tomar promedios, con un cierto

- rador n diferencias fini n n dife-
darnos del problema de las condiciones de frontera 'y asumfreericé’sdeaggg o?gtt)i:ri eo (énee? C;:j arii:sug(;t:?ﬂ doe;a dife
que tenemos un espacio fiefico, de manera que la eledo la contrFi)bucbn del astJ ae tiempo intgrmedio de hgﬁholdes
de las condiciones de frontera @simplemente P P

aparece por completo.

no= gn (184) Si gtilizamos esta aproximami para la sggunda derivada
0 N espacial, pero mantenemos la aproxirbacanterior para la
derivada temporal, obtenemos la siguiente aproxiamaen
diferencias finitas de la ecuéci de onda:

R N o R

2

(o + o) + (1—0) ¢ |, (189)

Esta elecdin, ademas de ser sumamente simple, es equiva

lente a utilizar la aproximaén interna en todos lados, por

lo que permite concentrarnos en las propiedades édb-m

do interiornicamente, sin preocuparnos por los efectos que
uedan introducir las fronteras.

P S §2¢n —0.  (190)

m

5.3. Aproximaciones impicitas y mokeculas computa- Esta es una posible generalizatide (176), pero clara-
cionales mente no ldinica. Es claro que podemos jugar este juego de
muchas maneras y obtener aproximacionesraas genera-
En la secan anterior se introdujeron las ideaasitas de |es, todas ellasalidas, y todas ellas a segundo orden (inclu-
las aproximaciones en diferencias finitas utilizando la ecuasg es posible ingeaiselas para encontrar aproximaciones a
cion de onda en una dimensi como ejemplo. La aproxima- cuarto o mayor orden). La aproximanidada por (190) tiene
cion que encontramos, sin embargoadsfos de setinica.  una nueva propiedad muy importante: hace referencia no a
En principio, existe un iimero infinito de formas distintas uno, sino a tres valores diferentes@len elltimo paso de
de aproximar una misma ecuanidiferencial utilizando di- tiempo. Esto significa que ahora no podemos resolver para
ferencias finitas. Diferentes aproximaciones tienen distinta@ en ellltimo paso de manera expita en €rminos de los

propiedades. En la siguiente seéntise mencionan clales  valores en los dos pasos anteriores. Debido a esto, a la apro-

de estas propiedades pueden hacer una aproXimagisitil  ximacion (190) se le conoce como “aproximagiimplicita”.
que otra. En esta seéci me limitag a introducir una gene- Cuando las ecuaciones para todos los puntos de la malla,
ralizacbn de la aproximadin expicita que vimos antes. incluyendo las fronteras, se consideran a la vez, es posible re-

Para hacer las cosassfaciles, introduciremos una nota- solver el sistema completo invirtiendo una matriz no trivial,
cion compacta para las diferencia finitas. Definimos los opeto que desde luego tomaéas tiempo que el necesario para

radores de “primeras diferencias centradas” como una aproximadin explcita. Parecéa entonces que no tiene
1 ningln sentido considerar aproximaciones de tipo igi.
8p Q1 = 5 (¢yn+1 — ¢%_1) , (185) Slln.embargo, en muchas.ocasmnes. las aproxmacpnes im-
plicitas resultan tener mejores propiedades que lasagxpl
S T n—1 tas, en particular relacionadas con la estabilidad del esquema
6t ¢m Ty (¢m - ¢m ) ) (186) L. . Lo , .
2 numeérico, concepto que se discatien la siguiente sedmi.

“ . : " La diferencia entre una aproximéaiimplicita y otra ex-
y los operadores de “segundas diferencias centradas” como . . e -
plicita puede verse §ficamente utilizando el concepto de

S2GN = T — 267 4 " (187) “molécula computacional”, que no es otra cosa que un diagra-
@ Vm T Em m m=1 ma que muestra las relaciones entre los distintos puntos utili-
G2 PN = pntl — 247 4+ L. (188)  zados en una aproximaci en diferencias finitas. La Fig.7
muestra las mélculas computacionales para los casos im-
(Cuidado: Con esta notdsi (5,,)2 # §2). plicito y expicito que hemos considerado.
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1 n+l La convergencia es claramente diferente a la consisten-
cia: esquemas consistentes puedarilihente no ser conver-
gentes. Esto no es ifl de entender si pensamos que en el
limite cuandoAt se hace cero, un tiempo finifb se puede
alcanzar solo desps de un imero infinito de pasos. Esto
n-1 n-1 implica que incluso si el error en cada paso es infinitesimal,
su integral total puede muadilmente ser finita. La soluin
m-1 m m+1 m-1 m m+1 nunmérica puede incluso diverger y el error de hecho resultar
infinito.
En general es muy dfil verificar anaiticamente si un
esquema de aproximaci es convergente o no lo es. N
5.4. Consistencia, convergencia y estabilidad camente, por otro lado, es mucil ver si la soludn apro-
En laltima secobn nos topamos con qéiauino de los con- Ximada converge a algo (es decir, no diverge). Lacdies
ceptos nas importantes de las diferencias finitas: existe, ersaber si la soluéin nunerica coverge hacia la sold@ri exac-
general, un amero infinito de maneras posibles de aproxi-ta y no a otra cosa.
mar una misma ecuami diferencial. Esto sigue siendo cierto ~ Hay otra propiedad importante de las aproximaciones en
incluso si uno se restringe a considerar aproximaciones catiferencias finitas. Independientemente del comportamiento
un mismo orden de error. de la soludbn a la ecuaéin diferencial, debemos pedir que
La multiplicidad de posibles aproximaciones nos llevalassoluciones exactas de las ecuaciones en diferencias finitas
inmediatemente a la siguiente preguntad@® saber en Ppermanezcan acotadas para cualquier tiempo finigacual-
guUé caso usar una cierta aproximaciy no otra? Desgracia- quier intervalo de tiempd\¢. Este requisito se conoce como
damente, no existe una respuesta general a esta pregunta, {tabilidad”, e implica que ninguna componente de los da-
lo gue muchas veces se dice que las diferencias finitas sdfs iniciales debe amplificarse arbitrariamente. La estabilidad
un arte ns que una ciencia. Sin embargbesisten algu- €S una propiedad del sistema de ecuaciones en diferencias fi
nas glias que nos permiten escoger aproximaciones en ciefitas, y no tiene nada que ver con la ecbadiferencial que
tos casos. Estas @s tienen que ver con los conceptos deestamos aproximando.
consistencia, convergencia y estabilidad. Un resultado fundamental de la teode las aproxima-
Consideremos una cierta aproxintatien diferencias fi- ciones en diferencias finitas es el teorema de Lax (para su
nitas a una ecuasi diferencial. Cuando la malla se refina (esdemostradn ver, por ejemplo, la Ref. 40):
decir, cuanda\t y Az se hacen cada vezas pequios), uno TEOREMA: Dado un problema de valores iniciales bien
esperda que la aproxima6n fuera cada vez mejor en el sen- planteado mateaticamente y una aproximam en diferen-
tido de que los errores de truncamise hacen cada vezas  Ccias finitas aél que satisface la condian de consistencia,
pequdios. Decimos entonces que enialite continuo nues- entonces la estabilidad es condini necesaria y suficiente
tra aproximadn se acerca a la ecuénidiferencial original ~ para la covergencia
y no a otra. Cuando esto ocurre localmente se dice que nues- Este teorema relaciona el objetivo final de toda aproxi-
tra aproximadn es “consistente”. En general, esta propiedadnacbn en diferencias finitas, es decir, la convergencia a la
es muy fcil de ver de la estructura de las aproximaciones eolucbn exacta, con una propiedad que es muchs facil
diferencias finitas, y puede comprobarse casi a 0jo. Las exle probar: |a estabilidad.
cepciones importantes son situaciones en las que el sistema
de coordenadas es singular, donde mostrar consistencia enPep- Estabilidad de von Newmann
punto singular puede no ser trivial. Por ejemplo, es wom
gue aproximaciones en diferencias finitas &estar” fallen

FIGURA 7. Moléculas computacionales.

Un método general para probar la estabilidad de los sistemas
de ecuaciones en diferencias finitas se obtiene de la defini-

en el puntor = 0 cuando se utilizan coordenadasési&fas. . o . -
. . . ¢ion de estabilidad directamente. Comenzamos por escribir
La consistencia es claramente fundamental en una aproxim. ; . e
as ecuaciones en diferencias finitas como

cion en diferencias finitas. Si falla, aunque sea en un solo
unto, implica que no recuperaremos la sdaatorrecta de n+l _ n
E‘;l ecuadbg dife?encial. P v B (19D)

La consistencia eof0 una propiedad local: una aproxi- dondev™ es el vector soludin en el nivel de tiempa y B
macbn consistente se redulalmentea la ecuadn dife-  es una matriz (en general con muchos ceros). Es importan-
rencial en elimite continuo. En la f@ctica, estamos realmen- te notar que toda aproximaci en diferencias finitas, incluso
te interesados en una propiedadlsglobal. Lo que realmente aquellas que involucran&s de dos niveles de tiempo (como
buscamos es que la aproximatimejorea un tiempo finitd’ las que introdujimos para la ecuaside onda en las seccio-
cuando refinamos la malla. Es decir, la diferencia entre la saies anteriores), puede escribirse de la forma (191) simple-
lucibn exacta y la soludin nunerica a un tiempo fij@ debe  mente introduciendo variables auxiliares.
tender a cero en elrhite continuo. Esta condian se conoce Como el vectorv™ se puede escribir como una combi-
como “convergencia”. nacbn lineal de los eigenvectores g el requerimiento de
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estabilidad se reduce a pedir que la maBino amplifique  La dos raices de la ecuéci cuadatica son, claramente,
ninguno de sus eigenvectores, es decir, que la magnitud del

2
mayor de sus eigenvalores sea menor o igual que 1. Dicho de £ = ~B+ (B2—44C)" (200)
otra forma, el “radio espectral” d8 debe ser menor o igual 7 24 ’
al. . , . . . -
El ardlisis de estabilidad basado en la idea que hemok la solucbn general a la ecudm en diferencias finitas re-

: e dsulta ser
expuesto es muy general, pero requiere del conocimiento de

los coeficientes dB en todo el espacio, incluida la fronte- no_ + "

. . L Lo . d)m, - Z |:Zk (§+ (k))

ra. Existe, sin embargo, unétodo muy popular de afisis

de estabilidad que, aunque en principdosnos proporciona n

condiciones necesarias para la estabilidad, en muchos casos +Z, (5_ (k)) } emEAT - (201)

resulta taml#n dar condiciones suficientes. Estétodo, in-

troducido originalmente por von Newmann, &$iasado en  dondeZ;" y Z,~ son constantes arbitrarias.

una descomposiah en Fourier de la soluan. Por otro lado, del hecho de que= C es facil mostrar
Para introducir este @todo, empezamos entonces por ex-que

pandir la soludin de (191) en una serie de Fourier:

C
vi(x) = Y v (k) etk (192) 48] = ‘A‘ =1. (202)
k

k

Esta es una propiedad muy importante, implica que si el sis-
tema es estable para todaes decir, si¢+ (k)| < 1, enton-

ces necesariamente a¢ambén no disipativo (los modos de
Fourier no 6lo no crecen, sino que tampoco se disipan). Para
vt = G (Az, At, k) " . (193) Que el sistema sea estable debemos ahora pedir que

donde la suma es sobre todos los vectores de kioge pue-
den representarse en la mall&i ahora substitumos esto en
la ecuaddn original (191) obtenemos

La matrizG se conoce como “matriz de amplificanl’. La Ei(k) =& (k) =1 . (203)
condicbn de estabilidad ahora corresponde a pedir que nin- _ o

gun modo de Fourier se amplifique, es decir, el radio espectr&S facil ver que esto ocurdrsiempre que

deG que ser menor o igual que L_lrﬁsta es la condion de B2 4AC <0 . (204)
estabilidad de von Newmann. Es importante recalcar que pa-
ra poder utilizar este criterio de estabilidad se han supuesto Substituyendo los valores dg B y C en esta expresi

dos cosas: 1) Las condiciones de frontera soiopeas, Yy gpitenemos la siguiente condai de estabilidad:
2) Los elementos de la mat son constantes.

Como ejemplo_ _deI alisis de_ e:stf_:l_bilidac_i de von New- o2 (1-26) [1 ~cos(kAz)] —2<0 . (205)
mann vamos a utilizar la aproximaci implicita a la ecua-
cion de onda que derivamos antes [Ec. (190)]: Como esto se debe cumplir para tddadebemos con-

siderar el caso cuando el lado izquierdo eaximo. Para

2 ¢2 n+1 n—1 o n
p* 0 [(0/2) (6.7 + on7) + (1= 6) 7] 6 < 1/2 esto ocurria parak = w/Ax, en cuyo caso la

—62¢" = 0. (194) condicbn de estabilidad se reduce a
Consideraremos ahora un modo de Fourier de la forma pr < 1/(1-286) . (206)
oy, = EretmiAT (195) Para el esquema exgpito se tiened = 0, y la condi-

. - . ) L cibn se reduce a la bien conocida condlicide estabilidad
Si substituimos esto en la ecuaiien diferencias finitas en- 4 Courant-Friedrich-Lewy (CFL):

contramos, desj@s de un poco dalgebra, la siguiente ecua-
cibn cuadatica paré: cAt < Az . (207)

2
A+ BE+C =0, (196) La condicbn CFL tiene una clara interpretaci
geonetrica: el dominio de dependencia namco debe ser

con coeficientes dados por - - ,
mayor que el dominio de dependencisido y no al rees

A=p20 {Cos(k Az) — 1} 1 (197) (ver Fig. 8). Si esto no fuera agesultara imposible para

’ la solucbn nungrica converger a la solum exacta, pues al

B=9,2(1—6 { c(k Ax) — 1} +2 . 198 refinar la [nalla siempre hgik_armformacbn ﬁsu;a r/el_evante
P ) | cos (k Az) (198) que quedaa fuera del dominio de dependencia rarino. Y,

como hemos visto, el teorema de Lax implica que si no hay

_ 2 1] =
C=p0 {COS(kAI) 1} L. (199) convergencia el sistema es inestable.

Rev. Mex. 5. S53 (2) (2007) 5-30



M. ALCUBIERRE

28
de malla. La gafica de la izquierda corresponde a un esque-
ma expicito y la de la derecha a un sistema ifigfib con
@ @ 6 = 1/2. En ambos casos los datos incialéagh puntea-
da) corresponden a un paquete gaussiano&ndase inicial-
® @ mente a la derecha. El resultado de la sim@laciunérica se

muestra desps de 120 pasos de tiempo.

c At < Ax € At > Ax De la figura vemos que ambas simulaciones son muy si-

FIGURA 8. Condicbn de estabilidad CFL. ParaAt < Az, el milares. En ambos casos se nota que el paquete inicial se ha
dominio de dependencia nimico es mayor que el dominio de de- dispersado, en contraste con la sabicexacta para la cual
pendenciaifico (regon sombreada), y el sistema es estable. Parag| paquete se propaga manteniendo su forma original. La dis-
cAt > Ax, la situacdn es la opuesta, y el sistema es inestable. persbn es un efecto nu@rico, ocasionado por el hecho de
gue, en la apoximagn nunerica, diferentes modos de Fou-

Ax-100 At-05 0-0%  Ax-100 At-03 rier viajan a diferentes velocidades.

La siguiente simulaéin corresponde a la misma situa-
cion, pero ahora tomandax = At = 1, correspondiente
a un paametro de Courant = 1. La Fig. 10 muestra los
resultados de esta simulani Notese que comdr¢ es ahora
-10 10 el doble de grande, se requieréos60 pasos de tiempo para
Time step = 120 Time step = 120 ”egar ala misma etapa.

0.0 50.0 100.0 0.0 50.0 100.0

Lo primero que hay que notar es que para el esquema
explicito la dispersdn ha desaparecido. Esto es un resultado
soprendente, yado ocurre para la ecudm de onda en una
dimensén: en este caso es posible mostrar que pasal to-

El argumento que acabamos de dar claramebie se  dos los errores nuémicos se cancelan y la soloai nunérica
aplica a esquema espitos. Esto se debe a que para un sis-€s de hecho exacta. El esquema i, por otro lado sigue
tema impicito, el dominio de dependencia nérito es toda  siendo dispersivo (incluso&s que antes).
la malla. En este caso no hay un argumeigid simple que
nos diga Gal debe ser la condimn de estabilidad.

Para llegar a la condign de estabilidad (206), supusimos
que 6 < 1/2. Si, por otro lado, tomamo8 > 1/2, debe-
mos regresar a la cond@i general (205). Sin embargo, en
este caso estil ver que la condidin se satisface siempre.
Esto significa que un sistema irigito con § > 1/2 es es-
table para todo valor de, es decir, es “incondicionalmente
estable”.

FIGURA 9. Simulacbn nunérica para el casp = 1/2, utilizan-
do un sistema exftlito (izquierda), y uno imptito con6 = 1/2
(derecha).

Finalmente, en la Fig. 11 se muestran resultados de una
simulacbn conAz = 1y At =1.02 , para un pametro
de Courant de =1.02. Para el esquema eiqilo es eviden-
te que una perturbamn de alta frecuencia ha aparecido des-
pués de 6lo 55 pasos de tiempo. Si la simulakicontiria,
esta perturbadn crece exponencialmente3pidamente do-
mina la soluddn completaEsta es una ébica inestabilidad
numérica: una perturbagn localizada, generalmente de al-
B . L. ta frecuencia (aunque no siempre), que crece exponencial-
Esto nos lleva a quizuna de las leccionesasimportan- i ante sin moverse. El esquema ifajtb, por otro lado, no
tes de la teda de las diferencias finitas: los esquema®sm 1 astra ninguna &l de una inestabilidad. De hecho, pode-
simples no siempre tienen las mejores propiedades de estaRiys continuar la integraih en este caso y hunca encontrar
lidad. ningln problema. La dispei@n, por otro lado,isest presen-
te y eventualmente causaque la solud@n nunérica difiera

5.6. Ejemplos mucho de la soluéin anaitica.

Como Ultima parte de esta introduéci a las diferencias
finitas, vamos a considerar los resultados de experimentos
numéricos utilizando la ecuawn de onda y nuestra aproxi- Ax-1.00 At-1.00 0-050 Ax—1.00 Av-1.00
macibn (190). En todas las simulaciones mostradas agu
toma como redin de integradin = € [0,100] y se utilizan
condiciones de frontera pédicas. Tamkin tomamos la ve-
locidad de onda igual a 1.

Primero consideremos el caso cuarsloy At son tales

ue -1.0 -1.0
g Time step = 60 Time step = 60
Axr =1

At = 1/2 . (208) 0.0 50.0 100.0 0.0 50.0 100.0

)

El patametro de Courant resulta see 1/2. La Fig. 9 mues-
tra resultados de dos simulaciones usando est@rdros FIGURA 10.Simulacbn nunérica para el casp = 1.
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Ax-1.00 At-1.02 0-0.50 Ax-1.00 At-1.02

10 A

Time step = 66 Time step = 66

0.0 50.0 100.0 0.0 50.0 100.0

FIGURA 11. Simulacbn nunerica para el casp =1.02.

6. Conclusiones

En estas notas se ha presentado una introdoecha relativi-
dad nungrica. Partiendo de una breve diséusde los prin-

les. Tambén se han discutido las formulaciones alternativas
de las ecuaciones de evoloique difieren de las ecuacio-
nes ADM en la manera en que se utilizan las constricciones y
tienen por tanto las mismas solucionesdas. Sin embargo,
diferentes formulaciones pueden tener distintas propiedades
matenaticas. En este contexto se ha discutido el concepto de
hiperbolicidad y su reladin con el buen comportamiento de
las soluciones. Finalmente, se ha presentado una breve intro-
duccbn a las diferencias finitas, que son uno de I&ados

mas comunes de aproximar ecuaciones diferenciale€num
camente.

La relatividad nurgrica es urarea de investigagn que
finalmente est alcanzando un estado de madurez. Esta dis-
ciplina tiene un futuro prometedor, pues representania
ca manera de estudiar de manera precisa el comportamiento

cipios fundamentales de la relatividad general, se ha introde sistemas astrgicos realistas, con campos gravitaciona-

ducido el formalismo 3+1 que es elas coninmente utili-

zado en la relatividad nuenica. El formalismo 3+1 lleva di-
rectamente a las ecuaciones de evaode Arnowitt-Deser-
Misner (ADM), que son el punto de partida dépticamente

les intensos y diamicos. En particular, el estudio de fuentes
astrofsicas de ondas gravitacionales&séundamental para
poder analizar los datos provenientes de los grandes detec-
tores que se encuentran actualmente en las fases finales de

todas las simulaciones nimcas de sistemas gravitaciona- construcaobn y calibracbn.

7. La menor longitud de onda que se puede representar en la ma5s. C. W. Misner, K. S. Thorne, and J. A. Wheel@&ravitation

lla es claramentg Az, tambEn conocida como la “longitud de

onda de Niquist”. Esto implica que el valoraximo de cual-
quier componente del vector de ondargs\ .
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