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Este trabajo se estudia las teorı́as masiva topológica y auto dual en siete dimensiones y se muestra la equivalencia dual entre ellas.

Descriptores:Teoŕıa de campos de calibre; términos de Chern-Simons.

We will show the dual equivalence between the massive topologically and self dual theories in seven dimensions.
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1. Introducción

En tres dimensiones, tenemos la posibilidad de introducir
términos de Chern Simons para la construcción de teoŕıas
masivas invariantes de calibre de espı́n 1 y esṕın 2[1].
Además es posible construir teorı́as no invariantes de calibre
de esṕın 1 [2] y esṕın 2 [3], conocidas como teorı́as autodua-
les. Es bien conocido que ambas descripciones son equiva-
lentes por dualidad [4,5].

En este trabajo, se presentan las formulaciones masiva
topológica y auto dual para un campo antisimétrico de ter-
cer ordenCmnp en siete dimensiones. Se muestra la equi-
valencia de ambas teorı́as desde un punto de vista canónico,
despúes de realizar los respectivos análisis hamiltonianos. La
equivalencia dual puede ser vista covariantemente a través de
la existencia de una acción maestra. Es de resaltar que es-
ta equivalencia es local y, si uno considera una variedad con
una estructura topológica no trivial, se deben esperar algu-
nas diferencias en la equivalencia [6], como ocurre en tres
dimensiones [7] y en la equivalencia dual de campos masivos
antisiḿetricos en cuatro dimensiones [8].

2. Teoŕıa masiva topoĺogica

La accíon de segundo orden para la teorı́a masiva topoĺogica
en7 dimensiones es

IMT =
∫

d7x
[
− 1

48
GmnpqG

mnpq

− µ

72
εmnpqrstCmnp∂qCrst

]
, (1)

donde

Gmnpq = (∂mCnpq + ∂nCpmq + ∂pCmnq + ∂qCnmp) (2)

y es invariante bajo transformaciones de calibre

δCmnp = ∂mλnp + ∂nλpm + ∂pλmn. (3)

Ahora procedemos con el análisis hamiltoniano. Los momen-
tos cańonicos son

πijk =
1
6
(Ċijk + ∂iCj0k + ∂jC0ik + ∂kCi0j)

− 1
72

µεijklmnClmn, (4)

π0ij =
δL

δ ˙C0ij

= 0 ≡ φ1ij . (5)

Esteúltimo es un v́ınculo primario. El hamiltoniano canónico
tomando en cuenta el vı́nculo primario es

H =
∫

d6y(H+ χijφ1ij). (6)

Preservando el vı́nculo primarioφ1ij : φ̇1ij = {φ1ij ,H} ≈ 0,
se obtiene

π̇0jk = 3∂iπijk − 1
24

µεijklmn∂iClmn ≈ 0 ≡ φ2jk; (7)

es decir, aparece un vı́nculo secundario. La preservación de
éste v́ınculo da como resultado

φ̇2ij = {φ2ij ,H} ≈ 0, (8)

lo que indica que no aparecen más v́ınculos. La densidad ha-
miltoniana extendida con vı́nculos es

HMT = 3πijkπijk +
1
48

µ2ClmnClmn

+
1
48

GijklGijkl +
1
12

µεijklmnClmnπijk

+ λij(3∂kπijk − 1
24

µεijklmnClmn) + χijπ0ij , (9)

dondeλij y χij son los multiplicadores de Lagrange asocia-
dos a los v́ınculosφ2ij y φ1ij , respectivamente.

Las ecuaciones canónicas de movimiento son

Ċ0jk = {C0jk(x),H(y)} = χjk, (10)

Ċijk = {Cijk(x),H(y)} = 6πijk +
1
12

µεijklmnClmn

− (∂iλjk + ∂jλki + ∂kλij), (11)
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π̇ijk = {πijk(x),H(y)} − 1
24

µ2Cijk +
µ

12
εijklmnπlmn

+
1
24

µεijklmn∂lλmn +
1
6
∂lGlijk (12)

y

π̇0jk = {π0jk(x),H(y)} = 0. (13)

El álgebra de los v́ınculos encontrados es de primera clase.
Ahora procedemos a fijar calibre. Usaremos el calibre de ra-
diación, definido por las siguientes condiciones:

φ3jk ≡ C0jk = 0, (14)

φ4ij ≡ ∂kCijk = 0. (15)

Ahora, podemos considerar los vı́nculos y las fijaciones de
calibre como un conjunto de vı́nculos de segunda clase que
permitiŕan resolver los v́ınculos y determinar los multiplica-
dores. Lośunicos paŕentesis de Dirac relevantes son

{C0ij(x), π0lm(y)}D = δij
lmδ6(x− y), (16)

{Cijk(x), πlmn(y)}D = δijk
lmnδ6(x− y)

− ∂2

∂xi∂yj

(
1

π3|x− y|4
)

. (17)

De la Ec. (10) se obtiene queχij = 0. Realizando una des-
composicíon transversa longitudinal

(Aij = AT
ij + ρiA

T
j − ρjA

T
i

y

Bijk = BT
ijk + ρiB

T
jk − ρjB

T
ik + ρkBT

ij ,

donde ρi=∂i/
√−∇2), a la ecuacíon cańonica de

movimiento (11), se determina el otro multipli-
cador, ρλT

ij = 6πT
ij − (1/12)µεijklmnρkCT

lmn. Aho-
ra procedemos a resolverφ2ij ≈ 0 y obtenemos
πT

ij = −(1/72)εijklmnρkClmn.

El vı́nculo (15) nos dice queCijk = CT
ijk y CT

ij = 0.
Determinadosχij , λT

ij , πT
ij y CT

ij el lagrangiano se reduce a

L = πT
ijkĊT

ijk − 3πT
ijkπT

ijk

− 1
12

µ2CT
ijkCT

ijk +
1
12

cT
ijk∇2CT

ijk. (18)

Variaciones con respecto a las variables independientesCT
ijk

y πT
ijk originan la ecuación de movimiento

(¤− µ2)CT
ijk = 0, (19)

mostrando que la teorı́a propaga10 grados de libertad conte-
nidos enCT

ijk.

3. Teoŕıa Auto Dual

La accíon de la teoŕıa auto dual es de primer orden y está dada
por

ISD =
∫

d7x
[ 1
72µ

εmnpqrstCmnp∂qCrst

− 1
12

CmnpC
mnp

]
. (20)

Esta accíon no es invariante de calibre. Los momentos
cańonicos son

πijk =
∂LSD

∂Ċijk

=
1

72µ
εijklmnClmn, (21)

π0ij =
∂LSD

∂Ċ0ij

= 0, (22)

Entonces, tenemos los siguientes vı́nculos primarios:

φijk = πijk − 1
72µ

εijklmnClmn ≈ 0, (23)

φij = π0ij ≈ 0. (24)

La densidad hamiltoniana extendida es, entonces,

H = HSD + λijkφijk + λijφij . (25)

Preservando el vı́nculo primarioφij se obtiene

˙φij = −6∂kπijk − 1
2
C0ij ≡ ψij ≈ 0, (26)

es decir, se encuentra un vı́nculo secundario. Preservando el
otro v́ınculo primarioφijk, obtenemos la ecuación

φ̇ijk =
1
6
Cijk +

1
12µ

εijklmn∂nC0lm

+
1

36µ
εijklmnλlmn = 0, (27)

la cual nos permite determinar el multiplicador
λpqr = (1/6)µεpqrijkCijk − (∂pC0qr + ∂qC0rp + ∂rC0pq).

Preservando el vı́nculo secundario se encuentra el otro
multiplicador λij = ∂kCijk. Se han resuelto dos de los
vı́nculos, ya que son de segunda clase. En efecto, elálgebra
de los v́ınculos es

{φijk(x), φlmn(y)} = − 1
36µ

εijklmnδ6(x− y), (28)

{ψlm(x), φijk(y)} =
1

72µ
εijklmn∂nδ6(x− y), (29)

{ψlm(x), φij(y)} =
1
12

δlm
ij δ6(x− y). (30)

Ahora, resolvemos el vı́nculoφijk ≈ 0. La parte longitudinal
de este v́ınculo permite determinarπT

ij en t́erminos deCT
ijk:
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πT
jk = −(1/72µ)εijklmnρiC

T
lmn. Mientras que la parte trans-

versa nos permite obtenerCT
ij = (2µ/ρ)εijklmn∂kπT

lmn. El
lagrangiano para la teorı́a auto dual se reduce a

LSD = 2πT
ijkĊT

ijk −
1
12

µ2CT
ijkCT

ijk

− 12πT
ijkπT

ijk −
1
12

ρ2CT
ijkCT

ijk. (31)

Variaciones con respecto aπT
ijk y CT

ijk dan las ecuación de
movimiento,

(¤− µ2)CT
ijk = 0. (32)

Resultando el mismo número de grados de libertad que la
Teoŕıa Masiva Topoĺogica.

4. Equivalencia entre las teoŕıas masiva to-
pológica y la auto Dual

Hemos realizado el estudio hamiltoniano de la teorı́a masiva
topológica y la auto dual en siete dimensiones. Ahora pode-
mos mostrar la equivalencia canónica entre ellas. Tenemos
que la densidad hamiltoniana para la teorı́a masiva topoĺogi-
ca es:

HMT = 3πijkπijk +
µ2

48
CijkCijk +

1
48

GijklGijkl

+
µ

12
εijklmnClmnπijk, (33)

con el siguiente conjunto de vı́nculos de primera clase:

φ1ij = πoij ≈ 0,

φ2ij = 3∂iπijk − 1
24

µεijkpqr∂iCpqr ≈ 0. (34)

Mientras para la teorı́a auto dual, la densidad hamiltoniana

HSD =
1

12,12
(εijklmn∂kClmn)2 +

µ2

12
CijkCijk, (35)

con los v́ınculos de segunda clase,

ψij = −6∂kπijk − 1
2
C0ij ≈ 0, (36)

φij = π0ij ≈ 0 (37)

φijk = πijk − 1
72µ

εijklmnClmn,≈ 0. (38)

Es f́acil ver que ambos hamiltonianos están relacionados de
la siguiente manera:

HMT = HSD + 3φijk(φijk +
µ

18
εijklmnClmn). (39)

Es decir, que difieren por una combinación de los v́ınculos de
segunda clase de la teorı́a auto dual. Aśı que uno puede con-
siderar que la teorı́a auto dual es una versión fijada de calibre
de la masiva topológica, como ocurre en tres dimensiones[5].

La equivalencia f́ısica que hemos presentado puede ser
vista desde un punto de vista covariante, por medio de una
accíon maestra. En efecto, se puede mostrar la equivalencia
considerando la siguiente acción

IM =
∫

d7x[
1
36

χmnpCmnp − µ

72
χmnpCmnp

− 1
12
CmnpCmnp], (40)

donde

χmnp = εmnpqrst∂qCrst. (41)

En esta acción, Cmnp y Cmnp son campos independientes.
Si se realiza variaciones con respecto a la variableCmnp se
obtiene queCmnp = (1/6)χmnp y sustituyendo en la acción
maestra se obtiene la teorı́a masiva topoĺogica.

Por otro lado, variaciones independientes con respecto a
Cmnp, nos dice queεmnpqrst(∂qCrst − µCrst) = 0, la cual
puede ser resuelta localmente como

Cmnp =
1
µ
Cmnp + ∂mAnp + ∂nApm + ∂pAmn.

Sustituyendo en la acción maestra, se obtiene la acción auto
dual.

5. Conclusiones

En este trabajo, se ha presentado el análisis dińamico ha-
miltoniano de las teorı́as masiva topológica y auto dual en
siete dimensiones. Ambas teorı́as describen la propagación
dinámica y local de diez grados de libertad. Después de ha-
ber obtenido los hamiltonianos, se pudo establecer una re-
lación entre ellas, mostrando ası́ la equivalencia dual entre
estas teorı́as. Esta equivalencia también se refleja a través de
la accíon maestra(40). La equivalencia establecida es local.
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