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Ondas PP y Curvatura Distribucional
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Realizamos el alisis distribucional de la geom@&rde un espacio-tiempo asociado a ondas gravitacionales que se propagan en un universo
magretico, obteniendo su distribuin tensorial de curvatura siguiendo dos procedimientos distintos. Esta curvatura resulta tener partes
singulares proporcionales a la distribcy de Dirac.

Descriptores:Singularidades espacio-temporales; curvatura (distribucional); ondas pp, gedutistribucional) de Kerr-Schild

We carry out the distributional analysis of the geometry of a spacetime associated to gravitational waves propagating in a magnetic universe,
obtaining their distributional curvature tensor following two different approaches. This curvature turns out to have singular parts proportional
to Dirac’s ¢ distribution.
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1. Introduccion estudiado en lalisqueda de una conecnientre la gravedad
cuantica y teaias de calibre [7]. Por otro lado, los fondos de
En la actualidad se cuenta con modelos de gragiteciénti-  ondas pp impulsivas han sido considerados en el estudio de
caen (2+1) dimensiones [1], en los cuales persisten las singy correspondencia ADS/CFT [8,9]. Se han estudiado solu-
laridades del espacio-tiempo, lo que nos lleva a pensar que gfnes chsicas de branas en fondos de ondas pp con la idea
posible tener singularidades en el caso de mayor dimensionge que nuestro universo se encuentra embebido en un mundo
lidad. En relatividad general el manejo de estas singularidage alta dimensionalidad [10,11,12]. Incluso se ha introduci-

des es probleatico y frecuentemente eludido, sin embargodo un modelo de mundo-brana en el cual la sa@ndelbulk
nos gustda disponer de una estructura maéica que per-  consiste en una onda plana [13].

mita su tratamiento coherente. La tieode distribuciones es En lo que sigue estudiaremos la curvatura distribucional

un fuerte candidato, pero no se trata simplemente de identite una onda pp de acuerdo a la propuesta de Garfinkle en [4],
ficar el tensor rétrico con una distribudn, pues podamos v al tratamiento que permite su georiietie Kerr-Schild si-
terminar con un tensor de curvatura mal definido y ecuacioguiendo [5,6].

nes de campo sin sentido, dada la no linealidad de las ecua- . .
ciones. 2. Meétricas semiregulares. Geomeia de

Considerando las singularidades del espacio-tiempo co-  Kerr-Schild
mo aquellas singularidades del tensd@trnto que no pueden
ser removidas a tré&s de una transformabn de coordenadas, o / :
que puede incluso no estar definida en lagegiingular; nos  lamado nétricasemirregular{4] siempre que
gustafa ver estas singularidades reflejadas en la falta de sua- 1+ ab ¥ (9 1) existan en casi todas partes y sean lo-
vidad del tensor de curvatura. Geroch y Traschen [2] intro- calmente integrables.
ducen una clase muy restringida détricas para las cuales 2. La primera derivada &bil V.g.» de g., en alguna
el tensor de curvatura tiene sentido como distribngcla de meétrica suaveg,, existay los tensores
las nétricas regulares, que incluye a laétnicas de espacio- e 1, ed/= ~ ~
tiempos con capas delgadas [3]. Gran parte de los espacio- Clap = 5 (9 ) (Vagbd + Vigad — deab) 1)
tiempos fsicamente interesantes no son regulares, por lo que
Garfinkle [4] disminuye las restricciones sobre lastricas
para que tengan curvatura con sentido distribucional y las lla
ma semiregulares, siendo las regulares una subclaastae
En un acercamiento diferente al problema, Balasin [5,6], pro- Reupe = R + 2V 0% + 200,00 e, (2)
pone un tratamiento distribucional de la curvatura, explotan-
do la geometa de Kerr-Schild de algunos espacio-tiempos. donde V.. es el operador derivada compatible can y

En las tecias de cuerdas en espacio-tiempos curvos exisi?ave SU tensor de curvatura. Contrayendo adecuadamente
te un gran intes en el estudio de las denominadas ondas pg0s indices se tiene para el tensor de Ricci
pues estos espacio-tiempos son soluciones exactas en esfas _ (g~ Ry + 2V[c (Canlg™ )ad)
teofias y su espectro puede ser égpphmente determinado. B
Tambien, las tedias de cuerdas en fondos de ondas pp, se han +2C%Vy (g1 + 2(971)ad05m[00md]b' 3)

Un campo tensoriad,;, definido sobre una variedat es

yCe,, C™aq)c Sean localmente integrables.
Estas son Ias condicionesmmas para que sea definible co-
mo distribucon el tensor de curvatura dado por
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Si la geometia permite una descompogiai en la forma ras cuyo fondo es el denominado universo n&igo cilindri-
de Kerr-Schild [5,6] co [14]

Gab = gab + fkakb ) ka = gabkb ) kakbgab = 07 (4)

dondek® = §?k;, es un campo vectorial nulo con respec-
to ag® , lo que implica a su vez nulidad respecto glg,
entonces podemos identificar la r@gisingular con las sin-
gularidades d¢. La expreshn para el tensor de Ricci es

Gab = Nap + (H — V)dpadpy + (H™' —1)p?df,d0),

BZpQ

4

+H ' f(u)In dugdup +2(H — 1)du,dvyy, (6)

S N dondeH = (1+ +B%p?)?, B es un campo magtico cons-
Ry = R% — 5 (R Sk ky—Rpe fER 2R cap Kk tante yf(u) es alguna funéin suave de.
~ ~ ~ ~ ~ o~y Probaremos que (6) es unatrica semirregular, que se
a c cr.a b a

+ (V Ve(fkky) +VuVe(fRKY) =V V2 (fR kb))) (5) puede descomponer a la forma de Kerr-Schild y calculare-
que es alida siempre que el lado derecho de (5) tenga sentinos el tensor de Ricci de ambas formas. La inversa viene
do como distribudin. Las ondas pp son una subclase del tipadada por
Kerr-Schild.

(g7 H)* = "™+ (H ' =1)830, + (H — 1)p 0505

3. Ondas sobre un universo magetico

32 2
HH 3 () In =0 0b+2(H 1 =1)0ldb. (7)
Consideremos el siguiente tensoétnico que es soludh a 4

las ecuaciones de Einstein-Maxwell y representa ondas viaje-
| SeaS®’ un campo tensorial de prueba®fh, entonces

gap[S] = /nabS“bwn + /2 (H —1) 8™, + / (H — 1) (cos® 5™ + sin @ cos 0(S™ + S¥*) + sin® 05 w,,

R4 R4 R4

B2 2
—I—/ (H™' —1) (cos® 05YY — sinf cos 0(S™Y + S¥*) + sin? 05°*) wy, + /H_lf(u) In TpS“"wn, 8)
]R4 R4
dondew,, = pdudvdpdf es el elemento de volumen asociadg,ga y se verifica que (6) es localmente integrable. En forma

analoga se prueba que (7) es tadtblocalmente integrable.
Calculemos la derivadaatil enn,;, degqs:

P 82 2 2
Wy = H p? B2 (p) (d0adpydf, + dpadfydd,) — H™2 f(u) (m P B2, g3 p) duqduydp,
1 3 BQPQ
+H? pB? (dvgduydp, + dugdvydp,) — H? p* B>d0,d0ydp. + f'(u) In 1 H Ydugduydu,, 9)

donde(p) es una fundn de potencias positivas gepor lo queW,,;, es localmente integrable. Se calcula taembél tensor
de Christoffel y deeste se construyszm[bC"”a]c , ambos son tensores localmente integrables.

_ Partiendo de_(3) podemos calcular el tensor de Ricci con iludices mixtos, tomando en cuenta que
Ry =0y 2C%% . Vy (g~H*d = 0. SeaS,” un campo tensorial de prueba solirg tenemos

R%[S,%] = lim / (ﬁd(cccb(g-l)adsab)—%C(ccdb(g-l)adsab))w,,

e—0

R4— B,
= [ (Felemanta ™) = FulCalg ™) Sitn | + [ 2g ) C S b (10)
R4—B, R4

donde el primerérmino provee la contribugn tipo delta del Ricci. Los otro®tminos proporcionan el tensor de Ricci
“tradicional” R%; , esto es, el obtenido en geonatdiferencial estndar. El primeré&rmino es

_Elg% (%C(Ccdb(g—l)adsab) _ %d(cccb(g—l)adsab)> Wy :EIE%/ (Ccdb(g—l)addpc _ Cccb(g—l)addpd) SabU
R4—-B, Se
4096 (u)e (—4 — B2 4 In B¢ 3262) o
:ggn/dudvde a5 By S, = —2 / du / dv f(u)0%duy S, (u,v,0,0), (11)
Se —00 —o0
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donde se ha usado qu# es la esfera de radio alrededor  donde
del origen, S, es su superficieg = p dudvdf es el elemen-
to de superficie y-dp. es la normal externa a la superficie.

_ 7z NC 3 a b
De (10) y (11) se sigue que limy | V(SR Ry )dreSa"o

~ Sf
R = —2m f(u)d(2)d(y)doduy + R% , (12) 1
. . . = lim = | dudvd
entonces, sf (u) tiene soporte compacto, el espaciotiempo es e—0 2
una onda viajera con una singularidad tipque se propaga Se
con la onda. » , dupd25126(u)(2In €222 — 4 — 2B%)
Por otro lado, la rétrica (6) puede ser escrita en laforma ~ x fe A+ B Sa
generalizada de Kerr-Schild como ¢ ¢
-1 2
Gap = H (dugaddvy) + dpadpy) + H™" p*dodt) — —2r / dudvg (u)03duyS," (u,v,0,0), (17)
2.2
—00

b H " f(u)ln B2

dugduy , (13)

donde los vectores nulos y la fubai f que satisfacen las [0s otros érminos proporcionan el Ricci usualz®, obte-

condiciones (4) son niendo
dug -~ B%p? R
vy R A AL e R, = —2mf(u)8(2)8(y)0duy + R (18)
4

y se identifica la ratrica de fondo con

Jab = H (dugodvy) + dpadpy) + H™'p*dads. (15 4 Conclusiones

Se puede verificar que losrminos de (5) que involucran
Ricci y Riemann de la gtrica de fondo, son tensores local- Para la onda pp que se propaga en el universo &tmgn
mente integrables y por lo tanto tienen sentido como distribueilindrico [14], encontramos en la aproximacide Garfinkle
cion. El rmino que déi la contribuddn tipo delta del tensor  un tensor de Ricci distribucional, proporcional a una delta de
de Ricci es Dirac 2-dimensional con soporte en el origes y = 0 mas
o 1 Nl SeS o b el tensor de Ricci usual, esiétimo justificado por la presen-
lime—o 5 Jpa_p, [E RV VS wy cia de una fuente de campo magjno. Se sigue que el Ricci
distribucional es equivalente al usual, excepto en el origen,
justo donde el tensor @trico es singular. En el enfoque de
+ [ %"(fk“kb)drcsa"a Balasin, _us_ando la forma general_lzada de Kerr-Schild de es-
g te espaciotiempo, se obtuvo el mismo resultado. Es de hacer
notar que el hecho de que ambos tratamientos del problema
+ @cﬁc(]?kakb)sabwn] ’ (16) arrojen el mismo resultado éskejos de ser trivial, ya que a

= —lim._.g % {— f& fkakbdrcﬁcsaba

RiB, la fecha no se ha podido demostrar su equivalencia.
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