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Empleando la generalización distribucional de la derivada de Lie, se obtienen las simetrı́as de la ḿetrica y de las distribuciones tensoriales
de curvatura para un espacio-tiempo pared de dominio 3+1 dimensional asimétrico y est́atico y su ĺımite de pared delgada.
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Generalizing the Lie derivative to distribution-valued tensors, we examine the geometric symmetries of the metric and its distributional
curvatures of a (3+1)-dimensional static and asymmetric domain wall spacetime and its thin wall limit.
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1. Introducción

Los espacio-tiempos pared de dominio han sido recientemen-
te objeto de un intenso estudio, esto debido a la posibilidad
de que nuestro universo puede ser una pared de dominio em-
bebida en un espacio-tiempo de dimensión D ≥ 5 [1,2,3,4].
En general, los modelos considerados poseen simetrı́a de re-
flexión en torno de la pared, aunque este requerimiento no
es necesario. En la Ref. 5, relajando la condición de simetŕıa
bajo reflexíon, se obtiene un espacio-tiempo que es asintóti-
camente Minkowski a un lado de la pared y por el otro es la
solucíon de Taub [6]. El espacio-tiempo está descrito por una
métrica que pertenece a la clase de métricas regulares [7],
métricas que admiten tensores de curvatura con un significa-
do distribucional riguroso, y que además satisface los crite-
rios de convergencia que aseguran que el lı́mite de pared del-
gada est́a bien definido [7,8]. En lo que sigue estudiaremos
las simetŕıas de la ḿetrica y de las distribuciones de curva-
tura de este espacio-tiempo asimétrico, aśı como la perma-
nencia y/o aparición de nuevas simetrı́as en el ĺımite de pared
delgada.

2. La derivada de Lie en el sentido de las dis-
tribuciones

SeaTab un campo tensorial localmente integrable yXc un
campo vectorial infinitamente derivableC∞. Seaηab un ten-
sor ḿetricoC∞ definido sobreM y ∇c el operador derivada
compatible conηab, entonces

£XTab = Xc∇cTab + Tac∇bX
c + Tcb∇aXc. (1)

SeaUab un campo tensorial suave con soporte compacto so-
breM . Tratando£XTab como una distribución tensorial, se
tiene

£XTab

[
Uab

]
= −

∫

UM

Tab[£X +∇cX
c]Uabwη, (2)

dondeUM es el dominio coordenado correspondiente aM y
wη el elemento de volumen natural compatible conηab. Por
lo tanto definimos

£XTab

[
Uab

] ≡ −Tab[£XUab +∇cX
cUab]. (3)

Los t́erminos del miembro derecho de (3) son distribuciones
bien definidas y por lo tanto la derivada de Lie de una distri-
bución siḿetrica cualquieraTab a lo largo deXc, un campo
vectorialC∞, define una distribución, a trav́es de (3).

3. Un espacio-tiempo asiḿetrico

Consideremos la ḿetrica est́atica y asiḿetrica, que en coor-
denadas cartesianas, viene dada por [5]

qgab = f(ξ)2/3e−2kξ/3(−dtadtb + ekξ(dyadyb

+ dzadzb)) + f(ξ)2dξadξb (4)

dondef(ξ) = [cosh(kξ/2q)]−q, con k y q constantes y
0 < q < 1. Este espacio-tiempo es generado por una pared
de dominio, es decir, una solución al sistema de ecuaciónes
acopladas Einstein-campo escalar

Gab = 8πTab, (5)

Tab = ∂aφ∂bφ− gab(
1
2
∂cφ∂cφ + V (φ)), (6)

con

φ(ξ) = φ0 tan−1

(
sinh(

kξ

2q
)
)

, φ0 =

√
(1− q)q

24π
(7)

y

V (φ) =
k2

48πq
cos2(1−q)

(
φ

φ0

)
, (8)
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dondeq es el ancho de la pared. El campoφ(ξ) toma valores
enR, V (φ) posee simetrı́a Z2, tiene al menos dos minimos
degenerados yφ(ξ) interpola entre dos ḿınimos diferentes de
V (φ). Por otro lado,Tab satisface la condiciones de energı́a
debil y dominante y viola la fuerte [5]. Este espacio-tiempo
a pesar de queV (φ) posee simetrı́a Z2 no posee simetrı́a de
reflexión y es asint́oticamente paraξ < 0 un espacio-tiempo
Taub y paraξ > 0 es Minkowski [5].

El tensor de Ricci y el tensor de Einstein asociados a la
geometŕıa considerada vienen dados por

qRab =
K2

12q

(
cosh

kξ

2q

)−2(1−2q/3)

(−e−2kξ/3dtadtb

+ ekξ/3(dyadyb + dzadzb))

+
k2

12q
(3− 2q) cosh−2

(
kξ

2q

)
dξadξb, (9)

qGab =
K2

12q
(2− q)

(
cosh

kξ

2q

)−2(1−2q/3)

(−e−2kξ/3dtadtb

+ ekξ/3(dyadyb + dzadzb))

− k2

12
cosh−2

(
kξ

2q

)
dξadξb. (10)

La métrica (4) pertenece al tipo de métricas regulares. Ha-
gamos el ĺımite distribucionalq → 0. Para obtener este lı́mi-
te, tanto la ḿetrica, el tensor de Ricci y el tensor de Einstein
deben ser considerados distribuciones tensoriales. Los lı́mites
para (4) y sus tensores de curvatura son [9]

ĺım
q→0

qgab = −e−k
|ξ|+2ξ

3 dtadtb + e−k|ξ|dξadξb

+ e−k
|ξ|+2ξ

3 ekξ(dyadyb + dzadzb), (11)

ĺım
q→0

qRab = kδ(ξ)
(
− 1

3
dtadtb + dξadξb

+
1
3
(dyadyb + dzzdzb)

)
, (12)

ĺım
q→0

qGab =
2k

3
δ(ξ)(dtadtb − dyadyb − dzadzb). (13)

La métrica (11) es identificada como el lı́mite de pared delga-
da de (4) y describe un espacio-tiempo singular. Paraξ < 0 es
un espacio-tiempo tipo Taub yξ > 0 es un espacio-tiempo ti-
po Minkowski [5]. El tensor de Ricci distribucional (12) pro-
viene de la ḿetrica (11) y el tensor de Einstein distribucio-
nal (13) describe una fuente singular, que genera el espacio-
tiempo descrito por la ḿetrica (11). Para este espacio-tiempo
los tensores de curvatura están bien definidos como distribu-
ciones [7].

4. Simetŕıas

Paraqgab dado por (4) y exigiendo

£x
qgab = 0, (14)

obtenemos los campos vectoriales de Killing para la métrica,
que vienen dados por

X1 = ∂t, X2 = ∂y, X3 = ∂z, X4 = z∂y − y∂z.
(15)

De igual forma, exigiendo para el tensor de Ricci (9)

£X
qRab = 0, (16)

obtenemos las colineaciones de Ricci, que resultan ser los
mismos campos vectoriales de Killing, por tanto este espacio-
tiempo, solo admite colineaciones impropias.

Porúltimo, exigiendo para el tensor de Einstein (10) que

£X
qGab = 0, (17)

obtenemos las colineaciones de materia, que resultan ser los
mismos campos vectoriales de Killing.

En lo que sigue obtendremos la derivada de Lie distri-
bucional de la ḿetrica y los tensores de Ricci y Einstein de
los espacio-tiempos pared gruesa, a lo largo de los campos
vectoriales de Killing y las colineaciones de Ricci y materia,
obtenidos en el caso no distribucional. Esto con el fin de de-
terminar si los mismos siguen jugando el papel de simetrı́as
de los tensores distribucionales. En lo que sigue se omitirá la
etiquetaq para la ḿetrica y para los tensores de Ricci, y de
Einstein asociados a la pared de dominio gruesa, debido que
la omisíon no introduce confusiones.

Consideremos la ḿetrica asiḿetrica y est́atica (4) y cal-
culemos la derivada de Lie (3) a lo largo de los campos vec-
toriales de Killing definidos por (14). ParaX = z∂y − y∂z

obtenemos

£Xgab[Uab] =−
∫

R4

(∇y(zgabU
ab)− Uab∇y(zgab)

−∇z(ygabU
ab) + Uab∇z(ygab))wη

+
∫

R4

(gyy−gzz)(Uzy+Uyz)wη = 0, (18)

donde hemos integrado por partes,usado el hecho de que
gyy = gzz y que la ḿetrica no depende deξ. Para el res-
to de los campos vectoriales de Killing se obtiene de igual
forma

£Xgab[Uab] = 0. (19)

Calculemos a continuación la derivada de Lie del tensor
de Ricci (9) a lo largo de las colineaciones de Ricci definidas
por (16). ParaX = z∂y − y∂z, tenemos

£XRab[Uab] = −
∫

R4

(∇y(zRabU
ab)− Uab∇y(zRab)

−∇z(yRabU
ab) + Uab∇z(yRab))wη

+
∫

R4

(Ryy(Uzy + Uyz)−Rzz(Uyz + Uzy))wη = 0. (20)
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Para el resto de las colineaciones de Ricci se obtiene de igual
forma

£ξRab[Uab] = 0. (21)

De manera ańaloga se calcula para el tensor de Eins-
tein (10) a lo largo de las colineaciones de materia que sa-
tisfacen (17) y obtenemos

£XGab[Uab] = 0. (22)

Hemos verificado que las simetrı́as de los tensores métri-
ca, de Ricci y de Einstein no distribucionales, son también
simetŕıas de los mismos en el tratamiento distribucional.

5. Simetŕıas en el ĺımite de pared delgada

Consideremos en lo que sigue la derivada de Lie distribu-
cional para el tensor ḿetrico (11), ĺımite de pared delgada
de (4), a lo largo de los campos vectoriales de Killing defini-
dos por (14). ParaX = z∂y − y∂z,

£Xgab[Uab] = −
∫

R4

(Uab∇z(ygab)− Uab∇y(zgab))wη

+
∫

R4

(gyy(Uyz + Uzy − gzz(Uyz + Uzy))wη = 0, (23)

donde hemos integrado por partes y usado el hecho de que
gyy = gzz y la geometria es estática. Para el resto de los
campos vectoriales de Killing también se cumple que

£Xgab[Uab] = 0.

Para el tensor de Ricci distribucional (12), a lo largo de
las colineaciones de Ricci definidas por tenemos

£XRab[Uab] = 0.

Como se esperaba, las colineaciones impropias del tensor de
Ricci asociado a la pared gruesa son también colineaciones
impropias del tensor de Ricci distribucional asociado a la pa-
red infinitamente delgada.

Consideremos a continuación la derivada de Lie para la
métrica (11), a lo largo de los campos vectoriales

X1 = y∂t + t∂y, X2 = z∂t + t∂z. (24)

Tenemos

£X1gab[Uab] = 2(Θ−ξ ekξ/6 + Θ+
ξ ekξ/2) sinh

(
kξ

2

)

×(dtadyb + dyadtb), (25)

dondeΘ−ξ y Θ+
ξ es la distribucíon de Heaviside. El resultado

indica que (X1) no es un campo vectorial de Killing de (11).
De igual forma se obtiene paraX2,

£X2gab[Uab] 6= 0 (26)

y (X2) tampoco es un campo vectorial de Killing de (11). Sin
embargo, para el tensor de Ricci (14) tenemos que

£X1Rab[Uab] = 0, £X2Rab[Uab] = 0. (27)

Se sigue que (X1) y (X2) son colineaciones propias del tensor
de Ricci distribucional (12), debido a que no son heredadas
de la ḿetrica (11).Tanto (X1) como (X2) no son colineacio-
nes del tensor de Ricci (9) y por lo tanto son simetrı́as que
aparecen en el lı́mite de pared delgada.

De forma ańaloga para el tensor de Einstein (13), a lo lar-
go de las colineaciones de materia definidas por (17), y los
campos vectoriales (1) y (2), obtenemos

£XGab[Uab] = 0 (28)

6. Conclusiones

Hemos extendido la derivada de Lie de campos tensoriales de
rango dos siḿetricas, a distribuciones tensoriales simétricas
de rango dos, permitı́endonos obtener simetrı́as para distri-
buciones tensoriales. Con la extensión anterior, hemos veri-
ficado que los Killing de una ḿetrica distribucional son coli-
neaciones del tensor de Ricci y de Einstein distribucional, al
igual que el caso suave. Las simetrı́as de la ḿetrica, el ten-
sor de Ricci y el tensor de Einstein del espacio-tiempo pared
gruesa, lo son para la ḿetrica, el tensor de Ricci y el tensor de
Einstein distribucionales asociados al espacio-tiempo pared
delgada (herencia de simetrı́as de la pared gruesa a la delga-
da). Adeḿas para el espacio-tiempo considerado, en el lı́mite
de pared delgada, las distribución tensorial de Ricci, admite 2
colineaciones propias, las cuales se generan en el proceso de
lı́mite. El resultado es de particular interés, ya que emplean-
do geometŕıa diferencial est́andar, para un tensor de Ricci y
de Einstein igual a cero, no hay posibilidad de hacer ninguna
manipulacíon para obtener sus simetrı́as, problema que des-
aparece en el contexto de teorı́a de distribuciones, al menos
para la geometrı́a estudiada. El espacio-tiempo singular, tra-
tado en este trabajo, prueba la utilidad del acercamiento que
provee la geometrı́a distribucional para describir singularida-
des espacio-temporales en relatividad general [7,8,9].
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