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COMPETENCIA MATEMATICA DE LOS ALUMNOS EN
EL CONTEXTO DE UNA MODELIZACION: ACEITE Y AGUA

MATHEMATICAL COMPETENCE OF STUDENTS
IN THE CONTEXT OF A MODELLING: OIL AND WATER

RESUMEN

El presente articulo describe los resultados fundamentales de una
investigacion centrada en la modelizacion matematica y el uso
del modelo obtenido en un contexto cercano a la realidad. Los
alumnos obtienen un modelo, que toma la forma de una funcion,
y lo aplican para contestar preguntas contextualizadas en
un hipotético problema del mundo real, lo que aproxima la
experiencia a las recomendaciones de la OECD y PISA sobre
la resolucion de problemas. En este trabajo se intenta comprobar
el uso de competencias matematicas de los alumnos asociadas
al modelo obtenido.

ABSTRACT

This article describes the results of a basic research focused
on mathematical modelling and the use of the obtained model
in the near reality context. Students obtained a model, a function,
and apply it to answer questions located within a real
world problem, which approximates the experience to the
recommendations of the OECD/PISA problem solving. This
work intended to assess the acquisition of math skills of
students associated with the model obtained.

RESUMO

Este artigo descreve os resultados de uma pesquisa basica
focada em modelagem matematica e uso do modelo obtido no
contexto proximo arealidade. Os estudantes ganham um modelo
de trabalho e aplica-lo a responder perguntas localizadas dentro
de um problema do mundo real, que se aproxima a experiéncia
para as recomendagdes da resolugdo de problemas PISA da
OECD. Este trabalho procura avaliar a aquisi¢do de habilidades
matematicas dos alunos associados a0 modelo obtida.
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RESUME

Le présent article décrit les résultats fondamentaux d’une MOTS CLES:
recherche centrée sur la modélisation mathématique et I’emploi
du modéle obtenu dans un contexte proche de la réalité.
Les ¢éléves obtiennent un modéle, une fonction, et appliquer
pour répondre a des questions concernant un probléme du
monde réel, ce qui approche 1’expérience des recommandations
de la OECD et PISA sur la résolution de problémes. Cet article
tente de évaluer 1’acquisition de compétences mathématiques
des éleves en rapport avec le modéle fonctionnel obtenu.

- Modélisation mathématique
- Fonctions

- Compétences

- Enseignement Secondaire

1. INTRODUCCION

La modelizacion matematica es considerada como parte integrante de la resolucion
de problemas (Organisation for Economic Co-operation and Development,
en adelante OECD, 2006; National Council of Teachers of Mathematics, 2000, en
adelante NCTM) y, al mismo tiempo, una de las actividades propias del
trabajo matematico. En ese sentido, la modelizacion matematica puede ser
considerada como parte de la actividad matematica que un alumno debe
aprender a desarrollar para alcanzar el fin ultimo de una modelizacion (un
modelo matematico) pero también como la forma adecuada de introducir
conceptos 0 nociones 0 como una via de que los conceptos y nociones emerjan de
las necesidades que implica la generacion del modelo matematico.

El objetivo fundamental de este trabajo es analizar si los alumnos son
capaces de generar un modelo matematico (que toma la forma de una funcidn)
y aplicarlo en un hipotético contexto real. En la primera seccidon se describira
brevemente la forma en que la modelizacidn se integra en el enfoque por
competencias también desde la didactica de la matematica, especialmente usando
las praxeologias de Chevallard (1999). Las siguientes secciones se ocupan de
detallar las diferentes fases de la experiencia realizada y, por ultimo, se exponen
las conclusiones fundamentales obtenidas del analisis de los resultados.

2. LA MODELIZACION MATEMATICA EN EL CONTEXTO DE LAS COMPETENCIAS

Al hablar de modelizacion matematica es comun realizar una distincion entre modelo
y modelizacion, de la misma forma que se realiza la distincion entre proceso y
producto. Asi, el término modelizacion se refiere al proceso mientras que modelo se
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refiere al resultado o al producto de ese proceso, en forma de representacion fisica,
simbolica o abstracta. Blum & Niss (1991) definen un modelo matematico como:

Un modelo consiste en ciertos objetos matematicos, correspondientes a
“elementos basicos” de la situacion original o el modelo real, y de ciertas
relaciones entre estos objetos, que corresponden con relaciones entre
los “elementos basicos”. Para ser un poco méas precisos, un modelo
matematico puede ser visto como un triple (S, M, R), consistente en una
situacion problematica real S, una coleccion de entidades matematicas M
y una relacion R entre los objetos y relaciones de S y los objetos y las
relaciones de M (p. 39).

Otros autores son menos explicitos al definir lo que es un modelo (Barbosa,
2003; Blomhgj, 2004), aunque, como apunta Schmidt (2010), la concrecion en la
definicion depende de los objetivos que se le atribuyen a la modelizacion:

Modelizacion matematica en general se refiere al uso de las matematicas
para resolver problemas reales y abiertos. Al mismo tiempo, la definicién
exacta varia en funcién de los objetivos, qué modelo en el proceso de
modelado se estd utilizando y la naturaleza del contexto asignado a la tarea
de modelizacion (p. 2067).

En resumen, la modelizacién se refiere al proceso, representado
usualmente mediante esquemas descriptivos, que relacionan una situacion real
con las matematicas. Mediante dicho proceso se obtiene un modelo matematico
que representa una solucion a la situacion problematica real planteada. Las
diferentes perspectivas conceden mayor o menor importancia a algin o algunos de
los procesos que se pueden establecer en las relaciones entre los elementos
presentes en la modelizacion. Asi, cada esquema propuesto configura un modelo
en el proceso de modelado y como consecuencia, los fines pretendidos en la
modelizacion dan lugar a perspectivas diferentes. Kaiser & Sriraman (2006,
p. 304) distinguen cinco perspectivas diferentes: Modelizacion realista o aplicada,
modelizacion contextual, modelizacion educacional (con dos vertientes: didactica 'y
conceptual), modelizacion socio-critica y modelizacion epistemologica o tedrica.

El informe PISA (Programme for International Student Assessment), define
la competencia matematica de la siguiente forma:

Competencia matematica es una capacidad del individuo para identificar y
entender la funcién que desempefian las matematicas en el mundo, emitir
juicios fundados y utilizar y relacionarse con las matematicas de forma
que se puedan satisfacer las necesidades de la vida de los individuos como
ciudadanos constructivos, comprometidos y reflexivos (OECD, 2006, p. 74).

En dicho informe se identifica competencia con capacidad, centrando esas
capacidades en la resolucidon de problemas. El término mundo hace referencia
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al “(...) marco natural, social y cultural en que vive el individuo” (OECD, 2006,
p. 75). Respecto al uso de las matematicas y la relacion del alumno con las
matematicas, el informe pretende que el alumno use las matematicas y las aplique
a la resolucion de problemas, de forma que establezca una relacion personal
con las matematicas para que lleguen a ser apreciadas hasta convertirlas en un
elemento de disfrute.

La definicion que aporta PISA a competencia matematica se encuentra
vinculada a un uso funcional de las matematicas, asociado a su aplicabilidad en
situaciones diversas:

El término «competencia matematica» se ha elegido con el fin de hacer
hincapié en el caracter funcional del conocimiento matematico y en
la posibilidad de aplicarlo de forma variada, reflexiva y perspicaz a una
multiplicidad de situaciones de los mas diversos tipos (OECD, 2006, p. 74).

Desde nuestro punto de vista, la importancia concedida a la funcionalidad
asociada a la aplicabilidad permite que las competencias PISA puedan ser
identificadas con una vision que prima el conocimiento matematico destinado
a una finalidad, que, en el marco general, se puede relacionar con la obtencion
de un resultado a un problema contextualizado en el mundo real.

Para realizar la evaluacion, PISA supone que el alumno ante un problema
seguira el siguiente esquema de cinco pasos (OECD, 2006, pp. 76-78) que
caracteriza la forma en que un matematico desarrolla su labor y que PISA
denomina de ‘matematizacion’:

- En el primer paso, el proceso de matematizacidn se inicia con un
problema presente en la realidad y consiste en identificar el problema
real como un problema matematico.

- En el segundo paso, la persona que desea resolver el problema trata de
identificar las matematicas pertinentes al caso y reorganiza el problema
segun los conceptos matematicos que han sido identificados.

- El tercer paso implica una progresiva abstraccion de la realidad.

- El cuarto paso consiste en resolver el problema matematico.

- Elquinto paso supone responder a la pregunta: ;qué significado adquiere
la solucion estrictamente matematica al transponerla al mundo real?

En esa misma linea, PISA sostiene que un ciudadano debe percibir que
las matematicas cumplen una funcion que satisfaga las necesidades de la vida
de los individuos, y supone que la generacion de conocimiento matematico y su
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uso sigue un esquema conocido y reproducible, lo que hace de la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas un proceso controlable por el profesor. Por
tanto, considera las matematicas como un saber encaminado a su aplicacion
para resolver problemas contextualizados, preferentemente en el mundo real,
olvidandose en gran medida de problemas que no representen un uso pragmatico
de las matematicas en una situacion concreta e identificable con el mundo que
rodea al alumno.

En nuestro caso, la competencia no se reduce a la competencia matematica que
PISA propone sino que es tomada en un sentido mas amplio. La competencia
debe incluir no solo el saber-hacer que predomina en las competencias de
PISA (Gascon, 2011) sino que busca indagar, de forma limitada en lo que aqui
exponemos, en el saber. De esa forma, saber y saber hacer son dos componentes
complementarias del conocimiento matematico y deben ser consideradas partes
intimamente ligadas, formando una praxeologia (praxis+logos). La ensefianza
/aprendizaje de las matematicas debe estructurarse en torno a praxeologias
(Chevallard, 1999), identificandose la praxis con saber-hacery el logos con saber.
La praxis constituye un bloque practico y técnico mientras que el logos
constituye un bloque tecnologico y tedrico. La praxis englobaria el tipo o tipos de
problemas, las cuestiones que se pretenden estudiar y las técnicas que se usan.
El logos engloba la descripcidn, explicacion y justificacion de las técnicas que se
usan, que recibe el nombre de tecnologia, y la fundamentacion de la tecnologia,
que recibe el nombre de feoria. Asi, alrededor de una tarea problematica, T, se
encuentra al menos una técnica, t, una tecnologia de t, ¢, y una teoria de ¢, 6. El
total, indicado por [T/t/¢/0], constituye la praxeologia. Desde nuestro punto de
vista, PISA considera una tarea o problema T como una terna [T/t/¢], reduciendo
en la practica una praxeologia al bloque practico-técnico, [T/t], de forma que el
bloque tecnologico-tedrico [¢p/0] se presupone integrado en el bloque anterior.

La NCTM (2000) y sus Principios y Estandares para la Educacion
Matematica ya concedian importancia a la modelizacion integrada como parte
de la resolucién de problemas. El informe PISA, al especificar qué capacidades,
asociadas al proceso de matematizacion, debe desarrollar el alumno, incluye la
construccion de modelos (OECD, 2006, pp. 101-102): pensamiento y razonamiento,
argumentacion, comunicacion, construccion de modelos, planteamiento y solucion
de problemas, representacion, utilizacioén de operaciones y lenguaje técnico,
formal y simbélico, empleo de material y herramientas de apoyo.

PISA sigue, aproximadamente, el esquema aceptado como propio de un
proceso de modelizacion y conocido usualmente como Ciclo de modelizacion.
Los cinco pasos que un alumno seguird ante un problema, descritos en un
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parrafo anterior, se observan en el Ciclo de Blum & Borromeo (2009) (Figura 1).
Podriamos decir que la modelizacion se integra en el &mbito mas general de
la resolucion de problemas contextualizados en el mundo real al tratarse de un
problema planteado en el resto del mundo (relacionado en el ciclo con el
mundo de las matematicas) y que suscita preguntas que deben ser respondidas,
usando las competencias matematicas como herramienta o 1til que proporciona
respuestas. De esa forma, las matematicas -y la modelizaciéon matematica como
caso particular- proporcionan respuestas a problemas planteados en un contexto
auténtico, lo que permite que el problema sea “solucionado de forma auténtica
mediante el recurso de las matematicas.” (OECD, 2006, p. 85). La solucion
auténtica del problema supone que el alumno ha obtenido la solucion mediante
el desarrollo adecuado de sus competencias matematicas, algo solo posible desde el
aprendizaje significativo del conocimiento matematico.

I Constructing

Simplifying /
Structuring
3 Mathematisi
real model 2 mathematical 4 Wa .kc?ma 15mng
& problem model & problem orximg
mathematically
2 f 5 Interpreting
1 e
real situation Zi\'l ﬁ;ﬁz situation 6 Vallda.tmg
& problem N?/ model 4 7 Exposing
6
real U [ mathematical
results \_/ results
5
rest of the world mathematics

Figura 1. Ciclo de Blum y Borromeo (2009, p. 46)

Respecto a la ensenanza de las Matematicas en Espafia, la mencion sobre
la inclusion de actividades de modelizacion no aparece de forma expresa ni en
el curriculum de Ensefianza Secundaria Obligatoria ni en el Bachillerato (Real
Decreto 1631/2006, Real Decreto 1467/2007, Orden ESD/1729/2008) aunque
aparecen menciones a la modelizacion en la descripcion de las competencias
matematicas que los alumnos deben alcanzar, situando la modelizacion como una
forma de “Abordar problemas de la vida real (...) de forma que el alumno
combine “diferentes herramientas y estrategias (...) para enfrentarse a situaciones
nuevas” (Orden ESD/1729/2008, p. 27606). En este marco, la modelizacién se
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plantea como un recurso, un util que permite enfrentarse a una situacion nueva
o problema. El énfasis se sitta, por tanto, en la modelizacion como herramienta que
permite resolver un problema del mundo real, de forma que el alumno sea
capaz de generar o saber hacer el modelo, que se convierte en el fin ultimo
y fundamental.

3. LA ACTIVIDAD DE MODELIZACION “ACEITE Y AGUA”

El caso concreto de estudio gira alrededor de la problematica medioambiental
generada a partir de un vertido contaminante en el mar. La tarea se plantea a los
alumnos en los siguientes términos: Se ha producido un vertido de petréleo en el
mar. {Como averiguar la cantidad de petréleo vertido? Se trata, por lo tanto, de un
problema donde intervienen dos magnitudes, area y volumen, dependiente una de
la otra, lo que lleva a una relacion funcional entre ambas. Se toma como contexto el
caso de un vertido medioambiental y se plantea la busqueda de un modelo
matematico que describa un proceso fisico. Se pretende llevar a la practica
todas las fases que se ven implicadas en ciertos casos de modelizacion, donde las
matematicas juegan un papel util. Los datos se tomaran de forma experimental
con la finalidad de obtener una funcion que ajuste dichos datos.

3.1. Metodologia

La actividad fue propuesta como una actividad voluntaria a alumnos de 1°
de Bachillerato Cientifico-Tecnoldégico (1° Bachillerato Curso 2010-2011 y
1° Bachillerato Curso 2011-2012) y fuera del horario lectivo. En el afio 2011
participaron 11 alumnos y en el afio 2012 lo hicieron 12, de los cuales 8 realizaron
la 3% fase de la actividad. La experiencia fue grabada en audio y video. Para
referirnos a los alumnos en lo que sigue, denominamos a los alumnos participantes
el afio 2011 con la letra A seguida de un niimero y a los del afio 2012 con la letra
B seguida de un nimero. Asi, los alumnos son nombrados como Al, A2, ..., All
y B1, B2, ..., B12.

Como paso previo alarealizacion de laactividad, alos alumnos se les presentd
una forma de obtener la expresion analitica de una funcion de ajuste a partir
de una tabla de datos. Para hacerlo, se les explicd como usar el programa de
Geometria Dinamica GeoGebra que permite la modificacion de la grafica de una
funcion dependiente de parametros mediante el uso de deslizadores.
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La propuesta se desarroll6 en cuatro fases aunque aqui sélo expondremos
tres de ellas: la recogida de datos en el laboratorio, el volcado de datos y obtencion
de la funcion de ajuste en el ordenador y la realizacion de un cuestionario
sobre la aplicacion del modelo obtenido a un hipotético caso real. Para las dos
primeras fases los alumnos fueron distribuidos en grupos de trabajo, en el afio 2011
los alumnos formaron dos grupos, Grupo A (5 alumnos) y Grupo B (6 alumnos) y
en el afio 2012 tres grupos, Grupo C (5 alumnos), Grupo D (4 alumnos) y Grupo
E (3 alumnos). A continuacion describiremos las tres fases.

1“Fase: Obtencion de la tabla de datos.

Se les comunica a los alumnos que en esta fase van a estudiar como
varia una mancha de aceite al afadir mayores cantidades de aceite a
la mancha. Para ello deberan tomar el nimero de datos que estimen
necesario utilizando el procedimiento que crean mas conveniente.

Se les indic6 que trajesen de sus casas una tina de plastico y en el
laboratorio se les suministro reglas, cintas métricas, un bote de aceite
de oliva de uso doméstico, un bote con un poco de detergente liquido
y jeringuillas de plastico (de 5 mly 10 ml el 2011 yde 2.5 ml, 5mly
10 ml el afio 2012). Llenaron la tina con agua, afiadieron una pequefia
cantidad de detergente liquido (para concentrar la mancha de aceite)
y comenzaron a verter aceite con ayuda de las jeringuillas en cantidades
variables pero siempre sobre una unica mancha de aceite sobre el agua.
La mancha adopta una forma circular, por lo que es posible medir
facilmente el didmetro que se obtiene para un determinado volumen de
aceite. Asi, la contextualizacion del problema en la realidad se realiza
en sentido estricto: el aceite y el agua los observan y manipulan, los
circulos sobre los que toman medidas son circulos que forma el aceite
que ellos mismos vierten sobre el agua, las medidas de la tabla de datos
son medidas obtenidas observando una marca sobre una regla, etc.

En el proceso de estudio para conseguir generar el modelo supondremos
que el comportamiento del aceite de uso alimentario es similar al
petroleo, aceites o derivados. Por lo tanto, se le afladio una pequefia
cantidad de detergente de uso doméstico para concentrar la mancha de
producto y acotar el area contaminada de agua (barrera quimica).
Se haran otras suposiciones menos exigentes que son comunes también
en procesos de modelizacion: homogeneidad de la distribucion de los
contaminantes en el agua en el caso de un vertido, comportamiento
similar de los contaminantes al aire libre y en agua salada que en el
laboratorio y en agua dulce, etc.
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Creemos que esta fase representa una de las grandes virtudes de la
modelizacion propuesta ya que son los propios alumnos lo que generan
los datos necesarios para realizarla. De esa forma, la modelizacion es
su modelizacion en todos los sentidos y no una modelizacion parcial o
incompleta al usar datos obtenidos por otro u otros de forma desconocida
por los alumnos. Esta forma de trabajar se aleja de los problemas que
los alumnos estan acostumbrados a realizar, viéndose obligados a tomar
decisiones y hacerse responsables de su actividad matematica.

2%Fase: Volcado de datos y obtencion de la funcion de ajuste.

Inmediatamente después de que los alumnos diesen por terminada la
primera fase, se trasladaron al aula de Informatica del instituto. Se les
indic6 que debian representar los datos obtenidos en los ejes cartesianos y
conseguir una funcion de ajuste para los puntos del plano representados.
Cada grupo disponia de un ordenador y de una fotocopia que se les
entregd y que contenia las graficas de funciones fundamentales (afin,
cuadratica, proporcionalidad inversa, raiz cuadrada, exponencial de
base mayor y menor que 1, logaritmicas de base mayor y menor que 1,
seno, coseno y tangente).

A continuacion, los alumnos contestaron tres preguntas sobre la funcion
obtenida (que toma la forma f(x) =k\x, keR"). La primera sobre qué
nombre debia recibir el nimero que acompaifia a la raiz cuadrada,
indicando en el enunciado que se trata de un nimero que es constante y
variable al mismo tiempo. La segunda implica un cambio en la funcion:
(Qué forma toma la funcién si cambiamos la variable ‘Diametro’ por
la variable ‘Radio’?. La tercera vuelve a representar un cambio: ;Qué
forma toma la funcién si cambiamos ‘Radio’ por ‘Area’?

3 Fase: Aplicacion del modelo obtenido a un hipotético caso real.

En esta fase los alumnos tenian que contestar a un cuestionario de forma
individual. Participaron 11 alumnos del curso 2010-2011 y 8§ del curso
2011-2012. A los alumnos se les suministrd una fotocopia en color y
de tamafio DIN A3 de una parte de una carta nautica de la costa de
Cambados a escala 1:30000 (Instituto Hidrografico de la Marina, Carta
9250, 1963) (Figura 2) y un cuestionario que contenia una fotografia de
la misma zona de la costa (Figura 3). En la fotocopia que contenia las
preguntas se indicaba que la fotografia se correspondia con una imagen
tomada via satélite de un vertido en la costa (generada introduciendo
la mancha de aceite en una imagen procedente de GoogleEarth). En la
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fotografia se distinguia claramente una mancha de color oscuro que
se correspondia con el vertido. Se les indic6 que ese dia trajesen
material de dibujo técnico (cartabon, escuadra, regla, compas) y una
calculadora cientifica.

Figura 2. Detalle de carta nautica Figura 3. Hipotética imagen de vertido
entregada a los alumnos

3.2. Desarrollo y andlisis de la 1°y 2“ Fase

En estas dos fases la actividad o tarea se reduce a la obtencién de un modelo
sobre el comportamiento del aceite sobre agua. Asi, la obtencidon del modelo,
que tomara la forma de la expresion de una funcidn que relaciona el volumen de
aceite con el diametro de la mancha de aceite sobre el agua, podria ser considerada
el punto final u objetivo de la actividad. Si los alumnos saben hacer el modelo, éste
consistira en obtener la expresion analitica de la funcion, algo que se consigue en
la segunda fase de la actividad. El resultado matematico permite, de forma directa,
obtener el resultado real.

A continuacion resumimos los aspectos mas relevantes de estas dos fases de
la modelizacion.

El tiempo que los alumnos dedicaron a obtener la tabla de datos no supero6 en
ningun caso los 55 minutos, el afio 2011 y los 36 minutos el afio 2012, por lo que
podemos calificar esta fase como de corta duracion.

El ambiente de trabajo era relajado. No se observan pérdidas de tiempo
significativas, todos los alumnos participan activamente, deciden de manera
consensuada la distribucion del trabajo y asumen que es importante realizar bien
las mediciones.
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El nimero de datos de los diferentes grupos varia considerablemente. El
grupo A genera 23 datos, mientras otros se conforman con menos (16 el grupo
B, 15 el grupo C, 13 el D y 9 el E). Durante la practica, buscan regularidades
en la tabla de datos que generan. Intentan comprobar que los datos siguen una
ley de proporcionalidad directa. En la siguiente transcripcion podemos observar
ese proceso:

Alumno A3: Nueve con cuatro. Van de siete en siete centimetros, ;verdad?

Alumno A6: No.

Alumno A3: (No?

Alumno A6: Ahora empezo [...] Porque vamos de dos en dos. Si te fijas, la ultima
medida de uno en uno de nueve a diez milimetros hay tres hay tres
centimetros. [...] Un milimetro sube tres centimetros.

Dos minutos después, vuelve a surgir la bisqueda de una relacion de
proporcionalidad directa:

Alumno A6: jUah, chaval!, estd yendo justo de tres en tres. [...] No, no, pero justo,
en serio.

Alumno A7: De nueve con cuatro a diez no van tres.

Alumno A6: Ehhh.

Alumno A7: Van seis.

Alumno A7: Porque de aqui a aqui hay dos milimetros de diferencia.

6 minutos antes de dar por concluida la toma de datos se produce un pequeiio
debate, en el que participan todos los alumnos del grupo A, alrededor de la falta de
relacion de proporcionalidad directa entre las variables, que el alumno A6
cree que debe deducirse de los datos que obtienen, y la postura de sus compaiieros,
que parecen asumir que no tiene por qué presentarse:

Alumno A6: Mima!, teneis que empezar a fijaros mas, eh.

Alumno A3: [Por qué?

Alumno A6: Porque esta variando un mucho esto. [...] Hacedme caso, eh, mira.
Alumno A7: jAy!, Alumno A6.

Alumno A3: Tranquilo Alumno A6.

.)

Alumna A9: Es aceite, es impredecible.

(..
Alumno A7: No sabes como se comporta la Naturaleza, Alumno A6.
Alumna AS8: Si, jque ese aceite va a ser muy natural!

La busqueda de una relacion entre variables que siga las caracteristicas de la
funcion afin se manifiesta en la hoja donde escriben los datos recopilados. Se
observa que incluyen las diferencias entre datos consecutivos, en un intento
de dar respuesta a cuanto aumenta el didmetro por mililitro de aceite afiadido.
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Asi, la bisqueda del alumno A6 de la proporcionalidad entre variables y la
inclusion de las diferencias entre datos consecutivos en la tabla de datos del grupo
A, nos remite a la posible existencia de uno de los obstaculos epistemologicos
ligados a la nocidn de funcion, el “obstaculo de la razén o proporcidon” (Ruiz
Higueras, 1998). Al dar por terminada la fase de obtencion de la funcion de
ajuste, los alumnos debian indicar por escrito la razon o razones de cada grupo
para decidirse por las funciones que usaron. El grupo C y el grupo D utilizan el
crecimiento de la funcion buscada como justificacion pero el grupo C parece
ir mas alla al referirse a que la proporcionalidad entre variables es diferente ‘ml a
ml’ que de ‘Sml a SmI’. Este hecho parece indicar que el obstaculo de la razén
o proporcién se halla en realidad mas presente que lo que se podria deducir
de las conversaciones que mantienen los alumnos. Siguiendo a Ruiz Higueras
(1998), las concepciones del concepto de funcion con las que los alumnos se han
familiarizado en su formacion académica (identificacion de ciertas regularidades
en fendmenos sujetos al cambio: relacion entre cantidades de magnitudes variables;
razdn o proporcion; grafica, en su vision sintética; curva analitico-geométrica;
expresion analitica) aparecen, en principio, en las dos primeras fases de la
actividad. Por lo tanto, nos hallariamos ante un obstaculo epistemologico
manifestado en la evolucion historica del concepto.

Al concluir la obtencion de la tabla de valores o datos, los alumnos se
trasladaron al aula de informatica del Centro para volcar los datos en el ordenador
y obtener la funcidn de ajuste. Cada grupo uso6 un ordenador y, antes de que
introdujesen los datos, se les record6 que disponian de dos archivos GeoGebra
que contenian un conjunto de 20 puntos y 60 puntos del plano, todos ellos de
la forma (x, x) como una forma de ahorrar tiempo al introducir los datos. También
se les recordd como cambiar con rapidez los valores de las abscisas y ordenadas de
los puntos (x,x) de los archivos. También se les explicé que podian usar la copia
del documento, que mencionamos previamente y que contiene las graficas de las
familias de las funciones elementales. Se les indicé que el fin de esta fase era
obtener la funcion de ajuste de los datos. La duracion de todo el proceso no
excediod los 15 minutos en ningun grupo. La mayor parte del tiempo la dedicaron
al volcado de datos y ajuste de amplitud visible de los ejes. Se observa que
utilizan las hojas que contienen las graficas de las funciones elementales para
decidir qué funcion es la apropiada e identifican inmediatamente que se trata de
la raiz cuadrada. Esa situacion es comin a todos los grupos excepto el grupo ,
B, que intenta ajustar en primer lugar los datos con una funcion del tipo f{x) =k - x4,
decidiendo mas tarde que la funcion es la raiz cuadrada.
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En el grupo C, y una vez que ya obtuvieron la funcion de ajuste, se produce un
debate muy corto a raiz de las dudas expresadas por el alumno B4 de que podria
tratarse de una logaritmica:

Alumno B4: [Y sino es esa?

Alumno B6: Si que es, joh!

Alumno B4: [Y si es la logaritmica? Mira la logaritmica.

Alumna B1: [No ves que coincide casi perfecta? [Se trata de la alumna que introduce
los datos en el ordenador y le sefala la grafica que han obtenido].

Alumno B6: [Cual es la logaritmica? [El alumno B4 le ensefa las copias con las
graficas de las funciones].

Alumna B1: Hombre, si quieres probamos, jch!

Alumno B6: jHala!, logaritmica si, je, je. [...] Pero la logaritmica empieza en los
negativos.

Alumna B1: Hombre, si quieres probamos.

Alumno B6: Aqui no puede empezar en los negativos porque vamos de cero para
arriba pero (...) tiene negativos.

Alumno B4: Dejamos esa, es la que mas cuadra. Es la que mas va a cuadrar, vamos.

Alumno B2: Venga, ya esta.

La razon de que el alumno B4 proponga que quiza se trate de una logaritmica
parece fundamentarse en que ambas funciones (raiz cuadrada y logaritmica)
son funciones crecientes, concavas y de dominio limitado a los reales positivos, lo
que redunda en una grafica con ciertas semejanzas y cuyo dominio coincide con
los valores posibles de aceite vertido que, evidentemente, deben ser mayores que
0. Asi, en su decision prima que el dominio de la funciéon que van a usar coincida
con el dominio del caso real. No parecen darse cuenta que las funciones
que aparecen en las fotocopias entregadas pueden ser modificadas y, como
consecuencia, tanto su grafica como su dominio y recorrido se veran modificadas.
La justificacion del alumno B6 para desdefiar la opcion de una logaritmica no deja
de llamar la atencion. Acude al recorrido de la funcién (la logaritmica empieza en
los negativos) olvidandose del hecho de que las graficas pueden ser desplazadas
modificando su expresion. El resto de los alumnos no contemplan la posibilidad
del uso de una logaritmica porque ya han encontrado una funciéon que ajusta
adecuadamente los datos, razon suficiente para no probar con otra funcion.
Esa misma razon es la que convence finalmente al alumno que manifest6 sus dudas.

En la siguiente tabla (Tabla I) presentamos los graficos generados por los
alumnos (Figura 4, Figura 5, Figura 6, Figura 7, Figura 8, Figura 9):

Relime, Vol. 19 (2), Julio de 2016



148

J. BENITO BUA, M2 TERESA FERNANDEZ, M2 JESUS SALINAS

TABLA 1
Numero de datos y graficas de cada grupo

Numero Funcion obtenida
de datos

< Nimero
o as23

o
1-01,24)

2zz

e

A
28-(9.69)
29-(10,72)
At0-2,34)
B1-(12,70)
B2-(14,82
I
B4-(18,10)
85

8-

=

B

2pR28

23 fx)=2.3x

Figura 4. Grupo A

= Funcibn
@ f(x) = 1.68x8 2

B2-(10,103)

3
o Ba- (50,127
3 Bs=(005 1009

0.87
15 f(x)=1.68-x7%

f(x)=1.8\x

 B5-(60.05,1405)

Figura 6. Grupo B (b)

- Fundén
S =265 ®
Nmero

=263
Purto s
5 M=-0,2
5 n-as)
o m-wss)
@ M-=(564)
5 ne-a

26-(10.85)
o 1-(16,10
3 ma-@
3 no-@s 135

 B5=(50,185)

15  f(x)=2.63-\x

Figura 7. Grupo C
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Funto
o M-8
> =48
> m=@,0)

o ' 13 fo)=2.1x

Figura 8. Grupo D

7 fx)=178x

Figura 9. Grupo E

Como se puede observar en la Figura 9, el Grupo E no consigue un ajuste
de los datos de los pares de puntos de su tabla de datos. Recordamos que en
esta fase, la tarea de los alumnos debia ser obtener una funcion de ajuste de
los datos de su tabla de valores. Ademas, incluyen dos deslizadores (y por tanto
dos parametros) aunque en la funcidén que entregan solo se usa uno.

La razon de la rapidez con la que los alumnos identifican la funcion puede
venir dada porque en la fotocopia que se les entregod a los alumnos con las graficas
de las familias de las funciones fundamentales, aparece escrita la raiz cuadrada
en la forma f(x) =k \x, keR y larepresentacion grafica de la funcion f(x) = Vx ,
con lo que los alumnos quiza introdujeron un pardmetro en la expresion de la
funcion como forma de reproduccion de lo que observaban en la fotocopia.

3.3. Descripcion y andlisis de la 3° Fase

El buque Prestige se hundi6 cerca de la costa de Galicia en noviembre del afio
2002, provocando una marea negra de grandes proporciones y una reaccion social
que aun es recordada en Espafa. La cercania en el tiempo del vertido del Prestige
representaba para los alumnos una realidad proxima, tanto temporalmente como
socialmente. Partiendo de esta situacion, en la tercera fase se les entrego a los
alumnos una fotocopia a color DIN A3 de una carta ndutica de una zona de la ria
de Vilagarcia (zona en la que se sitta el Instituto en el que los alumnos cursaban
sus estudios) (Figura 2) y otra fotocopia de una hipotética fotografia via satélite
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de un vertido contaminante (Figura 3) junto con las siguientes preguntas, que los
alumnos debian contestar por escrito e individualmente:

a) Determina la escala de la fotografia.

b) Determina el darea de superficie contaminada. Usa aquellos instrumentos
y conocimientos que estimes necesarios o convenientes.

c¢) Aplica el modelo que obtuviste para determinar la cantidad de fuel
del vertido.

Estas preguntas se podrian englobar en una tnica cuestion mas general:
(,como se mide la cantidad de fuel vertido en el agua si solo disponemos de una
mancha contaminante visible? Sin embargo, juzgamos que era mas conveniente
dividir la cuestion inicial en las tres cuestiones planteadas y evitar de ese modo
la dificultad que puede presentarse en los alumnos para elaborar la propuesta de
resolucion (Albarracin y Gorgorid, 2013); una pregunta demasiado abierta
podia conducirlos a puntos muertos que obligasen al profesor a intervenir y
suministrar claves de resolucion. El objetivo fundamental de esta fase es que los
alumnos apliquen el modelo obtenido en una situacion hipotéticamente real o en
un contexto auténtico, relevante socialmente.

A continuacion se detalla el analisis para cada una de esas tres cuestiones.

a) Determina la escala de la fotografia

Los alumnos tenian que determinar la escala de una imagen (Figura 3) a
partir de otra imagen de la zona pero de escala conocida (Figura 2). Las imagenes
del vertido eran diferentes el curso 2010-2011 (escala 1:43300) y el curso 2011-
2012 (escalal:58600). La razon de proporcionar imagenes diferentes los dos
afos era que la diferencia de escala entre la carta nautica (escala 1:30000) y la
fotografia fuese mayor para que los alumnos se viesen en la necesidad de calcular
la escala. Una diferencia de escala pequena puede llevar a considerar un calculo
aproximado del area mediante la escala conocida.

En cuanto al conocimiento de los alumnos sobre el uso de escalas, se realiza
una introduccion en edad temprana (6° de Ed. Primaria, Real Decreto 1513/2006,
p. 4301) y los célculos con escalas y determinaciones de escalas aparecen de forma
recurrente a lo largo de toda la Educacion Secundaria, tanto en la asignatura de
matematicas como en otras asignaturas. Se trata, por tanto, de una pregunta en
la que los alumnos deben usar conocimientos relacionados habitualmente con la
geometria y sobradamente conocidos por los alumnos. En la Tabla II asumiremos
que la determinacion adecuada de la escala conlleva medir una longitud mayor de
4cm en la carta ndutica para determinar la escala de la fotografia.
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TABLA I

%

Determinan Lo hacen Medida mayor de 8 cm. 25
la escala  adecuadamente

Medida entre 4 y 8 cm. 15

No lo hacen Medida igual a 1 cm. 15
adecuadamente

Medida inferior a 1 cm. 25

No Razones que A2: Respuesta en blanco

determinan  aportan para no

. AT: “por falta de conocimientos”
la escala determinar la

A9: Las escalas son iguales: “(...) ya que

escala ’ ! - :
miden lo mismo las distancia de un punto 20
a otro”; “(...) no sé hacer escalas”
All: “No he hecho el trabajo porque
no recuerdo los métodos a aplicar para
averiguar escalas”
Total 100

La alumna A9 (v. Tabla II), por ejemplo, proporciona un calculo que conlleva
que las escalas son iguales pero ante la evidencia de que no lo son (simplemente
observando ambas imagenes) opta por afirmar que no sabe hacer escalas. La
mencion expresa al saber hacer no nos parece casual y situamos su respuesta en
un contexto de ensefianza en el que los alumnos deben saber hacer mas que
saber. No disponer del saber asociado al saber hacer, o del logos asociado a la
praxis, lleva al abandono de la tarea. Es decir, si el alumno hubiese acudido a los
conocimientos adquiridos sobre semejanzas y sobre el mapa (identificando
la escala como una razéon de semejanza) no hubiese mencionado que no sabe
hacer escalas. La alumna A9 ha reducido el conocimiento sobre semejanzas y
escalas a recordar como se hacen ese tipo de calculos (praxis), relegando el logos al
olvido por considerarlo un conocimiento secundario o prescindible. Asi, la opcion
de intentar utilizar sus conocimientos adquiridos no es posible o no se contempla
como posibilidad. De esa forma, no se produce ningun intento de resolver el
problema acudiendo al bloque tecnologico-teérico [¢p/0] relativo a semejanzas y
escalas, que podria suministrar el recurso tecnologico (hacer escalas) asociado
a la parte practica-técnica [T/t] de la praxeologia (Gascon, 2011). La alumna
no puede acudir al saber asociado a las semejanzas y las escalas porque carece de
ese saber, 1o que le impide considerar esa opcion.
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Usar una medida de 1 cm (Tabla II, 15% de los alumnos) representa afiadir
una dificultad a la toma de medidas en las imagenes porque representa buscar dos
puntos distantes exactamente 1 cm, algo que no sera sencillo encontrar. De hecho,
el alumno B6 fija dos puntos e indica una separacion entre ambos de 1 cm, que
en realidad es aproximadamente de 0.9 cm (Figura 10). Esa diferencia de 1 mm
influiria notablemente en el calculo posterior pero, el alumno prefiere forzar la
medida para obtener 1 cm como separacion entre los dos puntos (Figura 10).

O6em —— *

Figura 10. Calculos realizados por el Alumno B6

E145% de los alumnos utilizan un método adecuado para calcular la escala:
2 la determinan usando una Unica regla de tres (Figura 11) y 7 usan dos reglas de
tres (Figura 12).

L BD.QDO
1,6 25
K= LG . Doiclo S on DG
1,9

ote oo osonis @e fizosiven

Figura 11. Calculos Alumna A8

{ 2 5 {2 20 oo
X 2,000 %= ,7_1,;v x> 28 OO
12 x
o'a 26000 e 22000
' % a1 = > X= 40O coo

Figura 12. Célculos Alumno B2

Ninguno de los alumnos hace referencia a la razon de semejanza al responder
esa pregunta y la ausencia de referencias a la razon de semejanza en el calculo del
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volumen del vertido real, que realizan posteriormente, nos lleva a pensar que no
han tenido en cuenta que pudiesen considerar el problema como un problema de
semejanza, con lo que se manifiesta lo dicho anteriormente en el caso del calculo
de la escala por la alumna A9. Identificar la fraccion

Distancia de A a B en la carta nautica

Distancia de A a B en la fotografia

como una razén de semejanza entre dos imagenes les hubiese llevado,
probablemente, a tomar la escala de la fotografia como una razén de semejanza
y esto, quiza, les hubiese ayudado a utilizar la relacion de volimenes entre
figuras semejantes

VolumenFotograf

=(razoén de semejanza)’
VolumenReal ( / ))

para obtener el volumen de vertido real a partir del volumen del vertido obtenido
a partir del area de vertido calculado en la fotografia. Como veremos, la totalidad
de los alumnos tienen problemas para realizar ese calculo.

Las reflexiones que los alumnos hacen les han llevado a realizar
determinados calculos que conducen a un resultado que aportan como escala.
Creemos que el analisis de los procesos que un alumno desarrolla para
dar respuesta a una pregunta proporciona una informacion valiosa que permite
realizar una mejor valoracion sobre su grado de adquisiciéon o dominio
de competencias matematicas, consideradas éstas como equivalentes a la
comprension y asimilacion del conocimiento matematico, que ver si el resultado
final a una pregunta es el correcto.

b) Determina el area de superficie contaminada. Usa aquellos
instrumentos y conocimientos que estimes necesarios o convenientes

El célculo deberia ser planteado, de forma general por los alumnos, como
el célculo del area de una figura irregular de la que no se dispone de una férmula
que proporcione su area y, por tanto, debe ser calculado trazando diagonales de
la figura, generando triangulos y calculando el 4rea de estos, contenidos
conocidos desde la Ed. Primaria. En la siguiente tabla (Tabla I1I) se muestra el
tipo de procedimiento que los alumnos han utilizado para aproximar el area de la
superficie contaminada y también se detalla el tipo de figura que han utilizado.
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TABLA 1II
Figura Frecuencia %
Al: Traza un hexagono y lo 2 10
divide en 4 tridangulos. Valor
13.74 cm?

Iculan el 4 .
Caleulan el drea B1: Traza un trapezoide y lo

divide en 2 triangulos. Valor
5.775 cm? (Figura 13)

A4: Menciona un “trapecio” 5 25
pero dibuja un trapezoide. No
calcula area.
AS: Menciona un trapezoide
pero dice no recordar la

No calculan el “formula”.

area o lo hacen A8, A10: Dibujan un rombo,

erroneamente un circulo y un trapecio.
Calculan el area de un rombo.
A12: Dibuja un trapecio y
usa la féormula del 4rea de un
rombo, confundiendo bases
con diagonales.

Poligono

Dibujan una circunferencia 11 55
con un compas sobre la

fotografia y miden radio

o diametro de la misma

Circulo

A2y All: no calculan el area 2 10
aduciendo que como no han
Ninguna calculado la escala, el calculo
solicitado carece de sentido
o utilidad.

Total 20 100

En la figura 13 se muestra la aproximacion que hizo la alumna Bl a partir
de un trapezoide.
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b) amen o woper fied cartnaeada..

-bh_ 354%
1 A x e 2'8emt

'G5 emt

Abiol = A,+h, = 1542036 e = 53715
Figura 13. Calculo del area. Alumna B1

Llama la atencion que tres alumnos (15%) utilicen las funciones del modelo
para calcular el area del vertido. Adjuntamos el calculo realizado por el alumno B2,
que habia trazado un circulo sobre la fotografia, como ejemplo (Figura 14):
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Figura 14. Calculo Alumno B2

Se observa la inclusion de la funcion /4 (x), obtenida en la fase no descrita en
el presente articulo y que relaciona area del vertido con volumen del mismo.

La explicacion a esa respuesta creemos encontrarla en la forma en que se
plantean habitualmente los ejercicios y problemas de matematicas en las aulas,
que suministran los datos necesarios y suficientes para contestar las preguntas vy,
en muchas ocasiones, solo es posible contestar una pregunta si se dispone de los
resultados aportados por preguntas previas. Dedicar tiempo y esfuerzos a obtener
las funciones antes de plantear las preguntas del cuestionario puede haber llevado
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a pensar a los alumnos que la pregunta se planteaba para ser contestada usando
las funciones. Lo mismo podria haber ocurrido con los alumnos que no calculan
el area por no disponer de la escala (al no poder calcular la escala en la primera
pregunta, consideran que no es posible determinar el area).

Resultan sorprendentes las dificultades de los alumnos para identificar las
figuras geométricas fundamentales y el céalculo de sus areas. En este trabajo se
pone de manifiesto que la repeticion insistente de conocimientos considerados
imprescindibles o fundamentales (como es el caso del calculo de areas y
volumenes) no garantiza que los alumnos los vayan a adquirir adecuadamente ni
que sean capaces de usarlos exitosamente.

En cuanto al tipo de figuras utilizadas para el calculo de areas, hemos
observado que en el curso 2010-2011, el 100% de los alumnos intentan aproximar
el area mediante poligonos, sin embargo, en el curso 2011-2012 todos lo aproximan
mediante un circulo.

¢) Aplica el modelo que obtuviste para determinar la cantidad de fuel
del vertido.

Los alumnos tenian escritas en el encerado tres funciones obtenidas en las
fases previas (Tabla IV). Las funciones g y 4 son funciones obtenidas por
los alumnos en la fase no descrita en el presente articulo. La prevision era que los
alumnos calculasen el area real del vertido usando el area de vertido calculada en
la fotografia y la escala de la fotografia determinada previamente.

TABLA 1V

Curso 2010-2011

Curso 2011-2012

f(x) =2.3.\x, x volumen (ml),
f(x)=diametro (cm)

2.3 \/; x volumen (ml),

g(x)=
g (x)=radio (cm)

2.3x

h(x)=m- [ 3 T, x volumen (ml),

h (x)=drea (cm?)

fx) =2.1.-\x, x volumen (ml),
f(x)=diametro (cm)

g(x)= 2'12'\/;, x volumen (ml),

g (x)=radio (cm)

2.3x
2

2
} , X volumen (ml),

h(x)=7t~[

h (x)=drea (cm?)

Relime, Vol. 19 (2), Julio de 2016



COMPETENCIA MATEMATICA DE LOS ALUMNOS 157

El andlisis de las respuestas muestra que la alumna BI utiliza la escala para
determinar las longitudes reales del poligono que ha usado para aproximar el
area de vertido (trapezoide). Una vez hecho esto, realiza el mismo calculo que
ya hizo en el apartado anterior para determinar aproximadamente el area real
de vertido. Con ese valor, que sustituye por /(x), calcula el valor de x.

Por su parte, el alumno B2, usa la escala para determinar el didmetro real
(ha usado un circulo como medio de aproximar el area de vertido) y utiliza la
funcion f'para calcular el volumen.

Excepto estos dos alumnos, todos los alumnos cometen errores o no
calculan el volumen solicitado (90%). Aunque se observan dificultades comunes
a varios alumnos, se podria decir que cada uno de los alumnos presenta
particularidades que son objeto de analisis individualizado. La mayoria de los
alumnos tienen dificultades con ejercicios sencillos de uso de escalas y de calculo
de areas. Algunos alumnos utilizan mal las unidades de medida de magnitudes,
atribuyendo unidades de medida de longitud a medidas de area o de volumen. Se
observan deficiencias en el cambio de unidades de medida (paso de cm?* a m? por
ejemplo). Se presentan dificultades asociadas a la correcta identificacion y uso de
las variables funcionales. Algunos alumnos presentan deficiencias en el calculo
y manipulaciéon de expresiones algebraicas sencillas. Se constata en algunos
alumnos un uso inadecuado de la notacion matematica y una presentacion
deficiente de su trabajo.

El hecho de que los alumnos no identifiquen la funcion 4 (que relaciona area
con volumen) como la mas apropiada para responder la cuestion planteada puede
deberse a varias razones, no todas ellas relacionadas con la dificultad asociada a la
pregunta. Pensamos que el haber escrito las tres funciones f, g y 4 en el encerado
ha provocado desconcierto en los alumnos. Indicar qué funcion deben usar los
alumnos limita el uso del modelo en contexto pues proporciona respuestas clave a
preguntas que se generan en el uso del modelo en dicho contexto.

A modo de resumen del analisis de resultados, destacamos:

— Es evidente una diferencia notable en el nimero de datos recogidos
en el laboratorio de cada grupo y, ademas, en todos los casos parecen
insuficientes. La razon estriba en que previamente habian realizado
practicas de funciones de ajuste de puntos en el plano en casos en que
el nuimero de puntos necesario para un correcto ajuste es pequeio.
De esa forma, las practicas o experiencias previas se revelan como
factores de influencia en la forma inmediata de actuar de los alumnos ante
una situacion nueva. Acostumbrados a la repeticion de esquemas o
algoritmos inmutables suministrados con anterioridad, llevan esa misma
norma de actuacion al caso de una modelizacion matematica.
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— El hecho de suministrar, en las fotocopias entregadas a los alumnos, la
familia de funciones “raiz cuadrada” como la vinculada a la expresion
f(x)=k-\/; , k€R ha tenido influencia en el trabajo de los alumnos a
la hora de introducir la forma de la funcién. Si se hubiese optado por
incluir dicha funcion en la forma f(x) = Vx se les habria presentado una
dificultad mayor en su trabajo de determinacion de la funcion adecuada.
Lo dicho para la expresion de la funcion se puede ampliar a otros
aspectos de la modelizacion, tanto reduciendo el grado de dificultad
(indicando el numero de datos que deben obtener en el laboratorio,
suministrando la escala de la fotografia, simplificando la figura
de area contaminada, etc.) como aumentandola (afiadiendo dificultades
a la determinacion de la escala como, por ejemplo, no suministrando la
carta nautica y esperar que los alumnos soliciten informacion al profesor
o la busquen de forma autéonoma, proponiendo una figura geométrica
mas compleja, afiadiendo preguntas de mayor dificultad, reduciendo
las preguntas de la tercera fase a solo la tercera pregunta, etc.) lo que
nos sitlia en un problema que nos parece crucial al hablar de modelizacion
matematica en la enseflanza: el grado de dificultad aconsejable
en una modelizacion, ligado en parte al planteamiento del mismo como
un problema mas o menos abierto.

— Los alumnos vinculan una funcién a su expresion analitica genuina.
Se olvidan de que una funcion puede ser presentada como resultado de
las operaciones de varias funciones sin que ello represente un cambio
en el nombre asignado a la funcion. Conocer que el hecho de introducir
los parametros a y b modifica la grafica y el dominio y recorrido de la
funcion, resulta basico en el caso de intentar ajustar puntos del plano
mediante funciones. Resulta evidente que los alumnos no consideran
ese hecho en todas sus posibilidades, algo que resulta sorprendente si
tenemos en cuenta la formacion matematica que han recibido. Conocen v,
en teoria, dominan conceptos, nociones y herramientas matematicas de
gran potencia y que les permiten realizar el estudio grafico completo
de una funcion (dominio de definicion, recorrido, puntos de corte con
los ejes, monotonia, extremos, curvatura y puntos de inflexion, calculo
de asintotas) pero no se dan cuenta, por ejemplo, de que un logaritmo puede
tener como dominio de definicion los nimeros positivos pero también
los nimero mayores de -3, de forma que el dominio, el recorrido y la
grafica se ve modificada al modificar la expresion.
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— El 20% de los alumnos no determinan la escala de la fotografia y el
40% lo hace de forma claramente deficiente. Esos datos muestran que la
mayoria de los alumnos no son capaces de hacer un uso adecuado de sus
conocimientos sobre escalas en el contexto de problemas sencillos. Hay
que tener en cuenta que son alumnos de 1° de Bachillerato Cientifico-
Tecnologico y que en el plazo de un afio y unos pocos meses muchos de
ellos se encontraran enfrentandose a estudios de grados universitarios
de caracter cientifico. La explicacion a este hecho radica en que el
modelo de ensenanza de las matematicas se basa, fundamentalmente,
en memorizar algoritmos, esquemas y técnicas heuristicas concretas.
Si el alumno olvida el algoritmo o la técnica heuristica, su conocimiento
matematico desaparece. No disponer de saber asociado a saber hacer
deriva en ese tipo de comportamiento.

— Usar un poligono como forma de aproximar el area de vertido, es
utilizada solo por el 35% de los alumnos. De ellos, solo el 10% llega a
calcular el area seglin un proceso adecuado. Esto nos lleva a que los
problemas son planteados usualmente de forma secuencial: la primera
cuestion proporciona la clave para responder la segunda cuestion,
la segunda cuestion para responder la tercera, etc. Asi, los problemas
son, en realidad, guias de problemas.

Los alumnos no vinculan las cuestiones relacionadas con mapas con
cuestiones relacionadas con la semejanza entre figuras. En las respuestas de los
alumnos en ningtn caso se menciona la semejanza, acudiendo a la proporcionalidad
directa como forma de responder a las cuestiones. Esa circunstancia sirve de
explicacion a que el 90% de los alumnos no lleguen a determinar el volumen
de vertido.

4. CONCLUSIONES

Al hablar de modelizacion matematica en la enseflanza-aprendizaje de las
matematicas es usual incluir los obstaculos que conlleva la implantacion de la
modelizacion. Uno de esos obstaculos es la duracion temporal de la modelizacion
(Blum & Niss, 1991, pp. 43-44) porque el profesor tiene miedo de no disponer del
tiempo suficiente para llevar a cabo sus objetivos prioritarios y que no incluyen
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la modelizacion matematica. La duracion de las tres fases de la modelizacion
que presentamos en este articulo no excede la hora y media, lo cual es perfectamente
asumible por un profesor en cuanto a la inversion de tiempo que precisa.

Resaltamos que el Obstaculo de la razon o proporcion que se observa, y
que Ruiz Higueras (1998) considera como epistemoldgico, no se haria visible sin
la realizacion de un debate y el analisis de las conversaciones de los alumnos. Esa
circunstancia lleva a la necesidad de una toma de decisiones por parte del profesor
sobre, por ejemplo, la utilizacion del debate en el aula. Destacamos, ademas, que
este obstaculo se manifiesta tanto en la primera como segunda fase y ambas
son fases facilmente reducibles a la obtencion de un resultado (una tabla de datos y
una funcion de ajuste), identificables con el uso de una técnica previamente
aprendida o derivada de una técnica previamente aprendida y, por tanto,
identificable con el saber hacer y la praxis.

Acudiendo al Ciclo de modelizacion (Figura 1), podriamos identificar la 1*
y 2% fases como los pasos 1, 2, 3 y 4 que, desde el resto del mundo, traslada el
problema a las matematicas, matematiza la situacion, proporciona un modelo
matematico y un resultado matematico. La 3" fase se inscribe en el paso 5,
de modo que el modelo obtenido vuelve al resto del mundo para ser aplicado,
proporcionando resultados reales. No se produce ni validacidon ni exposicion,
asumiendo el modelo alcanzado y los resultados que proporciona como adecuados.

Si hablamos de las competencias, la actividad propuesta puede ser
caracterizada como un problema planteado desde una situacién del mundo real y
plenamente situado en un contexto auténtico. Desde las competencias, podemos
identificar los objetivos con la obtencion experimental de una tabla de datos,
obtener un modelo matematico (funcidn) a partir de la tabla de datos y aplicar el
modelo a una situacion problematica nueva y contextualizada en la que el modelo
obtenido proporciona respuestas. Como muestra el analisis de resultados,
las competencias de los alumnos, identificadas como capacidad de, tanto en lo
que se refiere a conceptos y nociones basicos sobre funciones como en otras
areas no directamente relacionadas con las funciones, son claramente deficientes.
Los alumnos no son capaces de aplicar sus conocimientos matematicos en un
contexto real, lo que los convierte en no competentes segun los términos
de definicion de ser competente de PISA. Creemos importante resaltar que
las deficiencias, que consideramos notables, no saldrian a relucir si la modelizacion
planteada se hubiese limitado a la obtencion del modelo, identificable con el
saber hacer (Gascon, 2011). Es decir, si observamos unicamente las dos primeras
fases, los alumnos son capaces de saber hacer una tabla de datos y una funcion
de ajuste. Si suponemos que los alumnos han integrado en esos procesos el saber
asociado (variables funcionales, distincion entre funciéon matematica y funcion
en contexto, parametros presentes, dominio, recorrido, etc.) diremos que los
alumnos son competentes generando el modelo.

Relime, Vol. 19 (2), Julio de 2016



COMPETENCIA MATEMATICA DE LOS ALUMNOS 161

Para finalizar, ilustraremos la complejidad de la introduccién de la
modelizacion en la ensefianza de las matematicas a través de un ejemplo.
Supongamos que un profesor fija como objetivo la obtencion del modelo (tabla
de datos con un nimero de datos suficiente, busqueda una funcién que ajuste
plenamente los datos) y su uso exitoso en un contexto real asociado. Esas
capacidades pueden ser reducidas de tal modo que puedan ser identificables con
el saber hacer: obtener datos experimentales se reduce al uso de instrumentos
de medida, conseguir la funcion de ajuste se puede reducir al uso puramente
técnico de un programa informatico, etc. Imaginemos ahora que otro profesor
estara mas preocupado por que el alumno reflexione sobre los conceptos y
nociones presentes en el modelo, por el saber asociado a ese mismo saber hacer.
Por ejemplo, que el alumno identifique las variables presentes en la tabla de
datos, distinga las variables fisicas de las variables matematicas, identifique los
parametros que aparecen en el problema, comprenda la influencia de cambio del
valor del parametro en la grafica de la funcion, identifique el dominio y recorrido
de las funciones, etc. Con esos objetivos, puede parecerle a este segundo profesor
que suprimir el que los alumnos obtengan los datos o la obtencion de la funcion
de ajuste por si mismos no representa un elemento importante, proporcionando
¢l mismo los datos y obteniendo la funcidon de ajuste en una sesion conjunta.
De esa forma, el modelo serd, para los alumnos, su modelo en menor grado y
serd percibido como otra actividad matematica mas realizada, en algunos de
los procesos fundamentales, por el profesor. Que el resultado final (Ia funcion
obtenida) pueda ser calificado como excelente o no, sera algo secundario para este
profesor mientras que para el primer profesor es la calidad de ese resultado final
lo importante. De todos modos, queremos destacar que, en ambos casos, se puede
argumentar que se llevan a cabo los procesos de construccion, simplificacion/
estructuracion, matematizacion, trabajo matematico e interpretacion del ciclo de
modelizacion (Figura 1) y los procesos de matematizacion que describe PISA.

La contradiccion entre las dos posturas o enfoques mencionados es evidente
y solo es explicable desde una pregunta que plantea la modelizacion: ;qué es lo
importante en una modelizacion? Si respondemos que lo importante es obtener
el producto de la modelizacion obtendremos una conclusion, pero si optamos
por responder que la modelizacion forma parte del conocimiento matematico
en un sentido amplio, obtendremos otra. En el fondo, el problema que plantea
la modelizacion en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas es el mismo
que cualquiera otra cuestion relacionada con la enseflanza-aprendizaje de las
matematicas: ;qué queremos que los alumnos aprendan? y por tanto, ;qué
queremos ensefar a los alumnos?

Es fundamental que el profesor sea consciente de que los objetivos que
marca influyen en la forma en que plantea e implementa la modelizacion vy,
como consecuencia, en la respuesta del alumno. Eso convierte la modelizacion

Relime, Vol. 19 (2), Julio de 2016



162 J. BENITO BUA, M2 TERESA FERNANDEZ, M2 JESUS SALINAS

en una actividad mas abierta y menos predecible (Blum & Niss, 1991; Blum &
Borromeo, 2009). Obliga al profesor, por tanto, a la toma de decisiones sobre qué
objetivo es el fundamental, lo que se encuentra directamente relacionado con
la perspectiva bajo la que se plantea (Kaiser & Sriraman, 2006). Desde nuestro
punto de vista, la praxis (generar la tabla de datos, etc.) debe ser complementada
con el logos (identificacion de variables, relacion entre variables, etc.), de modo
que un objetivo fundamental debe ser la busqueda del equilibrio entre ambas.
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