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Resumen

Se presenta un método original para controlar suavidad cuando se estiman tasas de mortalidad
en un contexto bidimensional (por edades y anos) con una perspectiva de P-splines. El analista
puede elegir el porcentaje de suavidad deseado, ya sea en la dimension de edad, de afos o de
ambas, con el objetivo de obtener tendencias suavizadas de tasas de mortalidad que sean compa-
rables. Para ello se proponen unos indices que relacionan la suavidad deseada con los parametros
que controlan el suavizamiento. También se establecen algunos resultados tedricos que brindan
soporte a los indices de suavidad y se tocan algunos aspectos de caracter numérico. Con fines
ilustrativos, el método propuesto se aplica a datos de estadisticas vitales para México y a datos
del Continuous Mortality Investigation Bureau del Reino Unido.

Palabras clave: Comparabilidad, indices de suavidad, minimos cuadrados generalizados, error
cuadratico medio, parametro de suavizamiento.

Abstract

An original method is presented to control smoothness when estimating mortality rates in a
two-dimensional context of ages and years with a P-spline perspective. The analyst can choose a
desired percentage of smoothness for the dimension of age, the dimension of year or both, thus
obtaining smoothed trends of mortality rates that are comparable for different datasets. To that
end, some indices that relate the desired smoothness with the smoothness parameters are pro-
posed. Some theoretical results that lend support to the indices as well as some numerical aspects
are also mentioned. The proposed method is illustrated with vital statistics data from the Mexican
national institute of statistics and from the UK Continuous Mortality Investigation Bureau.

Key words: Comparability, index of smoothness, generalized least squares, mean squared error,
smoothness parameter.
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INTRODUCCION

os registros de siniestralidad en el ramo de vida o bien las esta-

disticas vitales de defunciones pueden tener anomalias o defectos

en su registro. Su origen puede ser atribuido a la presencia de
eventos extraordinarios (sismos, inundaciones, pandemias, etcétera) o a
errores humanos de diversos tipos. Un registro erroneo de las muertes pue-
de conducir a un aumento (o disminucion) en la medicion de la intensidad
de la mortalidad en una cierta edad en detrimento de otra, lo que afecta a
tener una vision clara del fendémeno y por lo tanto a la toma de decisiones.
Asimismo pueden presentarse fluctuaciones de tipo irregular que tienden a
oscurecer el comportamiento subyacente de los datos. El suavizamiento de
datos surge como una alternativa para resolver este problema.

Como es sabido, en el sector de los seguros, en los centros de investiga-
cion demografica y en los consejos o ministerios de poblacion, es de suma
importancia la graduacion de tasas de mortalidad (que considera fidelidad
a los datos y suavidad en el comportamiento de las tasas graduadas) para
la planeacion y toma de decisiones. Esto surge debido a la relevancia que
tienen la cuantificacion de riesgos y la constitucion de reservas actuaria-
les, al igual que la descripcion, el analisis y el pronostico de la mortalidad
registrada. Por ello, en la literatura existen diversas propuestas metodolo-
gicas para el andlisis, la estimacion y la proyeccion de tasas de mortalidad.
A continuacion se mencionan algunas de éstas.

La propuesta basica para realizar graduacion de caracter actuarial es la
que se conoce como graduacion de Whittaker y Henderson, que se describe
en detalle en London (1985). Asimismo, hay modelos que abordan pro-
blemas especificos, como los establecidos en Clayton y Schifflers (1987),
Brouhns et al., (2002), Wang y Lu (2005), Delwarde et al., (2007), ademas
de aquellos expuestos en Booth y Tickle (2008) y Debon et al., (2008). En
el contexto bidimensional, es decir, cuando se consideran simultineamen-
te la edad y los afios, se ubican propuestas como la de Cleveland y De-
vlin (1988), Dierckx (1993), De Boor (2001), Gu y Wahba (1993) y Wood
(2003). También dentro de este marco se encuentra la extension de los lla-
mados B-splines, que fue propuesta por Currie et al. (2004). Sin embargo,
ninguna de las investigaciones anteriores brinda la posibilidad de controlar
la suavidad alcanzada en las estimaciones de las tasas de mortalidad, de
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manera que se puedan realizar comparaciones validas entre diferentes ten-
dencias de mortalidad estimadas.

Con objeto de controlar la suavidad, en este trabajo se proponen va-
rios indices relacionados con la suavidad de la tendencia, que surgen al
extender un resultado establecido por Guerrero (2007) dentro de un con-
texto unidimensional. De hecho, al utilizar dichos indices puede medirse
la precision atribuible al elemento de suavidad de un modelo estadistico
subyacente, que se supone representa la verdadera dinamica de las tasas
de mortalidad. Asi pues, se propone el uso de un indice de suavidad que
depende so6lo de dos elementos: el parametro de suavizamiento y el nimero
de datos disponibles. Dicho indice sirve para decidir el valor del parametro
de suavizamiento como una funcion del porcentaje de suavidad impuesto
a priori por el analista.

En el método tradicional de suavizamiento que se encuentra implemen-
tado en diversos programas computacionales especializados se hace uso
del parametro de suavizamiento, el cual se selecciona comunmente con
base en criterios automaticos como son el aic (4dkaike Information Cri-
terion) o el BiC (Bayesian Information Criterion) que en esencia se usan
como criterios meramente numéricos (véase al respecto Hastie and Tibs-
hirani, 1990). De hecho, al utilizar estos criterios es factible obtener datos
suavizados, pero no se tiene control sobre la magnitud de la suavidad ob-
tenida. Sin embargo, si un conjunto de datos se suaviza con un valor espe-
cifico de, se debe notar que se alcanza un monto de suavidad especifico.
Desde un punto de vista puramente descriptivo, en este trabajo se sugiere
cuantificar el monto de suavidad para poder establecer comparaciones vali-
das entre distintos conjuntos de datos suavizados. Ademas, se propone fijar
a priori la misma cantidad de suavidad para todas las curvas o las tasas de
mortalidad que vayan a ser suavizadas y comparadas. Esto es semejante a
lo que se hace al estimar parametros mediante intervalos de confianza, ya
que en tal caso para poder realizar comparaciones se fija el mismo nivel de
confianza para todos los intervalos, pues no tiene sentido comparar inter-
valos con distintos niveles de confianza.

En suma, la principal propuesta del trabajo consiste en fijar en primer
lugar el monto de suavidad deseado para la estimacion de la tendencia de
la mortalidad en estudio y, a partir de ahi, determinar el valor de las cons-
tantes de suavizamiento; en segundo lugar, se trata de realizar la aplicacion
de los procedimientos habituales de calculo y de analisis relacionados con
la técnica de splines penalizados (conocidos como P-splines). Dentro de
las principales ventajas que tiene el uso de P-splines en aplicaciones prac-
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ticas, se encuentra que no hay necesidad de postular una forma funcional
especifica para la curva subyacente en las tasas de mortalidad, sino simple-
mente utilizar un algoritmo matematico para encontrar una funcion suave
que haga uso eficiente de los datos disponibles. Ademas, las ideas detras
de los P-splines se pueden extender al caso de modelos de regresion, con
lo cual se genera una extensa gama de posibilidades de analisis, como lo
demuestra el texto de Ruppert et al., (2003). Por otro lado, la principal
desventaja del uso de P-splines radica en que se debe ser muy cuidadoso
con la parte computacional y conviene estar al tanto de los avances que se
realizan dentro del analisis numérico, para saber cuales son los algoritmos
mas eficientes de calculo, como sefala Weinert (2007).

En la seccion dos del presente articulo se presentan algunos resultados
teoricos ya establecidos en la literatura sobre el tema, tanto para el caso
unidimensional como para el bidimensional, que son utilizados en este
trabajo. En la seccion tres se realiza el estudio de un indice de suavidad
bidimensional, en relacion con el estimador de las tasas de mortalidad y
se abordan algunos aspectos de caracter numérico para el empleo de dicho
indice en la practica. La seccion cuatro ilustra la aplicacion del procedi-
miento sugerido con datos reales de caracter demografico para México y el
Reino Unido. Por tltimo, en la seccion cinco se exponen las conclusiones
finales.

METODOLOGIA
Suavizamiento unidimensional

El problema de suavizamiento se puede entender como la minimizacion
de una funcion S, formada por dos elementos: 1) la suma de diferencias al
cuadrado entre datos observados y estimados, es decir la bondad del ajuste
y ii) la suavidad inducida en la estimacion. Estos dos elementos se mini-
mizan en forma simultanea, pero ponderando mediante un parametro que
establece un compromiso entre bondad de ajuste y suavidad. La suavidad
se induce por medio de la diferencia de segundo orden A’ o, = o, -2a,  + 0.,
de manera que se obtiene

m P

S=Y =) +A ) (M) )
P i3

donde aparece la estimacion,

« P
Yi; = Ej=l a;B,(x;,q)
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que es una tendencia no observable y que en este trabajo es una combina-
cion lineal de B-splines cubicos. Para detalles acerca de B-splines se sugie-
re ver el texto de De Boor (2001). Las o, son coeficientes constantes que
deben ser estimados y p es el nimero de B-splines que se utilizan. De ma-
nera matricial, el problema de minimizacion de la funcién S con respecto a
a, se plantea como sigue: sea B una matriz cuyas columnas son B-splines
con soporte local y Q = D,' D, una matriz simétrica, donde D, es una matriz
de tamafio (p - 2) X p que representa el operador diferencia A2, es decir

Entonces puede escribirse S = (y - Ba)' (y - Ba) + Aa' Qa y el resultado
de la minimizacion esta dado por (véase Eilers y Marx, 1996, ecuacion 13):

B'y=(B'B+\Q)a )
La solucion del vector y, puede ser escrita en términos de una base
N no-singular de dimensién m x m de los denominados splines naturales,

como se hace en Hastie y Tibshirani (1990: 28-29). Sea entonces B la ver-
sion de 0 correspondiente a este cambio de base, entonces se obtiene

Vi =NB =N(N'N+Q)'N'y = (I, + AK'K)"y 3)
donde K =D, N

Desde una perspectiva de modelacion estadistica, supongase que los
datos observados de tasas de mortalidad son la resultante de una tendencia
no observable mas un ruido, es decir, son una realizacion del siguiente
modelo

y=y,tn “4)
con los supuestos de que E(r) =0y Var(y) = 62,7 I , donde ya=27,, a;N,;(x,q)
Asimismo, para inducir suavidad se considera el modelo
D,N'y =¢ (5)
con E(e) = 0y Var(e) = 0> I .. Dado que E(exy') = 0, el modelo completo,
formado por las dos ultimas expresiones, puede escribirse como

y 1, n n n o2l 0
= + con E =0 y Var] = =3.
(0)= (o o= (Ze) oo 2] o vl %)= (707 )=
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Ahora bien, si se definen

1
0 D,N y -&

se puede escribir el modelo como Y = AX + E. De esta for-
ma, el estimador de Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)
que se obtiene esta dado por X = (AT'A)Y'A'T'Y, es decir,
Vo= (1, + (020, ) KK y (6)

que es el mismo resultado obtenido en (3), cuando se hace A = 68'2/611'2. Por
la teoria de MCG se puede deducir ahora que su correspondiente matriz de
Error Cuadratico Medio (ECM) esta dada por

I =Var(y,)) = (0,1, +0,? K'K)" (7)

Es facil demostrar que la matriz AK'K es positiva semidefinida y, por lo
tanto, I +AK'K es positiva definida, lo cual es un requisito necesario para
la deduccion de los indices de suavidad que se presentan mas adelante.
Adicionalmente, debe notarse que a partir de la matriz de Ecm se pueden
construir intervalos alrededor de la estimacion puntual. Para concluir esta
seccion, se enfatiza que la segunda perspectiva sera la que se emplee para
el suavizamiento bidimensional, con la cual se llega a resultados similares
a los que se obtienen con el método tradicional, pero se considera que hay
una mejor interpretacion estadistica y se tiene la simplificacion inducida
por no tener que estimar el parametro de suavizamiento.

Suavizamiento bidimensional

A continuacion se adaptan la notacion y los conceptos basicos del traba-
jo de Currie et al. (2004), de manera que en una tabla de mortalidad, se
tiene que d = (d, 5o d_seees Ay ey A ) 0= (U ey [ sy (U peees )Y
e= (e s € s €, €)'y son los vectores que denotan las muertes
ocurridas, las fuerzas de mortalidad y la exposicion al riesgo de morir para
las edades de 1 a m, y los afios de 1 a n. Ademas, el vector mn apilado
Y=(,...Y_...Y .., Y ) contiene como elementos las fuerzas cru-
das de mortalidad en logaritmos, es decir Y, = log(dij/eij) parai=1,..., m
yj=1,..., n. Cabe notar que, en lo subsecuente, a la log (mortalidad) se
le llamaré simplemente mortalidad. Para extender el caso unidimensional
desde la segunda perspectiva de la seccion anterior, considérese el modelo

Y=Y, +¥ (8)

104



Suavizamiento controlado de tasas de mortalidad con P-splines: aplicaciones para México y el Reino Unido /E. SILVA et al.

con E(¥)=0y Var(¥)=0o’,I ,donde

m

n
Yif(oc) - Ej=l k=1 ajkNay,jk(Xl’Xza‘])

En este caso, para inducir suavidad en la dimension de edad, se utiliza

KK =0 ©)

ConE(®)=0y Var(®)=c’,I
en la dimension de afios se tiene

KY =0 (10)

con E(®)=0y Var(®) =0’ I (n- 2w Dado que E(@Y") = 0y E(®¥") =0,
se puede escribir

- Similarmente, para inducir suavidad

Y\ (1, ' 4
0|=|K, Y(a)+—@ con E|-@|=0Y
0] |\K, -® - @
2
w (00l 0 0
Var| =9 | =10 60l 0
-0
0 0 o3l

Entonces, el problema de estimacion por (McG) produce la solucion

Y(a) =1, +AK K +AK K 'Y (11)
con A =+’ /6’  y A =6/’ . La matriz de Ecm resultante esta dada por
I =Var(Y,) = (0,1, + 0% K K + 0%, K' K )" (12)

INDICES DE SUAVIDAD, PARAMETROS DE SUAVIZAMIENTO Y ALGORITMO
DE ESTIMACION

La matriz inversa I'"! es una matriz de precision que se forma como suma
de tres matrices de precision: 67,1, °  K'K , o7 K'K . Por ello se
mn (S} a a D y oy

recurre a la idea de Guerrero (2008) de encontrar un indice que mida la
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proporcion de Pen (P + Q) !, donde Py Q son matrices positivas definidas
de tamafio n x n. El indice apropiado estd dado por

AP; P+ Q) =tr[P(P+ Q)']/n (13)
donde #7(.) denota la traza de una matriz. Cuando P y Q son matrices de
precision, este indice cuantifica la precision relativa y tiene las siguientes
propiedades: 1) satisface el criterio aditivo a la unidad, es decir A(P; P+ Q)
+ A(Q; P+ Q) =1; ii) toma valores entre cero y uno; iii) es invariante bajo
transformaciones lineales no-singulares de la variable involucrada y iv)
se comporta de manera lineal. Las propiedades 1, ii y iii son condiciones
necesarias para obtener la medida y la propiedad iv asegura su unicidad,
como lo demuestra Theil (1963).

Ahora se extiende (13) para producir una medida aplicable al caso de
tres matrices. Esta medida permitira definir un indice de suavidad bidi-
mensional relacionado con edades y afios. Es decir, se propone una fun-
cion A(P; P+ Q, + Qy) para medir la proporcion de Pen (P +Q_+ Qy)‘1 y
similarmente, una medida de la proporcion correspondiente a Q, o Q, en
(P+Q, + Qy)'l. Con ello se establece el siguiente resultado.

Proposicién 1. Sean P, Q_y Qy tres matrices positivas definidas o se-
midefinidas. Un indice escalar que mide la proporcion de Pen (P +Q_ +
Qy)'1 esta dado por

AP;P+Q +Q)=t[P(P+Q,+Q)'Vmn (14)

Esta medida satisface los cuatro criterios antes mencionados: aditividad
a la unidad, ubicacion entre cero y uno, invariancia bajo transformaciones
no-singulares y linealidad. Se puede entonces usar (14) para cuantificar la
proporcidn de precision atribuible al uso de (9) y (10) en la matriz de preci-
sion['=P+Q_+ Q, conP= 2,1 ,Q =0’ KK Q,= o2, K' K. Para

¥ “mn’ a a’

ese fin, se proponen los siguientes indices de suavidad bidimensionales:
Atribuible a edades
S, (h,A;m,n)=AQ; I'")=tfr K' K (I, +*K' K +A K K)'l/mn
Atribuible a afios
S, *, ky; m, n) = AQy; = tr[?»y KUK (@, * LK Ka+7\,y K Ky)'l]/mn

En una tabla de mortalidad se considera que es conveniente suavizar
conjuntamente con respecto tanto a edades como a afios. Por lo tanto, se
deduce también que el indice de suavidad bidimensional esta dado por

S, M, ky; m,n)=1-t[(I_+AK' Ka+ly K Ky)'l]/mn (15)
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Este ultimo indice puede expresarse en términos porcentuales como
S, %, para que se pueda interpretar como porcentaje de suavidad deseado
(y alcanzado). Para apreciar el comportamiento de este indice en la Figu-
ra 1 se presenta un ejemplo del indice de suavidad conjunta para m = 30
edades y n = 30 afios, conforme varian los pardmetros de suavizamiento.

El indice de suavidad depende solamente de los parametros A,y ly, asi
como de m y n, dado que las matrices K y K estan completamente de-
terminadas por m y n. Asi pues, para alcanzar un porcentaje de suavidad
conjunto para un grupo de datos dado (con m y 7 fijos) se necesita decidir
el valor de Say% y resolver la igualdad que define al indice, para obtener los
valores correspondientes de A,y ky. Una vez que los parametros de suavi-
zamiento se han encontrado se puede calcular la matriz de suavizamiento,
cuya traza es conocida como la dimension efectiva o grados de libertad (df,
por su siglas en inglés) del modelo (véase al respecto Hastie y Tibshirani,
1990). Se sabe entonces que df = tr[(I_+ AK' K)'] en el caso unidimensio-
nalydf=t[(I_+A K' K + Ky K'y Ky)"] en el caso bidimensional. Dado
que el indice Saly (A,, A ; m, n) es funcion de la traza, se le puede considerar
una reparametrizacion de los df del modelo. Por lo tanto, la propuesta esta
en linea con el argumento de Hastie y Tibshirani (1990: 52) de que “es ra-
zonable seleccionar el valor del parametro de suavizamiento simplemente
al especificar los df del suavizamiento™.

Una pregunta que le puede surgir al analista es si se puede suavizar
hasta lograr 100 por ciento de suavidad. La respuesta es no. Por ejemplo,
en el caso unidimensional, se sabe que tr[(I_+ A K'K)'] — d cuando A —
o, donde d =2 es el grado del operador diferencia (véase Eilers y Marx,
1996: 94). Asimismo, para el indice bidimensional de suavidad se deducen
los limites que sefala el resultado siguiente.

Proposicion 2. Sea el indice bidimensional de suavidad dado por (15)
yseany, ;yv, los eigenvalores de K' K 'y K' K, respectivamente.
Entonces, si se interpreta A , Xy =0como A, ly—» OyA, ky= 0 cOmo A, ky
— oo, se tiene que:

1) S, (0,0;m, n)— 0,

.o < 1
. 1- 2|/
i) S, (0, & ; m, n) — (2 Ay, ) "

i) S (0, o0 m, n) — 1 -2/n;

iv) S, (h,, 0 m, n) — 1_(212 iy +2)/n

V'S, Oy 005 m, 1) = 1-7(22

I+ Ay, )
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vi) S, (0, 0;m, n) — 1- 2/m

. 2 (g1
. -= 2
vii) = S (o0, A3 m, n) —1 mn(;l+ e )

viii) S (o0, 00; m, n) — 1 -4/mn

A continuacion se enuncia otra proposicion que complementa las pro-
piedades que vinculan a los indices de suavidad unidimensional y bidi-
mensional.

Proposicion 3. Considérese el estimador bidimensional mn x 1 para
edades, que esta dado por ?@: (I, +2AK' K)'Y.Este estimador emplea
la misma matriz de suavizamiento y el mismo parametro A_que usa el esti-
mador unidimensional, dado que puede ser expresado como:

Y, =ll,e(AKK)'Y

En cuanto a los calculos numéricos, es bien conocido que suavizar el
logaritmo de la mortalidad por Minimos Cuadrados Penalizados (mcp) es
sub-optimo en términos de eficiencia estadistica y seria preferible usar la
Maxima Verosimilitud Penalizada, como lo sefiala Pawitan (2001). Sin
embargo, para usar este ultimo método se requiere la formulacion de un
modelo, cuyos supuestos deben ser verificados con los datos disponibles
(en particular se deberia validar el supuesto distribucional correspondiente,
por ejemplo, Normalidad). En cambio, la Mcp sélo requiere de la existen-
cia de los dos primeros momentos para ser aplicable. Adicionalmente, el
calculo de splines asociado con la mMcp es relativamente sencillo. En las
aplicaciones que se presentan en la siguiente seccion se usa el procedi-
miento sugerido por Currie et al., (2004) de manera que se pueden esta-
blecer comparaciones de la propuesta que aqui se presenta con la de estos
autores. Ellos usan un modelo lineal generalizado (GLM) y su correspon-
diente funcion de verosimilitud penalizada, de la cual se deriva el sistema
de ecuaciones B' (y - u) = Pa. Dicho sistema se resuelve con

(B'WB + P)a=B'WBa + B' (y -
donde B es la matriz de regresion de B-splines, P =AD,'D, es la matriz
de penalizacién, a y p son aproximaciones a la solucion, W es una matriz
diagonal que contiene las ponderaciones w™' =(du/dn)*/v, donde v, es la
varianza de y, dada sumedia W, y », = 3" a,B,(x,.q)

Estas ponderaciones surgen del supuesto de que los errores son de tipo
Poisson, lo cual es comun suponer con tasas de mortalidad y es lo que ha-
cen Currie et al. (2004). De esta manera se hace uso de

W = diag(w)
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Cuando se elige el numero de nodos en los B-splines, también se elige
el nimero de elementos para la matriz base de B-splines. Algunas propues-
tas para decidir el nimero de nodos aparecen en Eilers y Marx (1996),
Currie y Durban (2002) y Ruppert (2002). Este Gltimo sugiere que para
datos igualmente espaciados, se debe emplear un nodo por cada cuatro o
cinco observaciones, hasta alcanzar un maximo de 40 nodos. Esta fue la
regla seguida en este trabajo. Cabe citar que los calculos se realizaron con
el software Matlab (version 7.0).

Una forma de implementar la presente propuesta de suavizamiento bi-
dimensional es la siguiente. Considérese explicitamente el caso unidimen-
sional por edades. Primero se debe fijar el monto de suavidad deseado S (A ;
m), para lo cual debe recordarse que éste no puede ser mayor que 1-2/m.
Posteriormente, dado que m y K son conocidos, se busca el parametro de
suavizamiento A, que satisfaga la relacion 1 - tr[(I_+A K' K )'}/m=S (A ;
m). La solucion iterativa de esta ecuacion inicia con un valor pequeio Ay
se procede a incrementarlo gradualmente. El proceso se detiene cuando los
lados de la ecuacion previa difieren a lo més en una cantidad pequefia € que
se considera la tolerancia (en este trabajo se eligio € = 0.001).

La idea anterior se extiende con facilidad al caso bidimensional, aunque
antes debe notarse que el mismo indice de suavidad puede lograrse con
diferentes combinaciones de Ay Xy. Si Say= . ky; m, n) es la suavidad
bidimensional deseada, se tiene que 1 - tr[(I_ +A K' K + x K' K )"]/ mn =

=(,, k ; m,n) donde K K my nson cantidades conocidas. Se tienen
las 51gulentes opciones: i) ﬁJar un parametro en la dimension de edades,
por ejemplo A, = A y comenzar a buscar sobre los valores del parametro
de suavizamiento de la otra dimension, como en el caso unidimensional;
el proceso se detiene cuando se alcanza la convergencia. ii) ejecutar un
proceso iterativo en el que los dos parametros Ay Ky cambien de acuerdo
con incrementos definidos apropiadamente. Finalmente, se debe verificar
que la diferencia entre los dos lados de la igualdad sea tan cercana como
sea posible a cero (de nuevo, aqui se emplea como tolerancia € = 0.001).

ACERCA DE LOS DATOS

En relacion a los datos de los ejemplos aqui utilizados, es meritorio comen-
tar la diferencia existente entre la afieja tradicion de registros de estadisticas
vitales de mortalidad entre México y el Reino Unido. Desde la perspectiva
de Periodo, para el Reino Unido hay datos digitalizados desde 1922 hasta
2012 (véase www.mortality.org) en tanto que para México se cuenta con
datos digitalizados en el Instituto Nacional de Estadistica y Geografia (INE-
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1) en el Sistema Estatal y Municipal de Bases de Datos (siMBaD) de 1990 a
2012. Es decir, hay una diferencia de experiencia demografica de 68 anos.

Por otra parte, desde el punto de vista de cohorte, en el Reino Unido se
tiene informacion digitalizada que parte de 1842 y México no cuenta con
este tipo de datos de manera oficial en la actualidad. Debe recordarse que
la administracion de la informacion de este tipo es mucho mas costosa que
la anterior, en distintas dimensiones. Para 1842, México tenia poco mas de
dos décadas de ser una nacion independiente. Se debe hacer notar que aun
cuando la historia demografica digitalizada de México es relativamente
reciente, es rica en cuanto a desagregacion geografica, ya que se puede
obtener a nivel nacional, estatal y municipal.

El conjunto de datos de mortalidad del Reino Unido aqui empleado
proviene del Continuous Mortality Investigation Bureau (cmiB) adscrito al
Institute and Faculty of Actuaries (1F0A). Se trata de informacion de asegu-
rados (un grupo selecto de la poblacidon) y no de la poblacién en general.
Las compaiias de aquel pais envian los datos de reclamaciones (defuncio-
nes) al cMiB para su recoleccion y analisis, cuyo principal proposito es pro-
nosticar tablas de mortalidad por diferentes perfiles de asegurados. En la
siguiente seccion se consideran tanto las reclamaciones como la poblacion
de asegurados expuestos. Notese que no necesariamente una reclamacion
corresponde a una defuncion tinicamente, ya que puede haber casos en los
cuales una defuncién genere varias reclamaciones porque la persona titular
estaba asegurada en varias compaiiias.

En cuanto a la informacion mexicana, en el contexto de la poblacion en
general, Figueroa (2008) se nota que aun cuando es innegable el perfec-
cionamiento de los instrumentos tanto para recolectar, procesar y producir
el dato sociodemografico, no resultan ser asi el andlisis y evaluacion de la
calidad del mismo. Senala que muchas de las estadisticas vitales no han
sido evaluadas en cuanto a su calidad y cobertura, lo cual se convierte
en una tarea por realizarse para alcanzar mas credibilidad y certidumbre.
Asimismo, considera que la calidad de las estadisticas vitales no podra me-
jorarse de manera significativa, salvo que se registren de manera oportuna
y certera los eventos demograficos correspondientes.

Por otro lado, Partida (2008) hace énfasis en que tanto las estadisticas
vitales como los censos (ambas fuentes necesarias para el calculo de tasas)
presentan problemas de cobertura y de declaracion de edad y que, a pesar
de que se hacen correcciones en los niveles de mortalidad para los prime-
ros afios vida, se ha seguido suponiendo que la calidad de ambas fuentes es
la misma. Ademas, menciona que con base en la informacion disponible se
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esta lejos de conocer con precision los niveles y tendencias de la mortali-
dad en México durante el siglo xx, por lo que se hace necesario el empleo
de modelos y estimaciones indirectas. El autor concluye afirmando de ma-
nera contundente que la tasa de mortalidad infantil sigue estando subesti-
mada en el periodo de 1930 a 2000, la cobertura para mayores de tres afios
sobrestima los datos censales y existe una sobrestimacion nacional de la
esperanza de vida, que se agrava para regiones pequefias, con lo cual se
tiene un panorama distorsionado de la situacion del pais.

En este trabajo se utiliza la informacion disponible para México y el uso
es exclusivamente con fines ilustrativos de la metodologia aqui presentada.
Si bien se ha mejorado la calidad de los datos censales y los registros de
defunciones con el paso del tiempo, al hacer el supuesto de similar calidad
entre fuentes de informacion, es decir censos y estadisticas vitales, resulta
evidente el sesgo que se induce en las estimaciones de la mortalidad. En
resumen, se puede afirmar que los datos del Reino Unido, al referirse a un
contingente selecto donde existe un claro interés mas que informativo por
parte de terceras personas por declarar la defuncidn para tener los benefi-
cios de seguros o pensiones, son de una calidad superior a los datos mexi-
canos, en los que se hace referencia a una poblacion altamente heterogénea
y desigual en cuanto a caracteristicas econdmicas y en general sociode-
mograficas, aunado a los problemas ya citados (Figueroa, 2008 y Partida,
2008). Cabe decir que a pesar de que el analisis ahi expuesto no tiene un
alcance hasta 2010, no resultaria desconcertante que se hayan preservado
dichos problemas para afios mas recientes. El dimensionar las muy proba-
bles deficiencias de las fuentes mexicanas, representa un objetivo ajeno del
presente trabajo.

APLICACIONES

En las siguientes aplicaciones se hace uso de datos de mortalidad para
las edades de 11 a 100 y los afios 1947-1999 del Continuous Mortality
Investigation Bureau (cMiB) del Reino Unido, asi como datos mexicanos
provenientes de estadisticas vitales del Instituto Nacional de Estadistica
y Geografia (INEcI) para edades de 0 a 100 afios (y mas) para los afios de
1990 a 2010. Para las tasas se tomaron poblaciones censales por grupo de
edad y se interpolaron de manera lineal tales contingentes para los afios
intercensales. A fin de ilustrar el suavizamiento unidimensional se conside-
ran dos posibilidades: i) una edad y diferentes afios y ii) diferentes edades
y un mismo afio. En el primer caso, para los datos de Reino Unido, se
usaron datos de tasas de mortalidad a edad 65 para el periodo completo. La



Suavizamiento controlado de tasas de mortalidad con P-splines: aplicaciones para México y el Reino Unido /E. SILVA et al.

maxima suavidad que puede ser alcanzada es 96.2 por ciento y se presen-
tan resultados para 75 por ciento de suavidad en la Figura 2. En el segundo
caso, también para Reino Unido, se eligio el afio 1955 y se suavizo6 con res-
pecto a las edades. La Figura 2 también presenta la estimacion suavizada
o tendencia a 75 por ciento (la maxima suavidad que puede ser alcanzada
en este caso es 97.8 por ciento). La matriz de las estimaciones de log(d/
e) esta dada por Var(V, ) = (6 e 2 N'D',D)N"')". Sin embargo, para
tener en cuenta la base de B-splznes al 1gual que en Currie ef al. (2004) se
utiliza la aproximacion Var()/m)) B(B'WB +AD', D,)'B'". Por lo tanto, un
intervalo de £3 desviaciones estandar esta dado por 1og(d /e) i3\/Var()/(a)l)
donde Var(Y,;) es el i-ésimo elemento en la diagonal de Var(¥).

Dado que se empled el mismo porcentaje de suavidad en ambas grafi-
cas de la Figura 2, éstas se pueden comparar y decir entonces que hay mas
incertidumbre en la dimension de afios que en la de edades. Para una edad
dada, el descenso de la mortalidad a través del tiempo evoluciona lenta-
mente, mientras que para un afio especifico, todo el rango de variabilidad
de la mortalidad (para todas las edades) esta presente. Ademas, es claro que
en el afio 1955 la incertidumbre en ambos extremos de la serie es mayor
que en su parte media. Esto se atribuye esencialmente al hecho de que las
tasas de mortalidad en edades 10-25 y mayores a 90 tienen mas alta varia-
bilidad que en otras edades. Debe notarse que en el caso de edad 65, hay al-
gunas observaciones que quedan excluidas de los intervalos de estimacion.

Como puede apreciarse en las tasas de mortalidad mexicana de la Figura
3, existe mayor variabilidad en comparacion con las de Reino Unido para
la misma edad. De hecho, en el caso mexicano gran parte de los puntos
observados esta fuera del intervalo de estimacion, situacion que acontece
como fue indicado s6lo en unos cuantos puntos del caso del Reino Unido.
Es probable que en aquel pais se tenga mayor control en el registro de las
defunciones de poblacion de dicha edad, ademas de que se debe recordar
que se trata de un grupo selecto de poblacion que estaba asegurada. Asi-
mismo para los afios de 2000 a 2010, en el caso mexicano, para la edad de
un afo, casi todos los puntos pertenecen al intervalo de estimacion.

A manera de contraste entre los datos mexicanos, el intervalo de la
tendencia estimada para la mortalidad infantil empleada, considera ligera-
mente mejor a este grupo de edad que al de 65 afios. Hay también menos
variabilidad en estas observaciones.
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Figura 2. Mortalidad observada en el Reino Unido y estimada con 75% de suavi-
dad. Panel superior: edad 65 (A =0.1) y panel inferior: afio 1955 (A = 461), con
intervalos de estimacion de + 3 desviaciones estandar
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Fuente: elaboracion de los autores.
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Figura 3. Mortalidad mexicana observada y estimada con 75% de suavidad.
Panel superior, edad 65 afios (A = 413) y panel inferior, edad un afio (A =2 177),

con intervalos de estimacion de + 3 desviaciones estandar
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Utilizando el mismo argumento expuesto anteriormente, es probable
que en México se ponga un poco mas de esmero en el registro de la morta-
lidad infantil que en la de 65 afos, ya que en diversos planes nacionales de
salud, recurrentemente se ponen metas en funcion de ella. Otra posibilidad
es que en el Reino Unido haya una subestimacion de la mortalidad infantil,
por medio de la cual se excluyan observaciones indeseadas.

En lo tocante a superficies de mortalidad, es claro que se pueden con-
cebir como la apreciacion conjunta de experiencias anuales de mortalidad,
con estructuras habituales en este tipo de fendmeno demografico. En cada
una de ellas, en escala de logaritmo natural, es posible identificar de mane-
ra exploratoria la intensidad de la mortalidad en las tres etapas de la vida
humana. Puede apreciarse como al pasar del tiempo, en datos del Reino
Unido la dispersion de los datos originales decrece en las edades mas avan-
zadas y se observa un descenso en la mortalidad infantil.

Con lo anterior, para el caso bidimensional se encuentra lo siguiente.
Para producir un grado adecuado de suavidad en ambas dimensiones se de-
cide elegir un parametro de suavidad mayor para la dimension de afios que
para la dimension de edades. Se tomo esta decision porque con el suaviza-
miento unidimensional se mostré que A, = 0.1y Xy =461 producen el mis-
mo porcentaje de suavidad (véase la Figura 2) indicando que se requiere
mas suavidad en la dimension de afios. En la Figura 4 se aprecian algunas
superficies de mortalidad suavizadas para edades 11-100, con diferentes
porcentajes de suavidad. Este ejercicio replica el ejemplo de suavizamiento
que aparece en Currie et al. (2004: 15 y 16) para el cual se obtienen los
valores de los criterios automaticos aic = 2306.3 y Bic = 4770, con los
cuales se determiné que A = 0.6, ky =150 y df = 41.2 (véase la Figura 4,
panel superior derecho). Ahora se puede decir también que la suavidad que
se logra es de 75.6 por ciento y que el maximo porcentaje de suavidad que
puede ser alcanzado con estos datos es 97.6.

También se aprecia que el conocimiento ganado del analisis unidimen-
sional puede ser utilizado para llevar a cabo el suavizamiento bidimen-
sional con eficacia. De hecho, puede ser empleado para: i) generar una
superficie de mortalidad suavizada con un indice de suavidad fijado de
antemano (por ejemplo con 75 por ciento de suavidad) y ii) sugerir el valor
de Xy (0o A,) que mantiene la proporcion unidimensional Xy/ )\, encontrada
en el analisis unidimensional. En nuestro caso, se tiene Xy/ A, =4610yse
puede encontrar que el valor apropiado es A, = 0.042, dado que kyI 4610 2,
(de manera que Xy =193.62) para obtener una superficie de mortalidad con
75 por ciento de suavidad bidimensional (véase la Figura 4, panel inferior
derecho).
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Figura 4. Datos de mortalidad del Reino Unido (arriba) y superficie suavizada
para edades 11-100 y diferentes porcentajes de suavidad bidimensional: abajo
75.6% (1, =0.6y A, = 150)
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Figura 4. Datos de mortalidad del Reino Unido y superficie suavizada para eda-
des 11-100 y diferentes porcentajes de suavidad bidimensional: arriba 78%
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Adicionalmente, la Figura 4 permite ver que la eleccion de los para-
metros de suavizamiento conducen a 75.6 por ciento de suavidad, donde
se presta mas atencion a suavizar en la dimension de edades (A, = 0.6) y la
superficie luce mas suave en la dimension de edades que en la superficie
correspondiente a 78 por ciento de suavidad (con A = 0.1) la cual estd mas
balanceada en la suavidad de ambas dimensiones.

En el caso mexicano, al tener una extension mayor de datos en relacion
con los de Reino Unido, se puede advertir una dinamica distinta en los
extremos de las superficies. Debe recordarse que los datos para el caso
extranjero son para una poblacién selecta asegurada, de hecho se puede
afirmar que en esa experiencia de mortalidad no se tiene registro de toda
la mortalidad infantil y que aquellos expuestos distan mucho, en cuanto
a condiciones de vida de los mexicanos, que son altamente heterogéneas
segun lo muestran los tltimos indices de marginaciéon publicados por el
Consejo Nacional de Poblacion (conapro) para el afio 2010. Empleando
exactamente los mismos indices que en la Figura 4, no se tienen cambios
tan notables en las estructuras de las superficies mexicanas, segin se apre-
cia en la Figura 5. Esto podria sugerir que la calidad de los datos mexica-
nos es relativamente homogénea de 1990 a 2010 y sistematica para todos
los grupos de edad. Esto en ningtn sentido supera las deficiencias de los
datos mexicanos que fueron senalados anteriormente, pero si da una idea
de la estructura demografica de la mortalidad. De hecho los datos mexica-
nos lucen mas suaves que los correspondientes al Reino Unido.

En la Figura 6 se muestran varios ejemplos que consideran casos ex-
tremos para el suavizamiento de la mortalidad mexicana donde, con la
manipulacion de los parametros de suavizamiento, se obtienen distintos
indices de suavidad aproximados y se percibe el comportamiento en el
limite, cuando dichos parametros tienden a infinito. Como se conoce en
la literatura para el caso unidimensional, cuando el parametro de suaviza-
miento crece hacia infinito se tiende a una recta, en este caso, extrapolando
esa idea, se tiende a un plano. Sin embargo, el limite que tiene el indice
de suavidad bidimensional esta acotado, segin se indica en la Proposicion
2. Es decir, aun cuando se incremente indiscriminadamente uno o ambos
parametros de suavizamiento hacia infinito, se tendra el mismo resultado
en la estimacion, salvo por discrepancias debidas a la precision numérica.
Cabe advertir que al utilizar los P-splines se induce a priori una cierta sua-
vidad, la cual se pretende cuantificar en alguna investigacion futura.
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Figura 5. Tasas de mortalidad mexicana (arriba) y superficies suavizadas con

diferentes porcentajes de suavidad bidimensional
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Figura 5. Tasas de mortalidad mexicana y superficies suavizadas con diferentes
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Figura 6. Superficie de mortalidad suavizada para todas las edades y afios (mor-
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Figura 6. Superficie de mortalidad suavizada para todas las edades y afios (mor-
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Para vincular el suavizamiento unidimensional con el bidimensional se
sugiere lo siguiente. Primero se debe fijar un indice de suavidad en una de
las dos dimensiones; luego, con base en el maximo porcentaje de suavi-
dad que puede ser alcanzado, decidir el valor de Say%. Finalmente, elegir
el parametro de suavizamiento para la dimension complementaria de tal
modo que se alcance la suavidad conjunta deseada. Como ejemplo de esta
sugerencia a continuacion se suaviza la serie unidimensional de 30 a 70
afos de edad para los afios 1947-1999, con 75 por ciento de suavidad. Al
establecer el indice de suavidad unidimensional se usa Xy= 0.1 para todas
las edades (la Figura 7 muestra los resultados para la edad 30). Si se busca
S,,% = 85 por ciento como suavidad conjunta, se debe encontrar el valor
del parametro A_que la produzca, dado que Ky = 0.1 se ha fijado previa-
mente. Con un proceso iterativo se elige A = 2 165 000 como el valor que
asegura alcanzar el porcentaje de suavidad conjunta deseado. La superficie
de mortalidad en la Figura 7 muestra los mismos datos que estan en la Fi-
gura 4 desde una perspectiva ligeramente distinta, la cual pretende facilitar
la comparacion de resultados obtenidos en dos dimensiones, con respecto
a los de una dimension. Se enfatizan los resultados para la edad 30 con los
siguientes porcentajes de suavidad: 13.7 por ciento (dado que A =0) 75 por
ciento y 85 por ciento, respectivamente.

Las dos graficas de la parte superior de la Figura 7 permiten comparar
los resultados del suavizamiento, que puede ser considerado equivalente
aunque en diferentes dimensiones. De hecho, las curvas suavizadas para
la edad 30 muestran dinamicas similares. Cuando se mantiene el valor ky
= 0.1y se impone A =0, la superficie no cambia de manera sensible. Este
hecho era de esperarse, dado que no hay suavizamiento que se produzca en
la dimension de edades. Por otra parte, las dos graficas inferiores permiten
ver como la suavidad para la edad 30 se hace mas pronunciada cuando el
porcentaje de suavidad bidimensional se incrementa. Aqui también se tiene
una apreciacion visual de la manera en que la superficie de mortalidad se
hace mas plana (mas suave).

CONCLUSIONES

Se considera que la propuesta que aqui se presenta es util para estimar
tendencias de mortalidad con un porcentaje deseado de suavidad fijado de
antemano para diversos conjuntos de datos, con la finalidad de establecer
comparaciones validas.
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Figura 7. Arriba: mortalidad observada del Reino Unido y suavizada en edad
30 y afios 1947-1999 con 75% de suavidad (Xy =0.1). Superficie suavizada para
edades 30-70 y diferentes porcentajes de suavidad: abajo 13.7% (A, = 0, ky =0.1)
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Figura 7. Mortalidad observada del Reino Unido y suavizada en edad 30 y afios
1947-1999. Superficie suavizada para edades 30-70 y diferentes porcentajes de
suavidad: arriba 75% (A, = 5100, ky =0.1); abajo 85% (A, = 2 165 000, ky =0.1)
(continuacion)
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De esta manera, es factible comparar distintas tendencias de mortali-
dad seleccionando adecuadamente los parametros de suavizamiento, con
el propdsito de alcanzar las suavidades que se desean, expresadas mediante
los indices de suavidad, cuyas propiedades se establecen en este ensayo.
Con esto, la mayor aportacion de este trabajo es la propuesta de los de-
nominados indices de suavidad en el contexto bidimensional, los cuales
poseen propiedades deseables que aqui se citan.

Asimismo, se establece la relacion entre los indices de suavidad unidi-
mensional y bidimensional y se sugiere como puede interpretarse y utili-
zarse la suavidad marginal. Cabe decir que el caso bidimensional se puede
entender como una generalizacion del caso unidimensional. Por otro lado,
esta propuesta hace uso de McG aunque se obtienen resultados idénticos a
los establecidos en la literatura desde la perspectiva tradicional. De hecho,
como se comentd en el documento, los indices son una reparametrizacion
de los df. Con esta vinculacion entre ambos enfoques, es factible estimar
tendencias de mortalidad en dos dimensiones (edad y afios) haciendo uso
de métodos de suavizamiento de tipo sp/ine, ya establecidos en la literatura
sobre el tema.

Para los calculos numéricos no se requiere usar matrices de gran tama-
o, sobre todo en el uso de las bases de B-spline, sino que los resultados
teoricos permiten hacer las estimaciones correspondientes. Los ejemplos
buscan mostrar ilustraciones del potencial que tiene la técnica y sugieren
lo que se podria hacer con datos por entidad federativa. Finalmente, debe
ser claro que con las debidas adecuaciones, la metodologia también se po-
dria aplicar a otros fenomenos demograficos que se presentan en el pais,
como los analisis por edad, sexo y estado civil. Posteriormente se podrian
efectuar comparaciones y estudiar las diferencias que se presenten entre
las tendencias estimadas, desde luego, con un mismo nivel de suavidad en
todas ellas.

Otro punto importante por comentar es el hecho de utilizar o no P-spli-
nes. Una ventaja es que gran cantidad de librerias en sofiware estadistico
comercial y también libre, como R, permite usar este tipo de herramientas,
las cuales son relativamente sencillas de implementar para suavizar datos
de distinta naturaleza, con lo cual se tiene un mecanismo altamente acep-
tado en la literatura especializada. Sin embargo, el analista muy probable-
mente conseguira distintos niveles de suavidad para distintos conjuntos de
datos, lo cual es desafortunado para efectos de comparabilidad. Como des-
ventaja adicional, resulta que de facto se esta induciendo numéricamente
a un monto de suavidad que puede o no ser el deseado por el analista. Un
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tema futuro de investigacion consiste en medir la suavidad inducida por el
empleo de este tipo de herramientas numéricas, asi como cuanta suavidad
es debida a la inclusion o exclusion de la matriz de ponderaciones. En el
caso bidimensional, se podria proponer como meta para cada una de las
entidades del pais la tendencia estimada de la entidad que tenga la mas baja
mortalidad actualmente. Con ello se podria estimar entonces una tendencia
con la suavidad derivada de un criterio numérico automatico e imponerla
al resto de las entidades. Asi seria posible analizar si se esta suscitando o
no una convergencia en la intensidad de la mortalidad que dé evidencia del
adelgazamiento de la brecha de la desigualdad de la mortalidad al interior
de los estados.

La metodologia propuesta es una herramienta que aunque no corrige las
deficiencias de calidad de la informacion puede mitigar los efectos de és-
tas, en cuanto a la estructura subyacente de los datos, a través de tendencias
estimadas con suavidad controlada por el analista. Con esta perspectiva se
podria tener una opcidn para el proceso de correcciones de deficiencias ex-
tremas, tanto de datos censales como de defunciones, bajo algunos supues-
tos por plantear. Es importante recalcar que la propuesta que aqui se pre-
senta es una herramienta de caracter exploratorio que podria utilizarse para
posteriores analisis mas detallados de indole demografico o estadistico.
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