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Resumen

Es usual en teoriadel crecimiento econémico
asumir que la poblacién crece
exponencialmente. Esta hipétesis solo es
plausible en un periodo inicial, pero no puede
mantenerse indefinidamente, pues implicaria
que lapoblacion del planeta puede ser
arbitrariamente grande. Este trabgjo analiza el
modelo de crecimiento econdmico éptimo de
Ramsey sustituyendo laley de crecimiento
poblaciona exponencial por la ecuacion
logistica. Se demuestra que en este caso los
valores de equilibrio de largo periodo coinciden
con los del modelo clésico de Ramsey con tasa
de crecimiento poblacional nulay se analizala
estabilidad del equilibrio
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I ntroduccion

Abstract

Optimum economic growth and population
growth: a better Ramsey model version

Usually standard economic growth theory
assumes that population grows exponentially.
This hypothesisisrealistic only for an initial
period, but it can not be valid indefinitely
because, population growing exponentially can
be arbitrarily large. In this paper we
reformul ate the Ramsey model of optimal
economic growth by substituting the
exponential population growth law by the
logistic equation. We show that in this case the
long run steady states values coincide with
those of the original Ramsey model with zero
population growth rate and we analyze the
stability of the equilibrium.

Key words: population growth, Ramsey model.

n el model o de crecimiento éptimo de Ramsey (Ramsey, 1928; Cass,
1965, y Koopmans, 1965) la poblacién L crece a una tasa constante
n > 0. Esto implica que L crece exponencialmente y para cada
condicioninicial L(0) = Lo, el nivel delapoblacion al tiempotesL(t) =Loe™
Estesencillomodel o exponencial representafielmenteel crecimientopoblacional
solamente en €l periodo inicial, pues creciendo exponenciamente lafuerzade
trabajo creceriaal infinito cuando el tiempotiendeal infinito, o que claramente
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es insostenible. EI modelo exponencial no se gjusta a las reducciones en el
crecimiento delapobl aci én debidasalacompetenciapor losrecursosambientales
como comida y territorio. Ya en 1838, Verhulst sostuvo que una poblacion
estable debe [legar aun nivel de saturacion caracteristico, usualmente llamado
capacidad de cargadel ambiente, que define unacota superior del crecimiento.
En los trabajos de Daily et al. (1992) y Arrow et al. (1995), € lector puede
encontrar informacion detallada acercadel concepto de capacidad de carga de
algunos métodos paracal cular lacapacidad de cargadelaTierray aplicaciones
enteoriadel crecimiento econdmico. Conunapoblacion mundial deméasdeseis
mil millones de personas, |0s expertos en crecimiento poblacional indican que
hemos entrado en una zona donde se pueden ver claramente limites en la
capacidad de carga del planeta (Day, 1996; Brown, 1984). Esto nos define €l
primer hecho estilizado del crecimiento de la poblacion: lacapacidad de carga
del planetadefineunacotasuperior del tamafio delapobl acién queno puede ser
superada.

Otraregularidad empiricaen el crecimiento poblacional es que lastasas de
crecimiento de la poblacién han comenzado a disminuir notoriamente en las
Ultimas décadas y sus valores son cercanos a cero. Incluso se han observado
regionesdel planetacon tasas de crecimientg delapoblacion negativas durante
largos periodos de tiempo.

Entrelosafios 2000y 2005, lapoblacion mundial crecid actualmentearazon
de 1.31 por ciento, por afio, cifra considerablemente mas baja que 1.71 por
ciento en los dos decenios previos. Las proyecciones de |a variante media en
materia de fecundidad ef ectuadas por las Naciones Unidasindican que latasa
de crecimiento de la poblacién seguira decreciendo hasta 0.3%, pronosticado
para el quinquefio 2045-2050 (World Population Prospects, 2002). Esto nos
define el segundo hecho estilizado del crecimiento de la poblacion: latasade
crecimiento de la poblacion es decreciente y tiende a ser nula.

Estas observaciones determinan que una ley L(t) de crecimiento de la
poblacion que sea acorde a las observaciones empiricas debe verificar las
siguientes propiedades (Maynard, 1974):

1 La poblacion es estrictamente creciente y acotada por la capacidad de
cargadel planetal:

L(0)=Lo >0; L(t)>0 paratodot >0y lim L) =L,

t—>+o0
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. _ L(t)
2. Latasa de crecimiento de la poblacion n(t) =—— decrece aO:

L(t)

n(t) <0 paratodot >Qy lim,_ _ n(t)=0

t—>+o0
Existen en la literatura muchos ejemplos de modelos de crecimiento
poblacional que verifican estas propiedades basicas. EI méas conocido eslaley
logistica, introducida por Verhulst (1838) como una extension del modelo
exponencial (Schtickzelle, 1981). La ecuacion logistica también se conoce
como ley de Verhulst-Pearl, todavez que fue Pearl (1920) quien lapopularizé,
usandola para describir los datos del crecimiento de la poblacion de Estados
Unidos desde 1790 a 1920. En los trabgjos de Leach (1981) y Coke (1986), €
lector puede encontrar unarevision detallada acercadel modelo logistico y de
Su uso para describir la dinamica de poblaciones humanas.
Lacurvalogisticaeslasolucion del problema:

{L:aL—bLz,a,b>0

L(O)=L,>0
y entonces tenemos que:
aLOeat

Ht)= a+bl,(e* -1

Deaqui seobservaqueestafuncionverificaque L(t) > 0,Vt >0y lim
L(t) = L, . Latasade crecimiento de la ecuacion logistica es:

t—>+o0

L@y ala-bL,)
L) a-blL,(e*-1)

gue es una funcion det decreciente a 0.

n(t)

Mas adelante introducimos el modelo clasico de Ramsey y posteriormente
lo modificaremos, cambiando la funcién exponencial de crecimiento de la
poblacion por la ley logistica. En ambos casos hacemos un andlisis de los
estadosestacionariosdel model o. Finalmente, enladltimaseccion presentamos
algunasconclusionesy posiblesextensionesdel trabaj o. Estetrabajo seentiende
como una continuacion delos gjercicios precedentes: Mingari y Ritelli (2003),
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Briday Limas (2005), Accinelli y Brida (2005), Brida et al. (2006) y Brida
(2006), donde se haceun analisisdel clasico model o de crecimiento econémico
de Solow, que en el caso particular de laley de crecimiento de lapoblacion es
detipologisticoy estarepresentadapor laley de Bertalanffy o siguelaecuacion
de Richards.

El modelo de Ramsey

Consideremos primeramente el model o clasico de Ramsey entiempo continuo,
gue eslabase de gran parte de laliteratura en crecimiento econémico éptimo.
Empezamos definiendo las variables queintervienen en el model 0. Denotamos
mediante Y = Y(t) el ingreso, K(t) esel stock de capital, C = C(t) esel consumo
el = I(t) eslainversion, y suponemos que €l ingreso se divide en consumo e
inversion:

Y(t) = C(t) + I(t)

Y que lavariacion del stock de capital K (t) igualalainversion menosla
depreciacién oK(t):

K (t) = 1(t)-8K(1).

Si L = L(t) eslafuerzadetrabgjo (identificada con lapoblacidn), asumimos
gue crece aunatasaconstanten > 0. Entiempot continuo esnatural definir esta
tasa de crecimiento como:

n(t) = ﬂ = %
L(t) L
loqueimplicaquelafuerzadetrabajo L crece exponencia mentey paracada
condicion inicial L(0) = Lo, €l nivel delafuerzadetrabgjo al tiempo't es:

L(t) = L,e™

Siy=(Y/L),k=(K/L)yc=(C/L) sonel ingreso, capital y consumo per cépita,
tenemos que:

230



Crecimiento econdmico 6ptimo y crecimiento poblacional: una... [E. Accinelli y J. Brida

Y(t) _C() . K (t) s K (t)
L) L) L) L)

0 sea
K(t)

t) =c(t) + —=+ k(t
y(t) = c(t) 0 ®)
Pero
(CLKKO K LR

L L L L
yentonc&s:
y=c+k+(n+dk 1)

Supongamos que tenemos una funcién de produccion en formaintensiva f
gue expresa el ingreso, y como funcion del capital k (y = f(K)), que verificalas
propiedades usuales:

f(0)=0;
f’ (k) >0, paratodo k> 0
lim,, f'(k=0

IirnkaO+ f,(k) =+ Iimk—)oo

f’'(k) <0, paratodo k> 0
Entonces, sustituyendo en (1), obtenemos:
k=f(k)-(n+5k-c (2
Supongamos que u(c) denotalautilidad del consumo per cépitacy, como es
usual, suponemos que u'(c) > 0y u’(c) < 0. Si denotamos mediante
k(0 ) =ko y medianteL(0) =Lo losvaloresinicialesent=0del capital per capita

y lapoblacion, el problemaaresolver esel demaximizar lautilidad (descontada
por un factor p) sujeto alaecuacion (2); esto es:
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max J:mu(c)e"”
B f O —ar5)b—e
k(0) =k,
0<c< fk)

3

La solucion optima del problema

Elprineipio de maximizacion de Pontriaguin permite laresolucion del programa
de optimizacién definido por (3). El hamiltoniano de este problema es:

H = u(c)+ A(f(k) - (n+ 6k —c)

que tiene las siguientes condiciones de primer orden:

%H:u'(c)—/l=0

A= —ﬁj”(k) +(n+8)+ pA
k=fk)-(n+8)k-c

Estas pueden ser expresadas como:

u'(c)=A
A==2f"(k)+An+8+ p)
k= f(k)—(n+8k—c

Los supuestos considerados en el modelo hacen que una solucion del
programa (3) lo sea si y solo si es solucion del sistema de ecuaciones definido
porlascondiciones de primer orden. Asf como estan expresadas, cstas ccuaciones
no son faciles de interpretar y resolver. Es por esto que haremos algunas
modificaciones para obtener un sistema de dos ecuaciones diferenciales en
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términos de la variable de estado k y de lavariable de control c. Derivando la
condicion u’(c) = A respecto at, tenemos que:

U )¢ =\
y por lo tanto es:

u(cle =-A[f'(k)-(n+35+ p)]
y como u’(c) = A podemos expresarla como:

un(c) )
———=¢c=f'(k)-(n+5+
Tt f® ( p)
Perocomoa(c) =-(cu’’ (c)/u’ (c)) eslamedidadeadversiéon al riesgorelativo
de Arrow-Pratt (ver Pratt, 1964), entonces es.

_[f'(K) - (n+5+ p)lc
Cc=
o(c)

Entonces el modelo esta representado por el sistema de ecuaciones
diferenciales:

[0 -(n+5+p)c
R a(c)

k=f(k)—(n+5)k—c

c

Los equilibrios (o estado estacionario) del sistema son las soluciones de:

c=0 [[f'(K)-(n+5+p)lc=0
k=0""] f(k)-(n+5)k—c=0

Los valores de ¢ y k que se obtengan como solucion de las ecuaciones
anteriores representan el estado estacionario, es decir, un estado en €l que €
consumo percapitay el capital percapitase mantendran constantes. Excluyendo
las solucionestrivialesqueseobtienendeconsiderar c= 00k =0, sededuceque
€l modelo tiene como equilibrio la pargja ((]é, k(} que verifica
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f'(K)=n+5+p
¢= f(k)—(n+5)k
Sabemosquef’ (K)>0yf’ (k) <0, paratodo k> 0y estoimplicaquecy
k son funciones decrecientes de n; esto es, cuanto méas grande es la tasa de

crecimiento de la poblacion, menor es el consumo y €l capital per capita de
equilibrio y los maximos valores se abtienen paran = 0.

Estabilidad de la solucion

Paraestudiar la estabilidad del modelo, podemaos utilizar lalinearizacién dela
funcion:

F(C,k):[” () =(n+5+pllc f(k)—(n+5)k—cj
a(c)
en €l punto deequilibrio . Lamatriz Jacobianadelaaproximacion lineal es:
0 f"(k)e
= a(c)
-1 p)

y €l polinomio caracteristico de esta matriz es:

X% - pX +

f"(K)e
que, siendop >0y W <0, tienedosraicesreales: unapositivay laotra

negativa. Esto implica que el estado estacionario (c, R)es un punto desillay,

por lo tanto, un equilibrio inestable. Por |o tanto, sdlo para determinado tipo de
condicionesinicialesen el capital y en el consumo (las que se ubiquen sobre el
camino de ensilladura) podran las trayectorias Optimas alcanzar € estado
estacionario.
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El modelo de Ramsey con ley logistica de crecimiento de
la poblacion

Enlo que sigue vamos amodificar el modelo dela seccion anterior cambiando
laley de crecimiento exponencia de la poblacion:

L=nL;n>0
LO)=L,>0
mediante laley logistica

L=aL-bL?ab>0
L(0)=L,>0

(4)

y manteniendo inalteradas|as demés componentes del modelo. En este caso
€s:

. oL
n(t)= = _ Vot _aib
L(t) L
y entonces ahora el problema a resolver es el de maximizar la utilidad
(descontada por un factor p) sujeto alas ecuaciones (2) y (4); i.e.:

max J'Omu(c)e""
K= f(k)-(a-bL +35)k -c
L =al - bL? ©)
k(0) = ko; L(0)= L,
0<cs f(k)
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El hamiltoniano de este problema se puede expresar como:

H =u(c) + A(f (k) - (a—bL + )k —c) + u(aL —bL?)
gue tiene las siguientes condiciones de primer orden:

oH
—=u'(c)-1=0
3 (©)

C
A==Af"(k)+ A(a—bL+5)+ pA
k=f(k)-(a—-bL+8)k—-c

L=alL-bL?

Usando como en la seccion anterior queu’ () = Ay queu’’ () = A
tenemos que:
u'(c)

f'(k)—(a—bL+06 +

)

Sustituyendo 6(c) = -(cu’’ (c)/u’(c)) en la ecuacion anterior obtenemos:

C=-

c=@[f'(k)—(a—b|_+5+p)]

Entoncesel model o estarepresentado por €l siguiente sistemade ecuaciones
diferenciaes:

[f'(k)—(a=bL+5+ p)lc
i a(c)

k= f(k)—(a—bL+8)k-c )
L =alL—bL?

C
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Los equilibrios del modelo son las soluciones del sistema:

[f'(K)—(a-bL+5+p)lc _

0
c=0 a(c)

k=0 ! f(k)—(a-bL+5)k-c=0
L=0 al-bl2=0

Excluyendo las soluciones triviales que se abtienen de considerar ¢ = 0,
k=00L =0, tenemosque el modelo tienecomo equilibrio laterna queverifica

Obsérvese que los valores de equilibrio de capital y consumo (IZ, ¢) parael

estado estacionario de este model 0 no dependen ni delatasade crecimiento de
lapoblacionni deloscoeficientesdelaley logistica, y coinciden conlosvalores
de equilibrios del modelo de Ramsey clésico con tasade crecimienton=0. De
esto se deduce que los valores de equilibrio del modelo con ley logistica son
mayores que los valores del modelo cléasico. Podemos entonces inferir que en
uncierto sentido el model o de Ramsey con crecimiento | ogistico delapoblacion
mejora el modelo clasico.

Para estudiar la estabilidad del equilibrio aproximamos linealmente la
funcion:

G(c kL) =([f'(k)_(a_(i'5+5+p)]c, f(k)—(a—bL+5)k—c,aL—bL2j
O
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alrededor de este punto. La matriz jacobiana de la aproximacion lineal es:

f'(K)e ble

0 o) ole)
J=|-1 p bk
0O 0 -a

y €l polinomio caracteristico de esta matriz es:

—(xz —pX + f;((?)CJ(x +a)

fr(R)e

que, siendop >0y ﬁ <0, tienetresraicesreales: unapositivay lados

¢

negativas. Esto implicaque el estado estacionario (c, K, [) esunpuntodesilla
y por lo tanto un equilibrio inestable.

Conclusiones

Enteoriadel crecimiento econdmico seasume normalmente queel crecimiento
de la poblacion es exponencial, 1o que es claramente poco real. Una hipétesis
mas real es suponer que la poblacion siguelaley de crecimiento logisticoy en
este trabaj o hemos asumido esto. L uego, hemos demostrado que el model o con
ley logisticatiene un Unico equilibrio (no trivial) que es inestable, como en €l
caso del modelo con ley exponencia. Ademés, el equilibrio del modelo
modificado no depende de latasa de crecimiento delapoblacion ni de ninguno
de los parametros de la ley logistica, y sus valores de consumo y capital per
cépitason mayores quelosdel model o clasico, cual quiera sealatasaconstante
n > 0 de crecimiento de la poblacion. En este sentido, podemo decir que €l
modelo que presentamos en este trabajo mejora los resultados del modelo
original.

238



Crecimiento econdmico 6ptimo y crecimiento poblacional: una... [E. Accinelli y J. Brida

En el equilibrio del modelo clésico, el consumo y la produccion agregados
(CyK) tienden ainfinito cuando t crece, puescy k son positivosy lapoblacion
crece exponencialmente a infinito. Esta situacion irreal tambien se mejoraen

el model o con poblacion logistica, yaque en su equilibrio (C, IZ), el consumoy

la produccion agregados tienden a los valores finitos (¢ y [k . En ambos

modelos el equilibrio esinestable, por lo que en definitiva seraun planificador
central el responsable de ubicar alaeconomiaen el camino de ensilladura, €l
unico que llevaa estado estacionario.

En las demostraciones presentadas en este trabajo podemos sustituir la
ecuacion logistica con cualquier ecuacion diferencial autonomaen lavariable
L que tenga soluciones que verifican las condiciones pedidas. Por lo tanto, el
resultadoval e, por ejempl o, cuando setoman comol ey decrecimiento poblaciona
las ecuaciones de Richards (1959), Bertal anffy (1938) o Gompertz (1825). Una
posible extension de este trabajo podria ser lademostracion de que el resultado
obtenido es genérico; esto es, modificar el modelo de Ramsey sustituyendo la
ley exponencial de crecimiento delapoblacién con unaley cualquieral (t) que
verifique las siguientes propiedades:

la poblacion es estrictamente creciente y acotada por la capacidad de
carga del planeta L_: L(0) = Lo > 0; L(t) > 0, paratodo t>0 Yy
lim_ L) =Lo

t—>+0
L(t)

la tasa de crecimiento de la poblacion n(t) = m decrece a 0:
n(t) < Oparatodo t > Qy lim,,, n(t) =0

L aconjetura es que se podria obtener un resultado similar a obtenido para
€l model o de Solow en Brida (2006). Otraposible extension del presentetrabajo
serialabusguedadelasolucion del sistemade ecuaciones(5) enformacerrada.
Paraesto habriaque hacer algunas hipétesisacercadelaformadelasfunciones

f(K) y ().
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