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 CAOS EN UN MODELO DINÁMICO DE DOS SECTORES*

 José Ramón Guzmán"

 Introducción

 Es importante el comportamiento caótico en los modelos que gobiernan
 sistemas económicos. Esencialmente la importancia radica en que la es-
 timación econométrica o estadística de datos iniciales en cualquier varia-
 ble siempre tiene pequeños errores. Así, al "echar a andar" un sistema
 dinámico modelo nò lineal caótico que gobierne un fenómeno económi-
 co no es posible predecir el comportamiento de las variables en el largo
 plazo, pues errores pequeños en las condiciones iniciales dan errores
 grandes en la evolución temporal de las variables.

 Manuscrito recibido en abril de 1998, versión final, noviembre de 1998.
 * El autor agradece a: J. Ibarra por sugerir el problema de investigación; por dedicar tiempo y
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 intersectorial de insumo producto dinámico para la economía mexicana, Supercómputo DGSCA
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 producto dinámico para la economía mexicana, para evaluar diversos escenarios de política
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 visual interactivo de sistemas dinámicos en la circunferencia. papiit' IN-502096.
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 En las siguientes secciones del trabajo investigaremos modelos de in-
 sumo producto no lineales; la principal conclusión es que el comporta-
 miento caótico se puede presentar en este tipo de modelos.
 Es típico encontrar sistemas dinámicos caóticos de tiempo discreto en

 varias disciplinas científicas. Véanse por ejemplo: Flaschel, P. y Franke,
 R. Semmler, W. (1995); Gabisch, G. y Walter, H. (1982); Terman, D.
 (1991); Guzmán, J.

 Un modelo simple

 El objetivo de esta sección es explicar R. y Carrillo, H. (1994)y Percival,
 I. y Vivaldi, F. 1987). un modelo simple y que sirva para entender la
 siguiente sección.

 Empezaremos por un ejemplo simplificado. El modelo en investiga-
 ción es un esquema de insumo-producto de 2 sectores cuyas variables
 endógenas son los precios, cantidades y tasa promedio de ganancia. Los
 sectores en consideración son los que producen maquinaria y bienes de
 consumo, respectivamente; sector 1 y sector 2.

 Los modelos sectoriales desde sus inicios han sido importantes. En el
 nivel estático y lineal han tenido aplicabilidad en la planificación.

 Es obvio que en nuestros días y en el planeta (no sólo a nivel nacio-
 nal), todos tenemos relaciones económicas con todos; relaciones directas
 o indirectas. Además, estas relaciones están en constante movimiento.

 Los modelos de insumo producto dinámico nos proveen con algo de
 información cuando tratamos con compras y ventas en el tiempo y entre
 varios sectores.

 Las cantidades se determinan a partir de las condiciones teóricas:
 oferta = demanda de insumos corrientes + consumo de asalariados +

 consumo de no asalariados; en símbolos:

 X=MX+C+Ca;

 (xA ( mu m.2 1
 donde X = I es un vector de producción, M = es una

 1*2 J mn)
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 . (° Ì
 matriz de insumo producto C . = es el vector de consumo de asala-

 'Cna;

 (o i
 riados y C"a = es el vector de consumo de no asalariados.

 y** na;

 El primer supuesto es el de que los asalariados no ahorran; esto es
 gasto de asalariados = ingreso

 p2C° = Y

 Obsérvese que la condición de que los asalariados no ahorran es muy
 significativa en el sentido de que tienen prohibido tanto el endeuda-
 miento como el ahorro, como se quiera ver. En realidad es muy común
 que la gente o las naciones pidan dinero o ahorren. También, es cierto
 que generalmente un asalariado gasta todo lo que gana.

 El ingreso se normaliza a Y = 1. De esta forma p2 = -- es el precio
 ca

 al que vende la producción el sector 2. La dinámica importante está en el

 precio p{ del sector 1 pues el precio p2 permitirá ver el comportamiento

 del precio pl.

 El segundo supuesto es el de que precios = costos en crecimiento, es
 decir:

 P'=(P'M+1X')(1 + 4
 = (p'M + ?')( 1 + #)

 La variable <ļ> es la tasa promedio de ganancia.
 De la anterior relación se puede inferir:

 p'(I-M) = t(p'M + L') + L',

 p' = <ļ>(p'M + L' )(/ - A/)'1 + V (/ - M)"1 .
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 Sea R = (I- M)~l , también se tiene:

 p' =^(p'm+l')r+l'r.

 Si ahora se consideran las siguientes relaciones que se infieren de que
 los asalariados no ahorran, se tiene:

 (0 }
 p2C =(pi,p2) =1

 Ve J

 p'C" = <1>(p'M + L' ]RCa + L'RC" = 1

 De esta manera se puede despejar la tasa promedio de ganancia <f> :

 1 -L'RC"

 (p'M + L')RCa'

 El tercer supuesto se refiere a que se puede estimar un mecanismo ite-
 rativo que gobierna la formación de precios; es decir la tasa promedio de

 ganancia (¡> es una función del vector de precios p = (p, , p2 ), <1>(p{ , p2 },

 por otra parte los precios dependen de la tasa promedio de ganancia <p
 en la forma que ya vimos:

 ?P' » Pi ) = ,p2)M+L')R+L'R.

 Entonces:

 El precio de cálculo no trivial es px = x.
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 Definiendo:

 a = {rnmu + r2lmn Xl - ca{lxrn + l2r22 )),

 /? = ^2/,rn +2l2r2i+-~(rnm2l + r2,/w22)j(l-ca(/,rI2 + l2r22)),
 r = ca{rl2mu +r22mu),

 Ô = {rnm21 + r22m22 + /,r12 + l2r22 ),

 el cálculo del precio px=x queda definido por la relación:

 yx(k) + o

 Para la existencia del punto fijo se debe resolver la ecuación cuadráti-
 ca:

 yx 2 +(a + £)x + ß = 0

 La condición para que esta ecuación tenga un punto fijo real y positivo
 es que los parámetros y , y ß satisfagan la desigualdad:

 yß < 0.

 De acuerdo a como están definidos los parámetros, esta condición im-
 plica a su vez:

 +/2r22)<0,

 pues y es positivo. Con lo cual se debe tener que a < 0.
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 Si pedimos que existan dos puntos fijos positivos se debe tener ade-
 más que a <+S .

 En este caso ios puntos fijos estables están dados por las fórmulas

 - (a + S)± -ļ(a + õ)2 - 4 yß
 Xi

 2 y

 Por otra parte, los puntos fijos positivos x± que resultan de resolver la

 ecuación cuadrática son estables si la función F(x ) = ax + ^ 5 es tal que
 yx + õ

 Evaluando esta desigualdad de la derivada en los valores de los puntos

 fijos x± , se obtiene la siguiente relación que debe satisfacer los paráme-
 tros para que los puntos fijos sean estables:

 4(aô - ßy) <ļ
 i^-a + ô± -ļ(ā + õ)2 - 4 yß J

 Si la condición anterior se satisface para alguna elección de los pará-
 metros a,ß,y,ö existe una cuenca de atracción para cada punto fijo
 estable.

 A título de ejemplo dinámico consideremos una función / pa-
 recida a F que tenga dos soluciones positivas y que gobernaría la forma-

 ción del precio x en la forma iterativa x(k + 1) = / (x(k)).
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 Definamos:

 x(k) - 1

 a es un parámetro fijo pero arbitrario.
 Los puntos fijos de este sistema dinámico están dados por:

 x± = 1 ± I - a .

 Estos puntos fijos son reales y positivos si a € (0,l).

 La condición suficiente de estabilidad de los puntos fijos x± es

 |/'(x±)| <1 y no se satisface pues |/'(*±)| = 1 í pero estos puntos fijos
 son estables ya que cualquier otro punto x > 0 es una órbita periódica de
 período 2 del sistema dinámico; es decir para iteraciones pares de
 / : f2"(x) = x, para x * 1 . Para iteraciones impares, la solución de

 / 2,1+1 (x) son los puntos x±. Por consiguiente, los puntos x± son puntos

 fijos estables con cuencas de atracción (0,1) y (l,oo), respectivamente.
 Este es un caso de biestabilidad en el sistema que gobierna la formación
 de precios. El sistema tiene sensibilidad respecto de condiciones iniciales
 cerca del punto x = 1 , donde no está definida la función / . En este caso

 el sistema es caótico en una vecindad de {l} y sin incluir el 1 .

 El caso en el que a g (0,l) también es simple; pues aunque el sistema
 no tiene puntos fijos reales, consta de una infinidad de órbitas periódicas
 de período 2.

 Hay sistemas dinámicos en los que existe una infinidad de cuencas de
 atracción para cada punto fijo estable. Las cuencas de atracción de un
 punto fijo estable son un conjunto abierto. La frontera de las cuencas de
 atracción de uno y otro punto fijo estable son órbitas de periodo mayor
 que uno. Sobre este conjunto de órbitas periódicas el sistema dinámico
 que gobernaría el cálculo de precios es sensible respecto de condiciones
 iniciales; sobre este conjunto, resulta un sistema caótico. La dinámica de
 este tipo de sistemas no ha sido bien entendida y se conocen resultados
 parciales, véanse, por ejemplo, los intentos numéricos por entender la
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 Inestabilidad en Guzmán J. R., y Carrillo, H. y Ongay, F.(1994)y Bula-
 jich, R.(1993).
 Este ejemplo es simple porque el consumo de asalariados C" es un

 vector constante.

 En resumen, el paradigma que se presentó es un caso parecido del mo-
 delo cuya teoría se propone en Ibarra, J. (1995) y que en seguida pre-
 sentamos. En la siguiente sección veremos el caso no constante del
 vector C .

 El modelo de José Ibarra

 En el modelo de José Ibarra los costos de capital no se calculan a la ma-
 nera tradicional; las demandas de capital tampoco. En todos los costos y
 demandas se supone un efecto de tipo multiplicativo en los periodos de
 producción, tasas de crecimiento y de ganancia y coeficientes de reposi-
 ción de capital. Por ende esta teoría es propositiva.

 El cálculo de precios

 Empezaremos por el subsistema de precios.
 De nuevo supondremos que los asalariados no ahorran. Esto es, supone-

 mos que C y 7 = 1 son el vector de consumo y salario de asalariados
 normalizado a 1. Entonces se tiene la relación:

 p'Ca=Y = 1. ( P)c

 El vector C se realiza como el sistema lineal de gasto propuesto por
 R. Stone, en 1954. Estas ecuaciones se eligen en vista de su simplicidad.
 Asimismo, han sido usadas para estimar demandas de varios países,
 véanse: Taylor, L. (1986) y Powell, LI. C. and Williams, R. (1977). Esta
 ecuación aparece inicialmente para estimar sistemas de demanda de bie-
 nes en función de precios e ingreso. Esta relación dice simplemente que
 el gasto de asalariados se reparte en el gasto que hacen en el consumo
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 mínimo y en el consumo excedente que depende de las propensiones a
 consumir y del ingreso disponible.

 Así el vector de gasto de asalariados C se definirá.
 Definamos también los siguientes vectores y matrices:

 rP' '
 P =

 K Pn ,

 [c('
 C"= i ,

 í *'
 C'

 C* = : , consumo mínimo

 vC">

 b° = ; ,

 Wj

 es el vector de propensión a consumir y debe satisfacer la relación de
 que:

 6,a+... + è„° =1

 Entonces la ecuación es: gasto de asalariados = gasto mínimo + gasto
 excedente. La ecuación (P)c se traduce en la siguiente relación:

 pCa = pe +ba (Y + p' c).
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 En las coordenadas que se definen en cada variable y despejando C
 de la relación anterior se tiene el siguiente vector:

 ^-í^y L
 ? ck +_i T ck T

 Pn

 ( n '
 K Y-%c'Pk

 Ca= c¡+- ^

 Pi

 ( n '
 K Y-ZcIP*

 { Pn

 Obsérvese que este vector de demanda definido en los precios es no
 lineal es decir:

 {px,...,p„)-+ca{px,...,pn),
 es no lineal.

 Por otra parte, la condición de formación de precios será: precios =
 costos.

 De esta forma las ecuaciones están dadas por las siguientes relacio-
 nes:

 P* = costos = costos corrientes + costos de capitai

 Se define p' pj .

 Explicaremos los términos de costos corrientes y costos de capital.
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 Costos Corrientes

 Los costos p' M y YL representan, respectivamente:

 p'M costos de los insumos corrientes:
 n

 ^Lp¡m¡j = costo en el sector j.
 <=i

 M = (m,j), 0 < m¡j < 1,

 m¡j representa las unidades físicas del bien i necesario para producir una

 unidad del bien j.

 YL = L' eos tos del trabajo :

 Pues el salario está normalizado a 1 .

 l¡ representa las horas-hombre necesarias para producir una unidad en el
 sector i .

 Costos de capital

 p' (K 0 R ) costos de la reposición de capital:

 K/tj,

 representa la proporción de las máquinas viejas que son sustituidas en el
 sector j y que provienen del sector i .
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 n

 Hp Mj'
 i= 1

 es lo que cuesta esta reposición en el sector j . El término de reposición
 tiene implícito un tipo de depreciación de la maquinaria.

 K = (k0), 0 < k¡j < oo.

 K representa una matriz de stocks y ku representa las unidades físicas

 del bien de capital i necesaria para producir una unidad en el sector j .

 * = M 0 < < 1 .

 r¡j es la proporción de las máquinas que se repondrán en el sector j y
 que provienen del sector i .

 p'M?ù costos de los insumos en un crecimiento proyectado por medio
 de ù ; ô es una matriz de tasas de crecimiento hacia adelante:

 fZ' '

 <5= gl .

 ^ Sn )

 g, es la proporción a la que desea crecer el sector i en un periodo de-
 terminado.
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 i'' Ì
 f= 72 ..

 V. r«y

 t¡ representa el número de años necesarios para producir una unidad en

 el sector i , Ť se define como la matriz de períodos de producción.
 n

 r jSjYjP¡mij ,
 1=1

 es lo que cuesta producir en el sector j cuando se tarda tj años en pro-
 ducirse una unidad en el sector j y cuando el sector j desea crecer a

 una tasa gj . Cuando aumenta la tasa gj y el tiempo r . aumentan los
 costos por estas influencias. Se supone en este caso y en los subsecuentes
 un efecto en los costos de tipo multiplicativo.

 p'Kù costos del capital en el crecimiento.
 n

 gjY.p¡ku »
 <=i

 son los costos del capital fijo que tiene el sector j cuando se proyecta

 crecer a una tasa gj . A medida que aumenta la tasa gj aumentan los
 costos del capital y viceversa.

 p' MTp costo de insumos al mantener una sobreganancia en insumos
 corrientes.

 Si se define una matriz de desviaciones de tasas respecto de (fi ;
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 K Ì
 t- Tm * Tm

 é" Tm ' Tm J

 En condiciones de competencia perfecta cada <j>'m (0 = 1. ?Por qué?
 En referencia a la matriz ù anterior se define la matriz de tasas de

 sobreganancia p , que depende de la tasa promedio de ganancia de la

 economía (fi de la matriz de tasas de crecimiento ù .

 P = - &

 En estas condiciones los componentes de la matriz <fi<¡>m miden qué

 tanto se desvía en cada sector la tasa promedio de ganancia <fi . Si no hay
 desviaciones en ningún sector se tiene la relación que aquí se entiende

 como de competencia perfecta: <¡)m (t) = matriz identidad.

 En otras condiciones los coeficientes de la matriz <1>m miden la pre-
 sencia de monopolios en el sector respectivo i . Queda implícito el hecho
 de que en la economía que se modela en este trabajo hay ausencia de
 monopolios, monopsonios y de cualquier otro mecanismo de control del
 mercado.

 h fai - Sj fe P,mij =T; - gj £ PMj ,
 í-l ;=1

 representan los costos del sector j que produce en la medida de tiempo

 Tj y cuando tomando en consideración la tasa global de ganancia de la

 economía <fi , y cuando se desea crecer a la tasa gj .

 p'Kp costo del capital al mantener una sobreganancia:

 (^-gjìZPÀj,
 1 = 1
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 son los costos de la inversion en capital en el sector j al sobreganar en

 la proporción <¡> - g j.

 L?p costos que produce la inversion en trabajo en toda la economía:

 liri es el costo que tiene el sector i al producir una unidad en r¡ años.
 En toda la economía y con la condición de sobreganancia el costo será:

 <=i

 Para simplificar la escritura de la condición precios = costos se define

 la operación de matrices siguiente. Sea A = (a¡j), B = (by) matrices de n
 X n definimos

 A@B = {ayby)

 El modelo que gobierna la formación de precios es:

 p' = p' (M + K e R) + ļp'cļ. + f + i'W, - Ó). (f )

 En la ecuación anterior se ha definido:

 C = MT + K

 Si la ecuación (P)c se usa para ser sustituida en la ecuación (P) se
 tiene una relación para la tasa promedio de ganancia <j> y está dada por la
 siguiente fórmula ( O ) :
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 x 1 - XmCaßa + L'ÖHCß"
 [p'C + L'Ť )$mHCaßa

 En la ecuación O se han definido:

 H = (l-M-K®R)~Ì,

 À' m =11 H, ? m ?

 X m son los llamados valores estáticos de Marx que se interpretan como:
 "los requisitos directos e indirectos de trabajo, por unidad de demandas
 finales de bienes de consumo y de inversión, sin considerar el trabajo
 necesario para la reposición y crecimiento de los bienes de inversión".1

 El cálculo de cantidades

 El subsistema de cantidades se define por la relación de balance
 oferta = demanda = demanda corriente + demanda de capital;
 El vector de oferta total esta dado por:

 (V
 *= :2-

 Demanda corriente

 La demanda ordinaria está dada por:
 MX demanda de insumos corrientes:

 /I

 Ysm>jxí
 M

 1 J. Ibarra, 1995.
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 Es la cantidad de insumos corrientes que demanda el sector i-ésimo.

 Demanda excedente

 Demanda de asalariados y no asalariados
 La demanda excedente se forma considerando la demanda de asala-

 riados Ca , la de no asalariados Cna y la de capital.
 La demanda de asalariados se modela igual que como en el paradigma

 de precios. El vector Ca se define por medio de las ecuaciones lineales de
 gasto de R. Stone.

 La demanda de no asalariados Cna se considera un vector constante.

 Demanda de capital

 (K © R)X demanda de reposición de bienes de capital fijo:
 n

 Yékvr¡jx¡ ■
 M

 Es la cantidad que demanda el sector i para su reposición de capital.
 M Ť ô X demanda de aumentos de insumos ante crecimiento:

 n

 Z/wüt¡gixi'
 7=1

 es la cantidad que demanda el sector i cuando proyecta crecer a una tasa
 gi y cuando tiene un periodo de producción de t¡. La demanda también
 se ve influida por las proyecciones de crecimiento. Los efectos multipli-
 cadores de tjgi aumentan la demanda. Cuanto más se desea crecer o
 cuanto más se tarda en producir aumenta la demanda de insumos co-
 rrientes.

 K ò X demanda de bienes de capital fijo ante crecimiento.
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 n

 IM,*,
 7=1

 es la demanda de bienes de capital fijo cuando cada sector proyecta cre-
 cer a una tasa g,.

 El modelo que se propone para determinar el vector de cantidades es
 entonces:

 X = MX+C + C

 = MX+(K@R)X+KGX +

 = MTGX+C + C™. (OD)

 Definiendo:

 A =M+ K © R + KÙ + MTÔ.

 El modelo (OD) se resuelve, obteniéndose para cantidades la relación:

 X=(J- A/1 ( C + C ,a).

 La matriz (/- A ) es en este caso una matriz de Leontieff generalizada.

 Solución del modelo

 El modelo a resolver es el siguiente sistema de ecuaciones, (.P), (O),
 (OD):
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 p' = p' (M+ K ® R)+ <ļ> p'C <f> m

 + L'+L"t($$m-Ô ), (P)

 '-XmCaß°+L'GHCaßa
 $ - (p'C+I'T fcffCT A

 X = (J-A)-1 (C + C°). (OD)

 El tercer supuesto es que existe un mecanismo de ajuste de precios
 (una especie de tatonnementt) en el que las ecuaciones (P),( O ), se re-
 suelven.

 Dicho de otra manera la idea es tomar un precio inicial en la relación

 ( O ) y calcular una tasa inicial <ļ> o y sustituir esta en (P) para obtener
 otro valor en los precios. Este proceso se repite hasta converger a una
 tasa <ļ> * y a un sistema de precios P*, O hasta observar caos, en cuyo
 caso no se puede determinar ni una tasa de equilibrio ni un conjunto de
 precios de equilibrio.

 El método no lineal de cálculo de precios que aquí se propone mostra-
 rá dinámicas complicadas caracterizadas por la hipersensibilidad res-
 pecto de perturbaciones en las condiciones iniciales.

 Dada la no linealidad en el proceso iterativo de cálculo en el que están
 interactuando los precios y la tasa promedio de ganancia se pueden en-
 contrar dinámicas caóticas (para generalidades sobre el tema, véanse
 Arrowsmith, D. K. y Place, C. P. (1991) y Ford, J. (1986).

 La relación de precios se puede escribir:

 p'= (L' + L'T($ļm-0 )){l -M -K(B R- <fiC<¡>m

 La forma algebraica de las ecuaciones de precios y tasa de ganancia es
 (véase apéndice):
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 ' _4+af^ + 4P+... + ayj"-1
 b0 +brf + b2p +--- + bj" '

 (AL) í +
 Ä = '=' Pi
 * n

 *=i

 Ahora, aplicar el método iterativo a las ecuaciones (P), ( O ) es equi-
 valente a aplicar el método a las ecuaciones (AL).

 Sustituyendo salvo cambios de constantes la ecuación ( O )en la ecua-
 ción (P) en la forma simplificada de las ecuaciones (AL) se tienen las
 siguientes relaciones (véase apéndice):

 Z ! OyP2an /v,v2...c„ Pa¡P cr2 • • • P a„ ! OyP2an

 ffiJ<72,...,<T„,V1,V2

 Pl =

 Z'ilvlv¡...v„ <TxG2Crn P<? I P"i Pañ <TxG2Crn

 l = 1,2,. ..,n.

 El método iterativo aplicado al sistema de ecuaciones (OP) queda de-
 finido por la iteración k.

 y /nv,- P*Sk)P*Sk)-P*Sk)
 (k + ], P», (*)/>», (*)••• Pv„ (*)

 Pt (k + ], y Á^2..,„ PvSVPaSV-PaSk) '
 M

 l = 1,2 ,...,n;k e N.

 Esta ecuación simplificada es de la forma
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 ?,.(k+') = F(Pik'...,{Pík),

 /=1,2,...,«.

 Escrita así, esta ecuación es un sistema dinámico de tiempos discretos
 clásico. Dada la complejidad de las constantes y la no linealidad (véase
 apéndice) no queda más que estudiar el sistema dinámico (SD O P) nu-
 méricamente.

 Si en el sistema dinámico (SD O P) existe un equilibrio estable p*.
 Las cantidades de equilibrio se determinan como:

 X = (I-A)'1 (Ca (p*) + C™ ).

 Se ha hecho C(p*) = C , pues el vector de consumo de Stone depen-
 de de los precios. Si el sistema dinámico (SD O P) tiene sensibilidad
 respecto de condiciones iniciales, las cantidades también varían erráti-
 camente.

 Especificaciones a dos sectores

 Los siguientes datos y cálculos son las especificaciones del modelo con-
 siderando 2 sectores de la economía y definidos en algún instante, diga-
 mos / = 0. Omitiremos la dependencia con respecto a este tiempo en to-
 dos los parámetros, entendiéndose que todo se refiere a este periodo de
 análisis; por ejemplo en lugar de escribir M(0)o kn( O) escribiremos sen-
 cillamente My ku, respectivamente.

 MJm H
 {m2 1 m22)

 „(k n *I2ļ
 I k k 9 V 21 22 /
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 fr r '
 g= fr " r 12 ' L

 <.r21 r22 J

 (X' 1 Oļ T= 1
 lo rj

 Entonces el vector de precios P se puede interpretar como una función

 R - E- » R2 de la tasa promedio de ganancia <j> .

 Además, también se puede calcular la tasa promedio de ganancia <j>
 en función de los precios pi,p2- Denotaremos a esta dependencia por me-
 dio de la letra F.

 Véase apéndice para las fórmulas exactas de P (^ ) y de F (pi,p2).

 Dado que se pueden definir P y F como funciones:

 R-^->R2 - f-±R.

 El sistema dinámico que simula el comportamiento de los precios es:

 ' P' (* + 1)1 (aW)]/p ° f?P' MN
 kPi (* + l)J [<r2 (p2(k))) ° 'p2 {k)j

 La sucesión dependiente del sistema dinámico que simula el compor-
 tamiento de la tasa promedio de ganancia <¡¡ es:
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 Ejemplo caótico

 Sólo consideraremos los sectores de la economía: el sector 1, de bienes
 durables y el sector 2 de bienes de consumo necesario.

 Determinaremos un ejemplo caótico de 2 sectores al variar la deman-
 da de asalariados.

 -Ì
 M = 2 3

 II'
 .3 2,

 (1 l)
 K =

 [O oj

 - Ì
 R= i - 20 .

 lo oj

 (' 0ļ
 T 1 = 1
 T 1 = 0 - 1 '

 l 6)
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 '■6 ")

 G=(lÕÕ A °j = (* 1° g) °], o A = (* 1° g)
 v íooj

 í 0 + 0.34^^ ]
 Á'Y= o.l5+o.Jl-?15^ •

 l Pl )

 La variación en la tasa promedio de ganancia es:

 UmJ
 Donde:

 W*)J 1^2 CP2 - !))>

 La función F(pì,p2) se puede interpretar como un filtro por donde
 pasa el sistema dinámico en los precios y <ß la variable como la variable
 de salida. La función F es de la forma:
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 p(Pi>P2)=l - TV bxpx+b2p2+ß

 donde las constantes b¡ y dependen de las otras constantes en la fór-
 mula para la función F.

 Las siguientes gráficas muestran la relación (k, F(p, (k), p2 (&))), para

 k = 1,...50 (gráficas 1 y 2).

 Comparando las dos figuras obsérvese cómo un variación insignifi-
 cante en la condición inicial (de (1.1,1) (gráfica 1) a (1,1) (gráfica 2)
 produce cambios drásticos en las gráficas, y conduce a la indetermina-
 ción de la tasa promedio de ganancia.

 Gráfica 1
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 Gráfica 2

 Cambiando la función de demanda a:

 r('-)= ío.,5 + ülldlzí)
 I Pi J

 Manteniendo todas las otras condiciones constantes se tiene el si-

 guiente comportamiento periódico (atractor periódico de periodo 4) de la
 tasa promedio de ganancia. Aunque para fines prácticos no hay unicidad
 (punto fijo estable) de la tasa promedio de ganancia y el sistema dinámi-
 co también sería caótico, (gráficas 3 y 4). En cambio, dinámicamente este
 comportamiento periódico es una regularidad.
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 Gráfica 3

 Ubservese la fluctuación regular en la tasa promedio de ganancia.

 Obsérvese la fluctuación regular en la tasa promedio de ganancia.



 cd
 o

 tg
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 Conclusiones

 El ejemplo presentado muestra que el proceso iterativo (sistema dinámi-
 co de tiempos discretos) que se usa para determinar los precios puede
 producir un comportamiento de hipersensibilidad respecto de perturba-
 ciones en las condiciones iniciales; principal elemento en los conceptos
 actuales de comportamiento caótico.

 Las siguientes preguntas surgen naturalmente al hacer el estudio ante-
 rior.

 ?Qué significa este tipo de comportamiento en un sistema dinámico
 que gobierna el cálculo de la formación de precios?

 ?Es sorprendente este comportamiento?
 No lo es en un método de cálculo no lineal. Dicha conducta caótica en

 modelos gobernados por sistemas dinámicos no lineales es típica.
 La dificultad de manipular analíticamente los sistemas dinámicos no

 lineales modelados con iteraciones o con ecuaciones diferenciales y los
 experimentos numéricos que se han hecho muestran la complejidad de la
 dinámica económica no lineal.

 El consenso generalizado entre los científicos sociales y naturales es
 que la fenomenología que se investiga tiene incluidas matemáticas no
 lineales. Esta es la principal complicación. Dilucidar la no linealidad y
 encontrar orden en el caos que proviene de los sistemas dinámicos no
 lineales que modelan procesos económicos es uno de los grandes pro-
 blemas que tienen que resolver los economistas matemáticos del siglo
 XXI.

 Apéndice

 Generalidades de sistemas dinámicos de tiempos discretos

 Los sistemas dinámicos no lineales de tiempos discretos son de la forma:
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 + 1)1
 x2(* + l) _ /2 (*,(£), ...,*„(£)
 !" i ' [0]
 U„(? + 1)J {f„(xi(k),...,xn(k)J

 k = 1, 2, 3,...

 donde

 fr-R" -> R,

 X¡:N -> i?.

 La dinámica de este tipo de sistemas dinámicos, aun en el caso lineal
 (es decir, con funciones lineales), no ha sido completamente entendida y
 sólo se conocen resultados parciales al respecto. De manera general estos
 sistemas se han estudiado numéricamente.

 El problema principal en la teoría de sistemas dinámicos es: dado un
 sistema dinámico clasificar dinámicas: los atractores o repulsores perió-
 dicos y atractores caóticos.

 En el caso de que exista una sola variable de estado, es decir n=l en el
 sistema [0], no se tiene una clasificación completa de las posibles diná-
 micas, por lo que también en el estudio del caso de una sola variable, en
 general, se procede a aplicar métodos numéricos. Éstos dependen de la
 aritmética interna de la máquina, por lo que también el estudio numérico
 conlleva a problemas que aún no se han resuelto. De modo que al estu-
 diar numéricamente un sistema dinámico como el sistema [0] sólo se
 puede tener una imagen aproximada de las dinámicas.

 Veamos los principales elementos que intervienen al enfrentar un sis-
 tema dinámico como el sistema [0].
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 Sea

 r yic*i

 J. X2 = f 2 (^1 5 ' * * 3 Xn )

 KXn) './»l(*l

 Definición. La órbita hacia adelante del sistema dinámico [0] que em-

 bi
 X2

 pieza en x = . es el conjunto

 UJ

 /"v^ ?y' /yi '
 Aļ Aļ Aj

 X1 2 X1 2 - X1 2 X,
 0+(x) = ' X1 2 J X1 2 J2 - X1 2 X, ,2

 'xnj 'XnJ 'XnJ ' xn /

 Dado un sistema dinámico de tiempos discretos el problema funda-
 mental es investigar el comportamiento de 0+(x) para cualquier x.

 Definición. El vector (x¡,...x„) es un punto periódico de periodo n del
 sistema [0] sí y sólo si n es el mínimo entero positivo tal que:
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 '*.ļ |V
 X, Xj

 /":=:•

 fn significa la composición n-ésima de la función / .

 El conjunto

 ?jcA Yxjļ íxA
 X7 Xj 2 X? 2

 Per(nJ) = ' ,2 X7 :/" . Xj 2 = . X? 2 •

 V^fj/ 'XfíJ '^w/

 es el conjunto de puntos periódicos de periodo n.

 ' *'1
 X2

 Dado un x = . e Per{n,f ) el conjunto:

 UJ

 r íxx V fxt ļ fXļ ļ (xx ļ (xx ļ
 cicloix) = ciclo n, f, *2 =■ *2 ,/ *2 ,/2 *2 *2

 X X X X X ' ' njj w nj ' n J V w / V X " / ,
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 es la órbita periódica asociada. Si el número de elementos de ciclo (x) es
 r entonces se dice que hay un r - ciclo.

 Definición. Un subconjunto Ac R" es un atractor del sistema diná-
 mico [0] si se satisfacen las siguientes condiciones:

 a ) Existe un subconjunto U c R " , tal que A ;
 r>0

 b ) Para cualquier abierto Vz> A existe una t0 > 0 tal que para toda

 c) El conjunto A es invariante: f{Á)= A.

 La cuenca de atracción asociada al atractor A es el conjunto:

 5={x:e/r =o}= UTO-
 Por ejemplo si para algún x, B = ciclo(x), a B se le llama atractor pe-

 riódico.

 L x2 ... xn) = I ^xf es la norma euclidiana en i?".
 Y i=l

 Si la función / es diferenciable en todo R", un punto periódico de pe-
 ríodo n,(xi...jcn), es estable (es un atractor periódico)sí, y sólo si para

 cualquier (y,,..., y„) € ciclo (jc) eljacobiano Dfn{yx,...,yn) tiene todos
 sus valores propios con módulo menor que uno.
 Si la función / es diferenciable en todo R", un punto periódico de pe-

 ríodo es inestable (repulsor periódico) sí y sólo para cualquier
 {yx,...,yn)<= ciclo (x) el jacobiano Df"(y],...,yn) tiene por lo menos
 un valor propio con módulo mayor que uno.
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 Se desconoce un criterio general para determinar la existencia de otro
 tipo de atractores.
 Más detalles sobre lo anterior se pueden ver en Guckenheimer, J. y

 Holmes, P. (1983).

 Definición. Un atractor es extraño si toda órbita O* (x) con x e A, es
 sensible respecto de condiciones iniciales, es decir

 3y € A a 30 > 0,a t0 > 0 tal que V/ > /J/' (x) - /' (y)|| > ó.

 Definición. El sistema dinámico [0] es caótico si posee un tractor ex-
 traño o si aunque A no sea atractor extraño, sobre A existe sensibilidad
 respecto de condiciones iniciales.
 Por lo regular, los atractores extraños son objetos fractales; conjuntos

 a los que se les puede asociar una dimensión topològica (dimensión de
 Haussdorff) no entera. Por ejemplo los conjuntos de Cantor o el triángulo
 de Sierpinsky pertenecen a la categoría de los fractales.

 Forma algebraica de la ecuación de precios y tasa promedio de ganan-
 cia

 El objetivo de los siguientes párrafos es simplificar las relaciones para
 las ecuaciones de precios y tasa promedio de ganancia.

 Con las notaciones anteriores, el término <¡> C <¡> m se transforma en:

 = f(( mu )T + ( ky ))fm »

 esto es, si definimos:

 _U¡ si i = j ,
 si i*j.
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 [1 si i* j.

 Es decir que:

 fCfm = f ( muTií + kij)<f>?>

 y tenemos para i = 1

 li = h + T,lig,</>'J-

 Si definimos:

 f ' í '~V
 P' "n ••• tfi

 . 5

 'Pn) V^nļ ... WnM/

 donde:

 / V"
 I/,l ... Mln

 : i =(i- m-k@r-ī>ccīm)~u .
 VM„i • . . UmJ

 Entonces

 H =4
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 donde S y es la delta de Kronecker:

 s '' si i = j
 ,J (O en otro caso

 Definamos ahora las siguientes variables:

 ?1=ö0-m0-kuru,

 Ùj = €(^jmu + k,j),

 < = ln

 <P> =

 entonces:

 "o =C¡

 q, = v' + <p'$.

 De esta forma:

 rP' (Oļ C + ■■■ C + ' V + <Pl f

 •" £wi ' U„ + (p„(j)J

 Si definimos la matriz:

 ķ +/í^)'=te+v)
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 se tiene:

 (pi) (vl + rií
 w U; + <p'j)

 Salvo cambios de constantes:

 Al calcular ( £1 + //^ )"' , se obtiene:

 (?T +11 /jV1 = cõ +c''<P + c'{<fi2 + ••• + c'í-'V~x
 b0+bJ + b2<ļ>2+... + b„<ļ>"

 Entonces nuevamente, para i = 1, . . . , n, se tiene que:

 _ a'o + a$ + fl2^2 + • • • +

 ?>0 + b$ + ... + b„¡¡>2 +... + bn¡fi"

 De esta manera la relación <f> , para p¡ es:
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 _ + a[<ļ> + a'2<ļ>2 + ... + a'„<ß"

 b0 +b$ + b2$2 + bj"~'

 ■ , t+±y±«ip> p. , - p. -

 *=i

 /?ara i - 1,2, . . . , «

 (4)

 Ahora, si en el conjunto de relaciones (4) se sustituye el valor para <fi
 ; las relaciones (4) quedan todas en función del sistema de precios
 (Plv-Pn).

 El sistema de ecuaciones a resolver es el siguiente:

 Z /viV2...f„ Pot P<r2 • • • P<T„
 CT|,<T2,...,o-„,i'l,v2

 P¡ ™" 9

 Zn>lVlV2- -vn PGI * * '
 aitor2t...t<rHtvltv2t...tvHe{'t...tn} PvxPv2 "Pv„

 l = 1,2,...,».
 (5)

 Las cantidades en cada periodo quedan definidas (salvo cambios de
 constantes) por:
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 Z 0'020n ! viv¡... v „ P<7,Pa2 '"P°n 0'020n

 X¡

 Znlvxv1...vn PGxg1...G„ Pa, Pcr2 ' ' ' Pcrn PGxg1...G„
 o*! ,<j2 . .,an , vx ,v2 . .,y„ e{l,. . } PVļPy2 Pvn

 / = 1,2,...,«.

 Los coeficientes yl^2'„'v" / ' , están en función de todos los / <Ti(T2(Jn , ' <7ļ<J2(Tn

 otros parámetros del modelo.

 El símbolo <jļ,a2,...,a„,vļ,v2,...,vn e{l,...,n} significa que:

 a, e{l,...,«}o
 a2 € {l,. ..,«}<?

 a„ e{l,...,n}o
 v, € {l ,...,njo

 v2 e {l ,...,n}o

 Por ejemplo, si se tiene a,ß, y e {/, j, k } y se elige a a = i, ß = k, el

 coeficiente correspondiente en la sumatoria ^ %aßy será ^ik , si no
 a,ß,y e{i,j,k}

 se elige ningún valor para r se deja un espacio en blanco.
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 Cálculos en el modelo de dos sectores

 íejt.rv"
 ^ 21^21 22^22'

 f "^11 ^llll ^12 ^12^12
 M+K® R = , , ,

 W1+V21 , «a+W ,

 f /n,,r, niļļTļ] MT= /n,,r, ',
 'm 2,7, WaV

 M7,+ A: = r^l^+^.l ^2^2+^121
 1^2,7,+ klx W22T2+^22J'

 I - M - K® R- 0IMT + K =

 r' - m,, - Vu - <¡> (w,,r, + *,,) - /n,2 - V12 " f ("fefz + *12) ļ
 /«21 - &21r21 - ^ (/n2,r2 + fc21) 1 - - k22r22 - <¡> (m 22x2 + ?22)J'

 (i-m-k(&r-$imt+k)-{ =
 _ ~ ^ ~ ^22 ~ ^22 **22 ~ ^(^22^*22 ^22 ) /W,2 ^12^*12 "^"^(^12^*2 "*"^12)

 C C

 m2i +^2ir2i +0(yw2ir2 + *21) ^ /»„r, + fcnrH +m„ + ffiu -1 '
 ^ c c j
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 C= K'r''knrn +kUrU</>m22T22 + Vli#22 +MirilÄ:22/22

 + <ļ>2mxxTxm22T2 + <ļ>2mxxTxk22 + <¡>kxxknrn + ļ2kxxm71T2

 +/wii^w22r2 + ýmxxTxm21 - kX2rX2k2Xr2X -k^r^ļm^^

 -kì2rX2<j>k2X ~<¡>2mi2T2k2i
 -<¡>kX2k2Xr2X

 + <ļ) kxxk?2 ~1ft'2$k2' ~kx2fx2m2x +/W1i^22'22 ~^hl^2'^2'

 -<¡>2kx2k2x -fk^nin -#í,,r, +kxxrxxmn -ft nnx2

 -ļkxx -#22 +mxxm21 -m^m^ +//*,,#22 +<j>kxxmn +1

 ~m'' -/M22 ~K'r'' ~k22r22.

 Una condición importante para la existencia de la inversa de la matriz

 I - M - K® R- (/>IMT + K es que c * 0

 a-(g G"lo °i a-(g G"lo gj' °i

 ; + n{fi - g) = (;, + /, r, (? - g) i2 + /, r; (f - «)) ,
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 I - M - K © R - MTG - KG =

 rl-mu - Vu ~m'xhS-K'S ~™n ~knrn -mnr2g-kng ^
 K~m2' ~k2ìr2ì -m2xrxg-k2xg 1 -m22 -k22r12 - m22r2g - k22g j

 M + K® R + MTG + KG =

 f mu + Vu + mi'hë + kuê + Kirn + *"l2T2g + ki2§ ļ
 {m2l+k2ìr2ì +m2lTlg + k2ìg m22 +k22r22+m22T2g + k22gJ

 (/- M-K®R)~' =
 r - 1 + m22 + k22r22 mn + knrn ^
 - 1 ^
 m2' + k2ir2i -l + mu + knru '
 4 Š )

 Ç = '-m22 +k22r22 -mu +mum22 +muk22r22 -knrn

 + kurnm22 + kuruk22r22 - JW12WJ21 ~mn^2'ri' ~^nrnm2'

 - knrnk2ļr2ļ.

 Otra condición importante en lo anterior y en lo que sigue es £ *■ 0.

 l(I-M-k®R) =

 /,(- ' + m22 + k22r22) | l2(m2 1 +^2ir2i) l'(mi2 +kt2ri2) ~ l2(-l + mu +kuruý
 [ 4 | 4 Ç ~ t )

 5
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 L , Ì
 y 1

 y°= Px
 v . M^-yiPi-yiPi)
 yi

 I P2 J

 (l-M-K@R)y =

 Y /,(-l + m22 +k22r22 ) | l2(m2i + k2ļr2ļ) Y ?>1(1-^^,-^^)1"
 l # | É A Pi J

 (lx{mn+kurn)
 +

 ^ V Š Š A P2 / y

 IG(I - M - K® Ř)~l y =

 f ijgj-i + /»22 + ^22*22) + ^iS?m2' + ^2ir2i )Y^, 1 _ ?1 0 - .Vi A - .y 2 Pi ) l £ + # A 1 _ Px J
 , r /ļgKa +^12^12) ^H + W|| + Vn)Y ļ ?2 (1 '
 U , í * A ļ a JJ
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 - K@ R) + IG{I -M -KSK)'1 y =

 'x ( /ļ(-l + /«22+^22) , *2 O*» +*21*») Y bx('-yxpx -y2p2)S' '
 I 4 , 4 A 1 Pi J
 ( lļ(mn + knrļ2) l2(-ì + mn + V„)Y | b2{'- ylpl- y2p2)'
 l £ A | P2 J
 , ? Ag(-1 + W22 +^22) , +^2ir2l)Y>,[ ļ Ml -y, Pi -^2^2)1 ' l ? , # A ļ A J
 , ( hs(mn +kņfl2) /2g(-l + Wn + V„)Y ?2fl "M ->^2)1
 U , # £ A P2 J J

 p=(pi p2)>

 p(mt+k)=
 (pi (™nh +ku) + p2 (m21r, + &21 ) A K2r2 +kn) + p2 (m22r2 + k22 ))

 /r = (/, r, /2r2),

 p(mt+k)+it =
 (pi(/w„r, +*11) + p2(m21r1 +*„) + /,»■, +AI2) + />2(m22r2 + *22) + /2r2),
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 Á(MT+K)+Ll'l-M-K®R)~[y=

 ' (flfaf, HiKftK7! +k7i)+hTiï-i+nh2+kifn) i {f'("h2h +KÒ+Pi{mnh +kiò+lih)
 4 4

 ( y.^ZMiSliEÚ) ' I ' Pi J
 iPi(miìT] +K')+Pi("hč' +k2i)+liTitni+Kfn) (A ("hih +Ki)+Pi{"hih +y+*,r,X-l+*.+*iir„)

 4 f

 i 2 A J

 La tasa de ganancia es entonces una función racional de los precios
 (omitimos la expresión particular por ocupar tres páginas) las constantes

 a y dependen de las otras variables exógenas del modelo:

 ¡r _ - r pz (p1 n n - auP> +onP<P2 +a22P¡ <P ¡r _ - r pz (p1 n ,p2 n ) - ~t j j j 2 2 2 Ì
 WiPi j +°nPi j +ol2P¡ j Pi +a12p,p2 2 +allPl 2 + a11p1 2 + ai2plp1+a22pl +a22p2)
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 ((/ + lt((ļ>I - G)XI - M - K ® R- (¡)IMT + at)-1 ) =

 _ ft +Ari(f -g)X~1 + m22 + k22r22 +<t>m22T2 + ^22 )

 (/2 + 12t2($ ~g)Ym2{ + k2Xr2X + $m2XTx + <fk2x)
 5

 77

 + (A +/l^lfr-g)X^12 +^12^12 +fimi2T2+fikn)
 V

 _ fe +/2r2(^-g)X~1 + ^liri1 +#*11 + mu + #wnr, )

 T¡ - -<ļ>kļ2^2l + 1 - W1 1 - "^22 - k'2r'7m2' + ^1 1^1 'm22 ~ (f>m22ī2 + ^ ^1 1^22

 + W11#22 +mnk22r22 "Vil ~k22r22 "Ml^l + #il™22 "#11 "#22

 + /WUm22 + *ã Iri 1^22^22 +k'iru0m22T2 + kUrU0k22 + <ßm'lTlk22r22 ^^^^22^2

 + <fi2mļ{T{k22 + <j>kuk22r22 +<ļ>2knm22r2 +mu<ļ>m22T2 +<ļ>muT{m22 -mx2m2x

 ~k'2rnk2'r2' ~ k'2r'2<f>m2'T' ~k'2r'2^k2' ~ <fim'2T 2k2ir2' ~~ mvJ im2'T '

 - <ļ) fH'2^2k2l ~$k'2k2'r2' k'2™2'^' k'2k2' ~™'2k2 f 2' ~™'2$k2'

 -mx$m2xxx -<j)mnT2m2v

 Por supuesto que se debe de tener 77 * 0.
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 La dependencia de los precios respecto de <ļ> es:

 pQ¡)=
 '"('i +'iri(ř-ř)X-l + M2í + knrn + ^n22r2 + $k22)

 (I - m¡¡ -nt22 ~^12r]2'n2l 1*^*22 m II ^22 ^22 ~ k''r'' ~k2iri2 +"II|'W22 + ^llř*ll^22'*22

 -knrl2k2ír2l -ml2k2]r2l + $2kuk22 + mtl$k22 +$knm22 -mn$k2i -fm22T2 -$2ki2k2 , -$muT¡

 -<ßknmn -fk22 -$kn +knr„$k22 + knrn$m22T2 +$mnTtk22r22 +$1mnT,m22T2 + $1m,íTlk22

 + $knk22r22 +$ kum22T2 +mn<j>m22T2 +<ļ>mnīxm21 ~k]2ru^m2lT¡ ~knrn<fikn ~^fH'2^¡k2¡r21

 - ¡fi ml2T2m2iTļ -¡f ml2t2k2 , - $ki2k2ir2ļ -īfi Ā:ļ2/w2,r, - /nļ2^/n2ļr, - (ř/w12r2/M21),

 (/, +/,r,(^-g)X'",2 + *,2^2 +#«12*2 +^12)

 (l-mM -m22 -knrnmn +kurumn +mtlk22r22 -k„ru -k22r22 +mnm22 +kurnk22r22 -mnmn

 ~knrnkiSix -«i2*2ir2i +$2knk22 +»>„$k22 +$kum22 -mnfkn -$m22T2 -pknk2, -?m„Tt

 -$kl2m2l -$k22 -$ku +knru$k12 +knrn$m12T2 +$muT,k22r22 + ý2mur,m22r2 + f1mnī]k22

 + $knk22r22 +$1kum22T1 +mu$m12T2 +$m„T,mu - ki2r¡2$m2lTt -kt2rl2$k2¡ -fmnT2k2ir2i

 -$2m]2T2m2lTi -<fi2mnr2k2i -$knk2ir2i -ml2$m2lT, -ým12r2m21)-(/2 +l2r20-g)/

 'P>) = P°F(P1,P2) = KPi)

 Los precios en función se determinan como:
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 ( ( Y Y i ^ I i ( 'K1 I I 1 i Kim22T2 Klk22 i I
 h+l'Ti' I i 'K1

 _l

 *8

 ( ( ^V i ' 7 / ( ^*7 I í i ^*7^21^*1 ^*7 i 21 ?2+^2 7 / - "»2I+V21 i + +- - 21 -
 . I K JA *6 *6 J
 "* 3

 *8

 ^ z' "'
 1 i K1 I K7m'2T2 Kl'íl2
 h+hh 1 i -L~S K1 'mn+knrn+ I

 JA

 *8
 / / 'V I '
 t 1 i K 7 , , *^7*11 I /2 t + /2 1 7 á> , 1 + ^11 + ^ll'll , "I I

 _ V

 . *8

 =ro*i(A'P2)ļ
 [<T2(P{,P2)J

 , b2^-yiPi-y2P2)
 K' - y 2 + »

 P2

 K2='-m22 -k22r22 -mn + mnm22 + mnk22r22 - knrn + kurum22

 + kurnk22r22 -mnm2X -mnk2lr2i -ki2rnm2ļ -knri2k2ļr2l,

 **3 = P'imn*2+kn)+ P2{m22*2 +k22)+l2r2,

 K* = pM''*' + ku)+ p2(m2ļT{ +A:21)+/,ti,
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 „ _ -yiPi)
 5 _ 3*^1 '

 P'

 „ KÁ-l + m22+k22r22) , K3(m2i + k2lr2l)'^
 6 5

 K2 K2 )
 i f Ki{mn +k'2r'2) ^(-l + ro,, + Vu)'„
 + 'M'
 ' k2 K2 )

 K _ ļ _ A (~1 + W22 + k 22^22 ) ļ ^2 (^21 + ^2ir21 ) 7 _ ļ _ l *2 ļ K2 J 5
 _ A 0*12 + ^12^12 ) _ ^2 ( ^ mil + VlOV
 , K2 _ * 2 J 1

 +f_ /ļg(-l + m22 +?22r22) + /2gKi +^2,r21)V l *2 + *2 ) 5
 , f hg(.mn + kuri2) ^SH + ^n + Vn)'.
 T ÄTj ,

 *2 *2 )
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 *8 = 1 - wi, ~m22 +«n m22 -mt2m2i + knruk22r22 - kl2rl2k2tr2] - ^

 ». f r i- r m + I *-7*12*2l K^ltl^ 12 2121 r 'C12ri2'"2l r m + I 2
 *6 *6 *"6 ^6

 _ ^Mi'k _ Kiki2m2^ + Kjm'2^2iT2 _ KļMnVJi _ Kiknklňl
 *6 Kl *"« *■« *6

 _ KTm^2'r2'^2 _ļ_ Kl^''^22r22 + K 2 + *^7 "'l 1 ť7^1l'W22^2
 ^6 ť6 *6 *6 «"è

 ^im''m22^'^2 Kim''k22r 22 ^1 _j_ ^7^11^22^11 _j_ ""7 m''k22^' _ f 7^ 1_1 *"l
 *6 *6 *6 f« *6

 *r7^ll'"ll'M22r2 LU.'....«.*. -LJl_a Klk''k22 _7. KlkUm2 J2. ,_2J. 1 KlK'm22 7 11_.22 1 ,
 + LU.'....«.*. + -LJl_a _ _7. J2. ,_2J. 1 + .. 7 „ 11_.22 + OT * 1 r + ktirum22 ,

 6 *6 ^6 *6

 K1m22T2 K1mi2k2i , K1kl2ri2m2lTl
 Änru 22 22

 *6 *■« *6
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