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CAOS EN UN MODELO DINAMICO DE DOS SECTORES"

JoSE RAMON GUZMAN™

INTRODUCCION

Es importante el comportamiento caético en los modelos que gobiernan
sistemas econdmicos. Esencialmente la importancia radica en que la es-
timacion econométrica o estadistica de datos iniciales en cualquier varia-
ble siempre tiene pequefios errores. Asi, al “echar a andar” un sistema
dindmico modelo no lineal cadtico que gobierne un fenémeno econémi-
co no es posible predecir el comportamiento de las variables en el largo
plazo, pues errores pequefios en las condiciones iniciales dan errores
grandes en la evolucion temporal de las variables.

Manuscrito recibido en abril de 1998, versién final, noviembre de 1998.
* El autor agradece a: J. Ibarra por sugerir el problema de investigaci6n; por dedicar tiempo y
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producto dindmico para la economia mexicana, para evaluar diversos escenarios de politica
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46 JOSE RAMON GUZMAN

En las siguientes secciones del trabajo investigaremos modelos de in-
sumo producto no lineales; la principal conclusion es que el comporta-
miento cadtico se puede presentar en este tipo de modelos.

Es tipico encontrar sistemas dindmicos cadticos de tiempo discreto en
varias disciplinas cientificas. Véanse por ejemplo: Flaschel, P. y Franke,
R. Semmler, W. (1995); Gabisch, G. y Walter, H. (1982); Terman, D.
(1991); Guzman, J.

UN MODELO SIMPLE

El objetivo de esta seccion es explicar R. y Carrillo, H. (1994)y Percival,
I. y Vivaldi, F. 1987). un modelo simple y que sirva para entender la
siguiente seccion.

Empezaremos por un ejemplo simplificado. El modelo en investiga-
cidn es un esquema de insumo—producto de 2 sectores cuyas variables
enddgenas son los precios, cantidades y tasa promedio de ganancia. Los
sectores en consideracion son los que producen maquinaria y bienes de
consumo, respectivamente; sector 1 y sector 2.

Los modelos sectoriales desde sus inicios han sido importantes. En el
nivel estético y lineal han tenido aplicabilidad en la planificacion.

Es obvio que en nuestros dias y en el planeta (no sé6lo a nivel nacio-
nal), todos tenemos relaciones econdémicas con todos; relaciones directas
o indirectas. Ademas, estas relaciones estan en constante movimiento.

Los modelos de insumo producto dindmico nos proveen con algo de
informacion cuando tratamos con compras y ventas en el tiempo y entre
varios sectores. .

Las cantidades se determinan a partir de las condiciones tedricas:
oferta = demanda de insumos corrientes + consumo de asalariados +
consumo de no asalariados; en simbolos:

X=MX+C*+C™;

X my, m,

donde X =( J es un vector de produccion, M =(

X, my my
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matriz de insumo producto C“ = ( J es el vector de consumo de asala-

c

na

0
riadosy C™ = ( } es el vector de consumo de no asalariados.

El primer supuesto es el de que los asalariados no ahorran; esto es
gasto de asalariados = ingreso

p,C'=Y

Obsérvese que la condicién de que los asalariados no ahorran es muy
significativa en el sentido de que tienen prohibido tanto el endeuda-
miento como el ahorro, como se quiera ver. En realidad es muy comin
que la gente o las naciones pidan dinero o ahorren. También, es cierto
que generalmente un asalariado gasta todo lo que gana.

El ingreso se normaliza a Y = /. De esta forma p, = —la— es el precio
c

al que vende la produccién el sector 2. La dindmica importante esta en el
precio p, del sector 1 pues el precio p, permitira ver el comportamiento
del precio p,.

El segundo supuesto es el de que precios = costos en crecimiento, es
decir:

P =(p'M+YL)f1+4)
=(p'M+L)i+9)

La variable ¢ es la tasa promedio de ganancia.
De la anterior relacion se puede inferir:

pPU-M)=¢(p'M+L)+L,
p =¢(p'M+LYI-M)"+L'(I-M)".
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Sea R=(/-M)"' también se tiene:

p=dpM+LR+LR

Si ahora se consideran las siguientes relaciones que se infieren de que
los asalariados no ahorran, se tiene:

0
,C* =(p1’pz)(c J=1

=¢(p'M + L')RC* + ' RC* =1

De esta manera se puede despejar la tasa promedio de ganancia ¢ :

4= 1-L'RC*
(p M+L’)RC"°

El tercer supuesto se refiere a que se puede estimar un mecanismo ite-
rativo que gobierna la formacion de precios; es decir la tasa promedio de

ganancia ¢ es una funcién del vector de precios p = (p,, p,).8(p,, p, %

por otra parte los precios dependen de la tasa promedio de ganancia ¢
en la forma que ya vimos:

(pl’p2)= ¢((p,,p2)M+L’)R+L’R.

Entonces:

t Ca
(Pl’l’z) ( I-LR )Rca((PnpzM"'Ll)R"'I’

(PP M+ L

El precio de célculo no trivial es p, = x.
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Definiendo:
a= ("nmn +ry,my, Xl _ca(llrn +1,r, ))’
1
B =(211"n +20,r, +'c—' ("11’”21 +7,my, )](l_ca(llrn +1,ry, )),

V= ca(rIZmll +ryym, )»

) =(r|2m21 +rymy, +hn, +12r22),

el célculo del precio p, = x queda definido por la relacion:

{l+1)= 2 0 = Fle(k)

Para la existencia del punto fijo se debe resolver la ecuacion cuadrati-
ca:

w+(@+sx+p=0

La condicion para que esta ecuacion tenga un punto fijo real y positivo
es que los parametros y,y f satisfagan la desigualdad:

yp <0.

De acuerdo a como estan definidos los parametros, esta condicion im-
plica a su vez:

l_ca(IIrIZ +12r22)< 0,

pues y es positivo. Con lo cual se debe tener que a < 0.
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Si pedimos que existan dos puntos fijos positivos se debe tener ade-
mas que a <+6 .

En este caso los puntos fijos estables estan dados por las férmulas

 _—(a+o)t(a+o) -4
-
2y

Por otra parte, los puntos fijos positivos x, que resultan de resolver la
. ” . . ox +
ecuacion cuadratica son estables si la funcion F(x) = "? , es tal que
+

LF'(xi)J=[é‘g :fgzjd

Evaluando esta desigualdad de la derivada en los valores de los puntos

fijos x,, se obtiene la siguiente relaciéon que debe satisfacer los parame-
tros para que los puntos fijos sean estables:

4(ad - Br) 1

Favosfaror—am)]

Si la condicién anterior se satisface para alguna eleccion de los para-
metros a,f,y,8 existe una cuenca de atraccién para cada punto fijo
estable.

A titulo de ejemplo dinamico consideremos una funcién f pa-
recida a F que tenga dos soluciones positivas y que gobernaria la forma-
cion del precio x en la forma iterativa x(k +1) = f(x(k)).
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Definamos:

x(k)—a
x(k))=——,
Fe) =" 5=
a es un parametro fijo pero arbitrario.
Los puntos fijos de este sistema dinamico estan dados por:

.7Ci =1i\/l—a.

Estos puntos fijos son reales y positivos si a € (0,1).
La condicién suficiente de estabilidad de los puntos fijos x, es
|f'(x,)] <1 y no se satisface pues |f'(x,)=1; pero estos puntos fijos

son estables ya que cualquier otro punto x >0 es una 6rbita periddica de
periodo 2 del sistema dindmico; es decir para iteraciones pares de

f:f"(x)=x, para x#1. Para iteraciones impares, la soluciéon de

£ (x) son los puntos x, . Por consiguiente, los puntos x, son puntos

fijos estables con cuencas de atraccién (0,1) y (1,0), respectivamente.
Este es un caso de biestabilidad en el sistema que gobierna la formacion
de precios. El sistema tiene sensibilidad respecto de condiciones iniciales
cerca del punto x =1, donde no esta definida la funcién f . En este caso

el sistema es cadtico en una vecindad de {1} y sin incluir el 1.

El caso en el que a ¢ (0,1) también es simple; pues aunque el sistema
no tiene puntos fijos reales, consta de una infinidad de 6rbitas periddicas
de periodo 2.

Hay sistemas dindmicos en los que existe una infinidad de cuencas de
atraccion para cada punto fijo estable. Las cuencas de atraccion de un
punto fijo estable son un conjunto abierto. La frontera de las cuencas de
atraccion de uno y otro punto fijo estable son drbitas de periodo mayor
que uno. Sobre este conjunto de 6rbitas periddicas el sistema dindmico
que gobernaria el calculo de precios es sensible respecto de condiciones
iniciales; sobre este conjunto, resulta un sistema caético. La dinamica de
este tipo de sistemas no ha sido bien entendida y se conocen resultados
parciales, véanse, por ejemplo, los intentos numéricos por entender la
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biestabilidad en Guzman J. R., y Carrillo, H. y Ongay, F.(1994)y Bula-
jich, R.(1993).

Este ejemplo es simple porque el consumo de asalariados C“ es un
vector constante.
En resumen, el paradigma que se presentd es un caso parecido del mo-
delo cuya teoria se propone en Ibarra, J. (1995) y que en seguida pre-
sentamos. En la siguiente secciéon veremos el caso no constante del
vector C“.

EL MODELO DE JOSE IBARRA

En el modelo de José Ibarra los costos de capital no se calculan a la ma-
nera tradicional; las demandas de capital tampoco. En todos los costos y
demandas se supone un efecto de tipo multiplicativo en los periodos de
produccion, tasas de crecimiento y de ganancia y coeficientes de reposi-
cién de capital. Por ende esta teoria es propositiva.

El cdlculo de precios

Empezaremos por el subsistema de precios.
De nuevo supondremos que los asalariados no ahorran. Esto es, supone-

mos que C? y Y =1 son el vector de consumo y salario de asalariados
normalizado a 1. Entonces se tiene la relacion:

p'C=Y=1. (P

El vector C“ se realiza como el sistema lineal de gasto propuesto por
R. Stone, en 1954. Estas ecuaciones se eligen en vista de su simplicidad.
Asimismo, han sido usadas para estimar demandas de varios paises,
véanse: Taylor, L. (1986) y Powell, L1. C. and Williams, R. (1977). Esta
ecuacion aparece inicialmente para estimar sistemas de demanda de bie-
nes en funcion de precios e ingreso. Esta relacién dice simplemente que
el gasto de asalariados se reparte en el gasto que hacen en el consumo
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minimo y en el consumo excedente que depende de las propensiones a
consumir y del ingreso disponible.

Asi el vector de gasto de asalariados C“ se definira.

Definamos también los siguientes vectores y matrices:

b
p= ,
P
a
¢
a |-
C - i
a
Cn
*
G
L . 7 .
C =|: |, consumo minimo
*
cn
a
by
e |-
b - H
ba

es el vector de propension a consumir y debe satisfacer la relacion de
que:

bl +...+b, =1

Entonces la ecuacién es: gasto de asalariados = gasto minimo + gasto
excedente. La ecuacioén (P)c se traduce en la siguiente relacion:

pC® = pc" +b°(Y + p'c’).
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En las coordenadas que se definen en cada variable y despejando C“
de la relacién anterior se tiene el siguiente vector:

n
a *
b\ Y “chpk
c, + k=l

P,

b; Y"ZC;PI:
C=|c, + kel \
b,

b:(Y—zc;pk)
k=1

D, )

*

Obsérvese que este vector de demanda definido en los precios es no
lineal es decir:

(pl""’pn)—)ca(pl"“’pn)’

es no lineal.

Por otra parte, la condicion de formacioén de precios sera: precios =
costos.

De esta forma las ecuaciones estan dadas por las siguientes relacio-
nes:

P' = costos = costos corrientes + costos de capital.

Se define p' =(p,,...,p,) .

Explicaremos los términos de costos corrientes y costos de capital.
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Costos Corrientes

Los costos p'M y YL representan, respectivamente:
p'M costos de los insumos corrientes:

n
Zpimij=costo en el sector j.

i=1
M=(m,), 0<m, <],

m;; representa las unidades fisicas del bien i necesario para producir una
unidad del bien ;.

YL =L costos del trabajo:
Pues el salario estd normalizado a 1.

L'=(@,..1).

I; representa las horas-hombre necesarias para producir una unidad en el
sector i.

Costos de capital

p' (K ® R) costos de la reposicion de capital:
k.r.

M

representa la proporcion de las méaquinas viejas que son sustituidas en el
sector j y que provienen del sector i.
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n
2. ikt
i=l

es lo que cuesta esta reposicion en el sector j. El término de reposicion
tiene implicito un tipo de depreciacién de la maquinaria.

K =(k,), 0<k, <w.

K representa una matriz de stocks y k; representa las unidades fisicas
del bien de capital i necesaria para producir una unidad en el sector ;.

R=(r,)  o0sr <l

r, es la proporcion de las méaquinas que se repondran en el sector j y

if
que provienen del sector i.

p'MTG costos de los insumos en un crecimiento proyectado por medio
de G ; G es una matriz de tasas de crecimiento hacia adelante:

&
g,

g, es la proporcién a la que desea crecer el sector i en un periodo de-
terminado.
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7, representa el nimero de afios necesarios para producir una unidad en

el sector i, T se define como la matriz de periodos de produccioén.

n
f,-gjzpfma- ’
i=1

es lo que cuesta producir en el sector j cuando se tarda 7; afios en pro-
ducirse una unidad en el sector j y cuando el sector j desea crecer a

una tasa g .. Cuando aumenta la tasa g. y el tiempo 7. aumentan los
g, gy p J)

costos por estas influencias. Se supone en este caso y en los subsecuentes
un efecto en los costos de tipo multiplicativo.

p'KG costos del capital en el crecimiento.

gjzl:pikija

son los costos del capital fijo que tiene el sector j cuando se proyecta
crecer a una tasa g;. A medida que aumenta la tasa g; aumentan los
costos del capital y viceversa.

p'MTp costo de insumos al mantener una sobreganancia en insumos
corrientes.

Si se define una matriz de desviaciones de tasas respecto de ¢ ;
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1
¢m

En condiciones de competencia perfecta cada ¢ (f) =1. ;Por qué?

En referencia a la matriz G anterior se define la matriz de tasas de
sobreganancia P, que depende de la tasa promedio de ganancia de la

economia ¢ de la matriz de tasas de crecimiento G .

p=94,-G.

En estas condiciones los componentes de la matriz ¢4, miden qué

tanto se desvia en cada sector la tasa promedio de ganancia ¢ . Si no hay
desviaciones en ningln sector se tiene la relacién que aqui se entiende

como de competencia perfecta: @, (¢) = matriz identidad.

En otras condiciones los coeficientes de la matriz §, miden la pre-

sencia de monopolios en el sector respectivo i. Queda implicito el hecho
de que en la economia que se modela en este trabajo hay ausencia de
monopolios, monopsonios y de cualquier otro mecanismo de control del
mercado.

71(‘Z " —gj)ZPimij =-'l',-($—g,- )Zp,-m,», g
i=1 i=]
representan los costos del sector j que produce en la medida de tiempo
7, y cuando tomando en consideracion la tasa global de ganancia de la

economia ¢ , y cuando se desea crecer a la tasa g ;e

p'Kp costo del capital al mantener una sobreganancia:

#-2)% pk,.
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son los costos de la inversion en capital en el sector j al sobreganar en
la proporcién ¢ — g .

LTp costos que produce la inversién en trabajo en toda la economia:

l,7; es el costo que tiene el sector i al producir una unidad en 7; afios.
En toda la economia y con la condicién de sobreganancia el costo sera:

@ -2,

i=1

Para simplificar la escritura de la condicion precios = costos se define
la operacién de matrices siguiente. Sea A =(a;), B=(b;) matrices de n
x n definimos

40B=(a,5,)

El modelo que gobierna la formacion de precios es:
p'=p' M+K®R)+4p'C4, +L +LT($4, -G). (P)

En la ecuacién anterior se ha definido:
C=MI"+K

Si la ecuacion (P)c se usa para ser sustituida en la ecuaciéon (P) se

tiene una relacion para la tasa promedio de ganancia ¢ y esta dada por la
siguiente formula (®) :
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1-A,C°B° + ' GHC® B°
(p'c+ LT, HCp°

= (@)

En la ecuacion @ se han definido:
H=(I-M-K®R)",
A, =LH,

A'm son los llamados valores estaticos de Marx que se interpretan como:
“los requisitos directos e indirectos de trabajo, por unidad de demandas
finales de bienes de consumo y de inversion, sin considerar el trabajo

necesario para la reposicion y crecimiento de los bienes de inversién”."
El cdlculo de cantidades
El subsistema de cantidades se define por la relacion de balance

oferta = demanda = demanda corriente + demanda de capital;
El vector de oferta total esta dado por:

X
x
2
x=|.
xn
Demanda corriente
La demanda ordinaria est4 dada por:
MX demanda de insumos corrientes:
n
m.x,

i
J=1

' J. Ibarra, 1995.
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Es la cantidad de insumos corrientes que demanda el sector i-ésimo.

Demanda excedente

Demanda de asalariados y no asalariados

La demanda excedente se forma considerando la demanda de asala-
riados C*, la de no asalariados C" y la de capital.

La demanda de asalariados se modela igual que como en el paradigma
de precios. El vector C* se define por medio de las ecuaciones lineales de
gasto de R. Stone.

La demanda de no asalariados C" se considera un vector constante.

Demanda de capital

(K & R)X demanda de reposicion de bienes de capital fijo:

n
D Kyt
=

Es la cantidad que demanda el sector i para su reposicion de capital.
M T G X demanda de aumentos de insumos ante crecimiento:

n
Zmijtigixi’

j=l

es la cantidad que demanda el sector i cuando proyecta crecer a una tasa
g y cuando tiene un periodo de produccion de ;. La demanda también
se ve influida por las proyecciones de crecimiento. Los efectos multipli-
cadores de #;g; aumentan la demanda. Cuanto mas se desea crecer o
cuanto mas se tarda en producir aumenta la demanda de insumos co-
rrientes.

K G X demanda de bienes de capital fijo ante crecimiento.
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Zkijgixi
=

es la demanda de bienes de capital fijo cuando cada sector proyecta cre-
ceraunatasag;

El modelo que se propone para determinar el vector de cantidades es
entonces:

X=MX+C'+C"™,

MX+(KORX+KGX+

MTGX+C*+C™. (OD)

Definiendo:

A=M+K®R+KG+MTG.

El modelo (OD) se resuelve, obteniéndose para cantidades la relacion:
X=(-A)"+C).

La matriz (I- A ) es en este caso una matriz de Leontieff generalizada.

SOLUCION DEL MODELO

El modelo a resolver es el siguiente sistema de ecuaciones,(P), (®),
(OD):
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PP =pPM+K®R+¢pCén
+L'+L'T(@Fn-G ), (P

1-A,C°B* + L' GHC* B°
é= (p'C+LT )3, HCB*

(@)

X = -4y (Cc*+C™). (OD)

El tercer supuesto es que existe un mecanismo de ajuste de precios
(una especie de tatonnementt) en el que las ecuaciones (P),(®), se re-
suelven.

Dicho de otra manera la idea es tomar un precio inicial en la relaciéon
(®) y calcular una tasa inicial @ o y sustituir esta en (P) para obtener
otro valor en los precios. Este proceso se repite hasta converger a una
tasa @ « y a un sistema de precios P+, O hasta observar caos, en cuyo
caso no se puede determinar ni una tasa de equilibrio ni un conjunto de
precios de equilibrio.

El método no lineal de calculo de precios que aqui se propone mostra-
ra dinamicas complicadas caracterizadas por la hipersensibilidad res-
pecto de perturbaciones en las condiciones iniciales.

Dada la no linealidad en el proceso iterativo de célculo en el que estan
interactuando los precios y la tasa promedio de ganancia se pueden en-
contrar dindmicas cadticas (para generalidades sobre el tema, véanse
Arrowsmith, D. K. y Place, C. P. (1991) y Ford, J. (1986).

La relacion de precios se puede escribir:

p=(L+LT@EPn-G )i-M-kK®R-FCF, ).

La forma algebraica de las ecuaciones de precios y tasa de ganancia es
(véase apéndice):
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al +alg +alg* +---+a’ "

n-17

P b G rbg it tb g

AL 1 £+3 LSty
J _ i=1 Pi .

n
n+ a,p,

L k=1

Ahora, aplicar el método iterativo a las ecuaciones (P), (®) es equi-
valente a aplicar el método a las ecuaciones (AL).

Sustituyendo salvo cambios de constantes la ecuacion (P )en la ecua-
cién (P) en la forma simplificada de las ecuaciones (4L) se tienen las
siguientes relaciones (véase apéndice):

3 wvy.v, PoPoy - Po,
01920,
p 01502540, V1Y) ,...,v,,e{l,...,n} Pv, pvz e pv"
1~ ’
],IV'VZWV" p0'| po’z o '&,
0,0,0,
01,0220 V1 V2 Vn€{l,..n} PVI PVZ oo pyn

1=12,...,n

El método iterativo aplicado al sistema de ecuaciones (® P) queda de-
finido por la iteracion k.

Z lvy,..v, po’. (k)paz (k) "pa,, (k)
01,0520 V1 V1 s Vn €1l 192%n pv| (k)pv2 (k) ..D, (k)
pilk+1)= . . X2
Alvlvz...v,, pd. (k)paz (k) "pa,, ( )
01505 sT V1 VeV €Sl } 120 le (k)pv2 (k) vee an (k)

1=12,...,m;keN.

Esta ecuacion simplificada es de la forma
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PL.(k+1) = F(PLK),..., (P{K),

1=12..,n

Escrita asi, esta ecuacion es un sistema dindmico de tiempos discretos
clasico. Dada la complejidad de las constantes y la no linealidad (véase
apéndice) no queda més que estudiar el sistema dindmico (SD ® P) nu-
- méricamente.

Si en el sistema dindmico (SD® P) existe un equilibrio estable p-.
Las cantidades de equilibrio se determinan como:

X=A)" C*py)+C™).

Se ha hecho C’(p+) = C*, pues el vector de consumo de Stone depen-
de de los precios. Si el sistema dindmico (SD® P) tiene sensibilidad
respecto de condiciones iniciales, las cantidades también varian errati-
camente.

ESPECIFICACIONES A DOS SECTORES

Los siguientes datos y célculos son las especificaciones del modelo con-
siderando 2 sectores de la economia y definidos en algin instante, diga-
mos ¢ = 0. Omitiremos la dependencia con respecto a este tiempo en to-
dos los parametros, entendiéndose que todo se refiere a este periodo de
analisis; por ejemplo en lugar de escribir M(O)o k;,(O) escribiremos sen-
cillamente My k;,, respectivamente.

m, m
1 12
M= ( ),
my My
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Entonces el vector de precios P se puede interpretar como una funcion

R—2» R? de la tasa promedio de ganancia ¢ .

Ademas, también se puede calcular la tasa promedio de ganancia ¢
en funcion de los precios p;,p2. Denotaremos a esta dependencia por me-
dio de la letra F.

Véase apéndice para las formulas exactas de P (¢ ) y de F (p1,p2).

Dado que se pueden definir P y F como funciones:

R—L5R —E,R

El sistema dindmico que simula el comportamiento de los precios es:

(pl (k +l)) _ (a. (p, (k))) (o F)(”' (k)]
p, (k+]) o, (Pz (k)) P, (k)

La sucesion dependiente del sistema dindmico que simula el compor-
tamiento de la tasa promedio de ganancia ¢ es:

¢ (ky=(F o P)(k).
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EJEMPLO CAOTICO

Solo consideraremos los sectores de la economia: el sector 1, de bienes
durables y el sector 2 de bienes de consumo necesario.

Determinaremos un ejemplo cadtico de 2 sectores al variar la deman-
da de asalariados.

]
W =N =
(SRS R

o

Il
/>
(=
O -
N
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I=(l 11),
3

4
2
G| 100 =(8 0}
41\ g
100

0+034120:157)

y(t)a - _pz i
0.15+0.66 QMZ-)

P,

La variacién en la tasa promedio de ganancia es:

5(0)= F(pl (k)}

p, (k)
Donde:
(i) (e i)

La funcién F(p,,p,) se puede interpretar como un filtro por donde

pasa el sistema dinamico en los precios y ¢ la variable como la variable
de salida. La funcién F es de la forma:
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1
F(Pl’l’z)=

bp +b,p, +p ’

donde las constantes b; y b, dependen de las otras constantes en la for-
mula para la funcién F.

Las siguientes graficas muestran la relacion (k, F(p, (k), p,(k))), para
k =1,..50 (graficas 1 y 2).
Comparando las dos figuras obsérvese como un variacién insignifi-
cante en la condicién inicial (de (1.1,1) (grafica 1) a (1,1) (gréfica 2)

produce cambios drasticos en las gréficas, y conduce a la indetermina-
cion de la tasa promedio de ganancia.

Grifica 1

<
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Grifica 2

1

AV

Cambiando la funcion de demanda a:

0
y(,a)= 015 4 (L+0.15p2)
p,

Manteniendo todas las otras condiciones constantes se tiene el si-
guiente comportamiento periddico (atractor periédico de periodo 4) de la
tasa promedio de ganancia. Aunque para fines practicos no hay unicidad
(punto fijo estable) de la tasa promedio de ganancia y el sistema dinami-
co también seria cadtico. (graficas 3 y 4). En cambio, dinAmicamente este
comportamiento periddico es una regularidad.
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Grafica 3

Obsérvese la fluctuacion regular en la tasa promedio de ganancia.

Obsérvese la fluctuacion regular en la tasa promedio de ganancia.

71
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CONCLUSIONES

El ejemplo presentado muestra que el proceso iterativo (sistema dinami-
co de tiempos discretos) que se usa para determinar los precios puede
producit un comportamiento de hipersensibilidad respecto de perturba-
ciones en las condiciones iniciales; principal elemento en los conceptos
actuales de comportamiento cadtico.

Las siguientes preguntas surgen naturalmente al hacer el estudio ante-
rior.

(Qué significa este tipo de comportamiento en un sistema dinamico
que gobierna el célculo de la formacion de precios?

(Es sorprendente este comportamiento?

No lo es en un método de calculo no lineal. Dicha conducta cadtica en
modelos gobernados por sistemas dindmicos no lineales es tipica.

La dificultad de manipular analiticamente los sistemas dinamicos no
lineales modelados con iteraciones o con ecuaciones diferenciales y los
experimentos numéricos que se han hecho muestran la complejidad de la
dindmica econémica no lineal.

El consenso generalizado entre los cientificos sociales y naturales es
que la fenomenologia que se investiga tiene incluidas matematicas no
lineales. Esta es la principal complicacion. Dilucidar la no linealidad y
encontrar orden en el caos que proviene de los sistemas dindmicos no
lineales que modelan procesos econdmicos es uno de los grandes pro-
blemas que tienen que resolver los economistas matematicos del siglo
XXI.

APENDICE
Generalidades de sistemas dindmicos de tiempos discretos

Los sistemas dinamicos no lineales de tiempos discretos son de la forma:
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x,(k+1) S0, (k),....x, (k)
x,(k+1) _ S (x(k),....x, (k)

: : ’ [0]
x,(k+1) S, (e (k). x, (k)
k=1,2,3,...
donde
fiR" > R,
x:N — R.

La dinamica de este tipo de sistemas dindmicos, aun en el caso lineal
(es decir, con funciones lineales), no ha sido completamente entendida y
solo se conocen resultados parciales al respecto. De manera general estos
sistemas se han estudiado numéricamente.

El problema principal en la teoria de sistemas dinamicos es: dado un
sistema dinamico clasificar dinamicas: los atractores o repulsores perio-
dicos y atractores caéticos.

En el caso de que exista una sola variable de estado, es decir n=1 en el
sistema [0], no se tiene una clasificaciéon completa de las posibles diné-
micas, por lo que también en el estudio del caso de una sola variable, en
general, se procede a aplicar métodos numéricos. Estos dependen de la
aritmética interna de la maquina, por lo que también el estudio numérico
conlleva a problemas que aun no se han resuelto. De modo que al estu-
diar numéricamente un sistema dindmico como el sistema [0] sélo se
puede tener una imagen aproximada de las dindmicas.

Veamos los principales elementos que intervienen al enfrentar un sis-
tema dinamico como el sistema [0].
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Sea

X, Si(x5..05x,)
X | | fiGxseensx,)

uk

xn f;ll(xl""’xn)

Definicion. La 6rbita hacia adelante del sistema dindmico [0] que em-

X
. X, .
piezaen x =|. " | es el conjunto
xn
X X Xy X
X X X
+ 2 2 2 2 n 2
O'(x)= 4 P Y I OO s I
xﬂ x’l xn xﬂ

Dado un sistema dindmico de tiempos discretos el problema funda-
mental es investigar el comportamiento de O(x) para cualquier x.

Definicion. El vector (x;,...x,) es un punto periédico de periodo » del
sistema [0] si y s6lo si n es el minimo entero positivo tal que:
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X, X,
f ol | %
xn x"

f" significa la composicion n-ésima de la funcion f'.

El conjunto
Xy X X
Per(n,f) = :xz f" :xz = :xz
xn xn xn

es el conjunto de puntos peridédicos de periodo n.

Dadoun x =|. e Per(n, f) el conjunto:

X, x, X, X,

ciclo(x) = ciclo| n, f, :xz = .S

X X X X

n n n
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es la orbita periddica asociada. Si el nimero de elementos de ciclo (x) es
r entonces se dice que hay un r - ciclo.

Definicion. Un subconjunto 4 — R” es un atractor del sistema dina-
mico [0] si se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Existe un subconjuntoU  R", tal que A f* U)=4;

>0

b) Para cualquier abierto ' > 4 existe una ¢, > 0tal que para toda

t>t,f'(U)cV

¢) El conjunto 4 es invariante: f(4)= 4.

La cuenca de atraccion asociada al atractor 4 es el conjunto:

{xeR" lzmlnflf(x) =0 } yof"(U).

t—mt

Por ejemplo si para algun x, B = ciclo(x), a B se le llama atractor pe-

riédico.
2 : 10 n
|le X, ... x,,) = ’ in es la norma euclidiana en R".
i=1,...,n

Si la funcién f es diferenciable en todo R", un punto periédico de pe-
riodo n,(x)...,x,), es estable (es un atractor periddico)si, y solo si para

cualquier (y,,...,», )€ ciclo (x) el jacobiano Df"(y,,...,y,) tiene todos
sus valores propios con médulo menor que uno.

Si la funcién f es diferenciable en todo R”, un punto periddico de pe-
riodo es inestable (repulsor periédico) si y sélo para cualquier

(»,,...,y,)e ciclo (x) el jacobiano Df"(y,,...,y,) tiene por lo menos
un valor propio con médulo mayor que uno.
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Se desconoce un criterio general para determinar la existencia de otro
tipo de atractores.

Mas detalles sobre lo anterior se pueden ver en Guckenheimer, J. y
Holmes, P. (1983).

Definicién. Un atractor es extrafio si toda orbita O*(x) con x € 4, es
sensible respecto de condiciones iniciales, es decir

3y eAA3E> 01, >0 tal que Vi> 1|/ (x)- £ )|> 6.

Definicion. El sistema dindmico [0] es cadtico si posee un tractor ex-
trafio o si aunque 4 no sea atractor extrafio, sobre 4 existe sensibilidad
respecto de condiciones iniciales.

Por lo regular, los atractores extrafios son objetos fractales; conjuntos
a los que se les puede asociar una dimension topologica (dimension de
Haussdorff) no entera. Por ejemplo los conjuntos de Cantor o el tridngulo
de Sierpinsky pertenecen a la categoria de los fractales.

Forma algebraica de la ecuacion de precios y tasa promedio de ganan-
cia

El objetivo de los siguientes parrafos es simplificar las relaciones para
las ecuaciones de precios y tasa promedio de ganancia.

Con las notaciones anteriores, el término ¢ C@ , se transforma en:

$Ch, =d((m; YT+(k, Nd,,

esto es, si definimos:

r si i=j,
T, = oL
y 1 si i#].
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é si i=j
¢i] — m ] 2
" 1 si i#].
Es decir que:

s

6Co, =4 (myr;+k,)d,,

y tenemos parai =1,...,n:

q, =L+ 1-iligi¢ri:¢7'

Si definimos:

D U, ... U, q,
pn unl unn qn
donde:
-1t
Uy U, o
: =(I- M-K®R-§cC4,) .
U, ... U,
Entonces

=G~k =Gl ey +)

79
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donde 6 j es ladelta de Kronecker:

{1 si i=j
5,.j=
0 en otro caso

Definamos ahora las siguientes variables:

;i; =6;,j —-my; — k.r.

yy
:ui;' = ¢;:J:(Tymy + kij)’
v, =1,
¢i‘ = 1"iligi¢r:1'

entonces:

U; = ;y + #,15,
q,=v;, +9,0.
De esta forma:

p®)) (& +wmd . Gtmad) (v +od

D, () 4"‘1'*':“;15 é:n+/.‘r:n¢_ v,'.+¢;5

Si definimos la matriz:

(6 + 1) =(+ md)
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se tiene:

* . Terd

D . v+

. 'Yl .

= (47 + Hyf )

* L el

Dy v, + 0,0

Salvo cambios de constantes:

Al calcular ( ¢ ) )", se obtiene:

ijr2 n-1

chrclg+clg?+.. +cr,

-1
L+ U =
(4" 'u"{vr) by +b@ +b,4> +...+b,8"

Entonces nuevamente, para i =1,...,n, se tiene que:

_ ay+adf+adi+..+a”
P by+b@ +...+b g  +...+bg"

De esta manera la relacion @ , para p, es:

81
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_ay+alg+ay’+.. . +a,g”

P, +b¢7+b2¢72 v +bd"

) 5"‘2 Zakpk
¢7 i= l i k=1
77+Zakpk

k=1

\

para i=12,....n

4)

Ahora, si en el conjunto de relaciones (4) se sustituye el valor para ¢
; las relaciones (4) quedan todas en funcién del sistema de precios

(pl,...pn).

El sistema de ecuaciones a resolver es el siguiente:

IVIVZ WV, pdlpoz * po’
0,0,0,
p = 01,0712 Yy Vg e Vn €l pv, pvz “'pv"
[ s
lvyv,...v, Eg’.pd; "'pa',,
01020,
01,03 e V13V eV €{L o0} pyl pvz (RN pvn
[=12,...,n

©)

Las cantidades en cada periodo quedan definidas (salvo cambios de

constantes) por:
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alv,v,...v,, po'lpo'z - Ps

01020,

¥, = 01,0354 V1 V2 5oV €{L,en} pyl PVZ .. -PV”
[ s
Z lvy,..v, pa'lpd'z "'pa,,
ﬂa,az...a,, -
01,07,0.40,,V],Va ,...,v,,e{],...,n} Pvl P,,z (R pvn
[=12,...,n
: Ivyv,y..v, vy,..v, . sz
Los coeficientes y, ", Apow. " estan en funcién de todos los

otros parametros del modelo.

El simbolo ¢;,0,,...,0,,V;,%,...,V, e{l,...,n} significa que:

n

Por ejemplo, si se tiene , f, y € {i,j,k } yseeligea a=i,f =k, el

coeficiente correspondiente en la sumatoria Z &py Serd &, sino
a,B.y e{i,j,k}
se elige ningun valor para r se deja un espacio en blanco.
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Cdlculos en el modelo de dos sectores

kyn, k12r12)
b

kyry  kyph,

K@R=(

my +kyn, my + k12r12)
b
My +kyty My, + kg

=(’nllrl mIZrZ]
myt, m,t,)’

m, T, + k) mn’z""‘n)
myt +ky  my,T, +ky,)’

M+K@R=(

MT+K=(

I-M-K®R-¢IMT +K =

(l—m” kyn - ¢(mn1'1+k1|) —my, — kh, — ¢(”’1272+k12))

—my —kyr, — ¢(”’2172+k21) 1= my, — kyyryy — @ (M7, + k)
(I-M-K®R-gIMT +K) =

__ 1=my, —kyry —P(myTy +kyy)  my +kyn, +@(my,7, +kyy)

C Cc
my, +kyry +@(my7, +ky) ¢ myT +kyr +my + gk, 17
c c
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¢ = kytiykyhy, + k1 @My Ty + k1 Bk + Gy T, Kty
+@°my Ty T, + 7 my Tk, + Gk, kpry, + B2k my T,

+ 1y, P, T, + Py, Ty, — kpr kot — ko, dmy T,

~ koo @k — My, Tk 1y, — @2 myTymy, T — §2myy Tk
~ Pk kyry, = B2k T, —myy gy, 7, - gmy, Tmy,

+ @k, =y Bk, — kiyriomy, +my ko, —mykyry,

— @’ kiyky, — Phymy, — Py, T, + kyyrymy, — Py T,

— Py, — P, +mymy, —miymy, +my Pk, + Gy, +1
—my —my, —kyhy —kphy

Una condicién importante para la existencia de la inversa de la matriz

I-M-K®R-¢IMT +K esque c#0

1=(1, 1),
o (5 3

1+17(1-G) =, +1,5(F -8) L +L5,(F-g)),
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I-M-K®R-MIG-KG =

(l“mn —kyry—myrig—kyg —my, —kyn, -m,7,8-k,g )
—my —kyry —myt,g —kyg 1-my —kyry, —my,7,8—kyg

M+K®R+MTG+KG =

(m” +hyn +myTig+k g my +kon, +myr,g+ klZg]
9
My +kyry +my 8 +ky g my, +kyr, +my,t,g+k),g

(I-M-K®R)'=
: —1l+my +kyry, my, +ky,n,
¢ ¢
my, + ky 1y, 3 =1+my, +kyn, |’
¢ 4

§=1=my, +kyry, —my, +mymy, +m kyry, -k,
+kyramy, +knkyryy —myymy —mykyry = kor,m,,

—kiahiako ry-
Otra condicion importante en lo anterior y en lo que sigue es & # 0.

IU-M-k®R)=
(_ ll(_l +my +k22r22)+l_2(m“ +k2‘rz‘) Li(my, +kiyry) _ L(-1+m, +knrn)J

5 ¢ g ¢
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v+ b(1-y,p,-y,p,)

a_ D

v, + b,(1-y,p, - y,p,)
P,

=
|

(I-M-K®R)y=

87

(_ L(=1+my +kyury) + I (my, +k21r21))(y _ b(1-yp _J’2P2))
1

¢ 4 b

+(ll(m12 +kppn,) __lz("l"‘mu +knrn))(y2 + b,(1-y\p, —¥,p,)

¢ g p,

IGI-M-K®R)'y=

i

(_ Lig(=1+my, +kyry,) + l,g(my, +k2|r21)J(y _b(-yp ‘J’zpz)J
1

g g b

+(llg(m|2 +kpna) _ Lg(-1+m, +k“r“))( b,(1-y,p, = y,P,)
Y+

g 4 P2

i
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1-I-M-K®R)+IGI-M-K®R)'y=
1_(_ Li(=1+my +kyry) + I,(m,, +k2Ir21)}[yl _b(-yp _J’2P2))

'3 4 p
_ Ii(my, + kyny) _ L(-1+m, +kyn,) b,(1-y,p, - ¥,P;)
Yy,
'3 4 p;
_ Lg(-1+my, +kyry) + l,g(m,, +k21r21)Iy + b(1-yp, "Y2Pz))
1
g S Py
Lg(my, +ky,n,)  Lg(-1+my, +k1|r1|))[y + b,(1-y.p, ‘JQP:))
3 .
\ ¢ ¢ p;

p=(p, P2

p(MT +K)=
(Pl (my 7, + k) + py(my 7y +kyy) Di(my,Ty + k) + py(my7, +k22)) ’

lr:(llrl 1272))

p(MT +K)+IT =

(Pl (my 7, + k) + py(my 7, +ky) ) +i7 Pi(my,T; + k) + py(my,t, +h5) + 121'2),
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AMT+K)+ LT[ -M-K®R)'y=

(Ba(m,7 + k) + Py 7, + ey )+ Y1+, + hogry) + (Brmy7y + k) + Py (7, +h) +1,7,)
s s
(y. +bi(1“y|l; -yzpz)J
(2117, + ki) + Py 7, + k) + 7 )i + i) __(_Pl(”'nfz +hig)+ Py (M7, + ko) + N 14m, + k)
s s
(}’z Lol-yn _}’zpz))
123

La tasa de ganancia es entonces una funcién racional de los precios
(omitimos la expresion particular por ocupar tres paginas) las constantes

a,; dependen de las otras variables ex6genas del modelo:

#=F(p.p,)= a,p; +a,p P, +ayp;
(aupl3 +a,p; + @, P Py +a, PP} + Ay Pl +ay D) +a,py Py +aypy + azzpz)
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((l+lf($I—G))(1—M—K@R-JlMT+K)")' =

’_ (ll +17, (J_ g))(—-l+_m2_2+ kpry +@my,t, +¢_k22)\
n
+ (12 +12T2(¢_—g))(m21 +kyry +omy 1, +Jk21)’
n
ﬁ + (11 +17, (5 - g))(mlz__"' kipn, +@my,t, + k)
_ (lz +1272(¢r_g))(_14+7211"|1 + @k, +my, +dm 1))
n )

1 =—gki,my, +1=my, —my, —ky,r,my, +ky 1 my, —gmy,T, +$2k11k22
+myBky, +mykyry, —kyn, —kyry, —émy, 7, + gk, my, — Bk, — gk,

+mymy, +ky 1 Kyory, + Ky ném,, T, +k||"11$k22‘+¢mnflkzzrzz +@’myrimy,t,
+@7my 1 ky, + Ok, kyyry, +¢ 7k my,t, +my, gm,, T, +Pmy,7,my, —my,my,
—kiphokary =kt @my T, = kyor, @k, —dmy, .k, r, _52’"1272’”2171
“sznfzku — ki k1, _azknmzlrl _azkIZkZI —myyky 1y, —my Bk,

—my,pm,, T, — Pmy,T,m,,.

Por supuesto que se debe de tener 7 # 0.
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La dependencia de los precios respecto de ¢ es:

r6)-

_(Il +1.f|(¢-g))(-1+mu +hyry +@myT, +6ku) )

(=my —myy =k rymy, +kyrymy +mykoyry =k —kyry +mymy +kyyrykyyry —mymy,
—kppraka s = moky ry + 8k ko, + my Gk, + Gk my, —myy Gk, - Pmy, T, -8k ks —Bmy 1,
—Bkiymy, - By, — Bk, + Ky r Bk, + k1 M, T, + Gmy Tk, + 8 my Timy T, 4G my Tk,
+ @k, kot + @k Moy T, my BTy + Gy Timy, — Ky ra@my T — ko1 Bk, — Gmy, Tk

2 2 2
=@ muT myt, — @ m, Tk~ Bhko s, 8k my T —mygmy T~ GmyTumy)),

(1| +llrl($-g)xmlz +kyn, +9m,T, +Jk|z)

A=myy =myy —kyyrymyy + kg rymy, +my ko, —kyny —kyry, +mymy, +kynykyry —mymy,

=k rokyry —myuko,ry, + @7k kg, +my Gk, + @k, my, —my, Bk, —PmoyT, -8k, ky —m, 7,
= @kyymy, — ks, — Gk, + k1 Bk, + Ky Gy T, + Gy T oy, + B myTmy, T, + G my Tk,
+ @k ks Fyy + @k My T, +my Gmoy T, + Gy T My, —kyyr,@my Ty — ko, Bk, — Pmy Tk r,

~@myT my T~ m, Tk, - Fkkyry, - @ kyymyt, —my,fmy, T, —gm, T my) - (1, +1,7,(F - 8)

P

P,

=PoF(p,,p,)=

Los precios en funcién se determinan como:
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K K,m,,T, K-k
L+l —L-g||-1+my +k,ry, + 1224 12
K¢ K¢ K

Ky

K K.m, 1T, K.k
12+Izrz(x—7—gJ (m2,+k2,r2,+ Tt T Z‘J

6 K K

b

LY

K K.m,T, K-,k
ll+llrl(’_cl_g) (m12+k12r12+ e ]2)

6 K K

Ky

L+Le| =g || =1+my, +k,r LM Kok
2 2%2 P 11 111

6 K K

Ky

=(°’1(P|’P2))
o,(p1>p,y) i

K,=)y

K, =

Ky =

K, =

+ b,(1-y,p, - y,p,)
p;

2

1=my, —kyryy —my +mymy, + my kyyry, — k1 +kyyryymy,
+kyrakytyy —myymy —mypkyr, —kpr,my, = knakyry,
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