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INGENIERÍA MECÁNICA 

TECNOLOGÍA Y DESARROLLO

Resumen
Los requerimientos actuales de productividad industrial exigen que la inspección en línea sea más común en los procesos pro-
ductivos, lo cual implica altos retos tecnológicos y de innovación para asegurar una medición rápida y precisa. La detección 
oportuna de defectos ahorra tiempo, energía y materiales en productos defectuosos, también evita el reprocesamiento y favorece 
el conocimiento del proceso. La integración de nuevas tecnologías, diseños eficaces y métodos de cálculo adecuados, permite 
la creación de sistemas de inspección en línea robustos, rápidos y precisos. En este trabajo se presenta la aplicación de técnicas 
numéricas y análisis geométrico en el diseño de un dispositivo para medición en línea de concentricidad en un componente indus-
trial; el método de inspección está basado en la medición del perfil geométrico de la pieza por medio de un sensor electrónico sin 
contacto, con los datos obtenidos se calcula el centro geométrico con un algoritmo de cálculo basado en la resolución de sistemas 
de ecuaciones lineales.

Abstract

Present requirements of productivity in the industry demand a more common on-line inspection in productive processes, which 
imply high technological and innovation challenges to assure fast and accurate measurement methods. Opportune detection 
of defects saves time, energy and materials in defective products; also avoid reworks and encourage a better knowledge of the 
process. The effective integration of new measurement technologies, designs and suitable methods of calculation, allows the 
creation of robust, fast and accurate on-line inspection systems. In this work, the implementation of numerical techniques and 
geometrical analysis in the design of a device for the concentricity measurement of an industrial component, is presented; the 
inspection method is based on the indirect measurement of the geometric profile of the piece with a non-contact electronic sensor, 
collected data are used to calculate the center of the geometric place through an algorithm based on the resolution of a system of 
linear equations.
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Nomenclatura

A : Matriz A
C : Matriz de coeficientes
x : Vector de incógnitas 
b : Vector de coeficientes
f(x) = 0 : Sistema homogéneo de ‘n’ ecuaciones no lineales 
con ‘n’ incógnitas
x, y : Coordenadas en el sistema cartesiano
x’, y’ : Coordenadas en el sistema orientado por un ángulo f 
con respecto al sistema x-y
f : Ángulo entre los ejes x y x’ 
h, k : Coordenadas del centro de un círculo o elipse
r : Radio de un círculo
a, b :  Semieje mayor y semieje menor de una elipse

Introducción

La concentricidad es la condición donde dos puntos media-
nos de todos los elementos diametralmente opuestos de una 
figura o revolución (o elementos correspondientemente lo-
calizados de dos o más características radialmente dispues-
tas) son congruentes con el eje (o punto central) de un dato 

característico [1]. Esta condición es deseable en la indus-
tria por múltiples razones: uniformidad de espesores, cam-
pos eléctricos o magnéticos en piezas eje-simétricas, entre  
otras. Aunque la condición  de concentricidad sea deseable 
y especificada por diseño, las desviaciones del proceso de 
manufactura representarán una desviación en la localiza-
ción de los centros de la pieza en cuestión. La medición de 
la concentricidad en piezas coaxiales es un tema de la me-
trología dimensional, y existen varios métodos en función 
del tipo de pieza a medir. Un método convencional es colo-
car la pieza sobre puntas concéntricas o bloques V, y medir 
con un indicador de carátula la diferencia radial entre dos 
superficies circulares, internas o externas, que pueden tener 
diferentes diámetros [2, 3]. En función de la aplicación y 
precisión deseada, también es posible realizar mediciones 
de la concentridad sin contacto, por ejemplo con el uso de 
sensores ultrasónicos, inductivos, reflectivos, visión o láser, 
entre otros, con técnicas de triangulación de señales [4 – 8]. 
La redondez se ha sido estudiada por diversos autores, pues 
muchas aplicaciones requieren de este parámetro. Por ejem-
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plo en [9] se utilizan imágenes digitales y  geometría discre-
ta (índice de Wadell ś ) para calcular el forma automática la 
redondez de partículas pluviales. En [10], se usa geometría 
computacional para calcular la circularidad de una frontera 
o límite digital. En [11], se presenta una investigación expe-
rimental relacionada con un algoritmo de montaje y el barri-
do de una sonda por tres círculos diferentes, para mejorar la 
precisión de la medición de la redondez de una máquina de 
medición por coordenadas.

En este artículo se presenta un método para determinar la 
concentricidad de una pieza eje-simétrica durante su pro-
ceso de manufactura. El proceso de manufactura consiste 
en fijar una bobina al interior de una carcasa metálica, que 
forman parte de una pieza automotriz. La condición de con-
centricidad es importante para garantizar un desempeño 
óptimo del producto final, ya que una condición de excesiva 
excentricidad resultaría en ruido eléctrico, mayor consumo 
de energía eléctrica y un posible rozamiento mecánico. El 
dispositivo de medición de concentricidad que se describe 
en este trabajo forma parte de una línea de producción in-
dustrial, por lo que la precisión y rapidez de la medición 
es una de las contribuciones más sobresalientes de este 
desarrollo tecnológico. La detección oportuna de defectos 
permite ahorrar tiempo, energía y materiales en productos 
defectuosos, con un impacto positivo en la productividad 
del proceso. 

El método de inspección se basa en la medición indirecta 
del perfil geométrico de la pieza por medio de un sensor 
electrónico sin contacto, los datos obtenidos son utilizados 
para calcular el centro del lugar geométrico a través de un 
algoritmo de cálculo basado en la resolución de sistemas 
de ecuaciones simultáneas. Primero se probó un algoritmo 
basado en la obtención del centro de un círculo por medio 
de las coordenadas de tres puntos localizados en la circun-
ferencia; las coordenadas del centro y el radio del círculo 
se obtienen mediante un sistema de ecuaciones lineales de 
tres ecuaciones con tres incógnitas. Para reducir el error por 
defectos de forma de la pieza, se utilizaron ternas de datos 
a partir de las mediciones obtenidas. El segundo algoritmo 
se basó en la resolución de un sistema de ecuaciones no li-
neales, que se obtuvo a partir de la ecuación canónica de 
una elipse en el plano euclidiano, utilizando el método de 
Newton-Raphson [12]. 

Métodos para calcular la concentridad:
Métodos Analíticos

En esta sección se presentan algunos métodos analíticos 
simples los cuales son  utilizados para determinar las co-
ordenadas del centro de una figura geométrica, asumiendo 
que el perfil es lo más cercano a un círculo, pero con cierta 
distorsión geométrica que lo asemeja más a una elipse. El 
objetivo es evaluar la precisión y rapidez de convergencia de 
los métodos aplicados para su implantación en un proceso 
industrial en línea.

Cálculo de la concentricidad de una pieza cuasi circular

Para calcular la concentricidad de una pieza cuasi circular, 
es necesario determinar su centro con respecto a un centro 
de referencia. 

a) Método de tres puntos para el cálculo del radio y 
coordenadas del centro

Este método consiste en utilizar la forma canónica de la cir-
cunferencia para calcular el centro geométrico de la pieza. 
Si son conocidas las coordenadas de tres puntos sobre la 
circunferencia, entonces [13]:

x h y k r ii i−( ) + −( ) = =2 2 2 1 2 3, ,        
(1)

Aquí, (h, k) representan las coordenadas del centro de la cir-
cunferencia y el r el radio. La expresión (1) es equivalente a:

2 2 1 2 32 2 2x h y k z x y ii i i i+ + = + = , ,        (2)

donde z 2=r 2-(h 2+k 2).

Al resolver el sistema de ecuaciones (2) y tomando en cuenta 
tres puntos conocidos (xi, yi), i = 1, 2, 3; las coordenadas 
del centro y el radio  del círculo se obtienen mediante las 
siguientes expresiones:

h
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x y
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En la Figura 1a se muestra el método de los tres puntos para 
calcular el radio r de un círculo, así como localizar las coor-
denadas del centro (h, k) con respecto al origen (0, 0). Una 
limitante del método de los tres puntos es la consideración 
de que la figura es un círculo perfecto, pero el perfil real de 
la pieza se asemeja más a una elipse, incluso pudiera tener 
una forma lobular, como se muestra en la Figura 1b.

Figura 1: a) Círculo de radio r y centro en (h, k);
b) Perfil lobular o elíptico de la pieza
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B) Aproximación del centro de una elipse con el mé-
todo de tres puntos

Considérese ahora que la forma geométrica de la pieza es un 
perfil elíptico descrito en el plano XY. Dicho perfil puede 
representarse por la ecuación canónica de la elipse, esto es 
[13]:

x h
a

y k
b

−( )
+

−( )
=

2

2

2

2 1
          

(4)

donde las coordenadas del centro de la elipse están dadas 
por el punto (h, k), mientras que a y b son los valores de los 
semiejes en x y y, respectivamente. 

Para reducir el error de forma de la elipse, se obtiene un 
número finito de puntos uniformemente distribuidos sobre 
el perfil elíptico (xi, yi), i = 1, 2, …, 3n. Posteriormente se ob-
tienen n valores de h, k y r para cada tres puntos distribuidos 
uniformemente {(xi, yi), (xi+n, yi+n), (xi+2n, yi+2n),}, i = 1, 2, …n; 
como se muestra en la Figura 2a. 

Figura 2: a) Discretización de perfil elíptico; b) Caso general de elipse

A continuación se presenta un ejemplo del cálculo de las 
coordenadas del centro de un perfil elíptico, usando las ex-
presiones (3) y la ecuación de la elipse con el propósito de 
hacer un comparativo. Sean tres puntos localizados en la 
circunferencia de un círculo de radio r y centro en (h, k), 
P1(1178.95,1077.4), P2(-1028.95, 579.5) y P3(851.65, -636.73). 
Aplicando las ecuaciones (3), se obtienen los resultados si-
guientes:

h = 175.99,         k = 380.59      y     r = 1221.25.

Ahora, supóngase que el círculo encontrado se distorsiona 
en ambos ejes para formar una elipse mediante las siguien-
tes relaciones:

a = 1.05 r  y  b = 0.95 r

Derivado de la ecuación (4), dado un valor conocido de x, el 
valor de y está dado por la siguiente ecuación:

y k b
a
a x h= ± − −( )( )2 2

1
2

          
(5)

Sea ahora n = 12. Se construye  un conjunto de puntos (xi, 
yi), i = 1, 2, …, 36 de la manera siguiente:
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Cuarto cuadrante:
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Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 1, en la 
cual se observa que el centro se obtiene con gran precisión, 
mientras que el radio presenta una variación del 5% con res-
pecto al radio del círculo de referencia. 

Tabla 1. Aproximación del centro y radio característico de una elipse

n h k r

1 175.9953 330.0588 1149.662

2 132.3753 335.9878 1152.057

3 92.72527 353.3386 1158.953

4 62.59335 380.5938 1168.913

5 92.72527 407.849 1158.953

6 132.3753 425.1998 1152.057

7 175.9953 431.1288 1149.662

8 219.6154 425.1998 1152.057

9 259.2654 407.849 1158.953

10 289.3973 380.5938 1168.913

11 259.2654 353.3386 1158.953

12 219.6154 335.9878 1152.057

Promedio 175.9953 380.5938 1156.766

Error 0 0 5%

En el apéndice A se muestra otro ejemplo que muestra el 
cálculo del perfil geométrico de la pieza realizado con la 
ecuación de una circunferencia y una elipse.

MÉTODO PARA CALCULAR LA CONCENTRIDAD: 
MÉTODO NÚMERICO

En esta sección se describe el proceso para calcular la con-
centricidad de la pieza usando un sistema de ecuaciones no 
lineales relacionada con una elipse. La ecuación general de 
segundo grado que describe una elipse es la siguiente [13]:

Ax By Cxy Dx Ey F2 2 0+ + + + + =        (6)

La presencia del término xy significa que los semiejes de 
la elipse están rotados con respecto a los ejes cartesianos. 
En forma general, se trata de una ecuación no lineal con 6 
incógnitas e intentar resolverla por un método analítico con-
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duce a construir un sistema de 6 ecuaciones a partir de datos 
conocidos de x e y. La particularidad del sistema resultante 
es que se trata de un sistema no lineal homogéneo, el cual se 
puede expresar de la siguiente forma:
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x y x y x y
x y x y x y
x y x y x y
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(7)

En forma simplificada el sistema descrito por la expresión 
(7) es equivalente a:

[C] {x} = 0

donde [C] es la matriz de coordenadas y {x} es el vector de 
coeficientes incógnita. El Jacobiano de C es la misma matriz 
C, por lo tanto no es factible encontrar una solución distinta 
de cero a partir de este planteamiento. 

Replanteando, una elipse cuyos semiejes están rotados con 
respecto a los ejes cartesianos por un ángulo f, se puede 
expresar de la siguiente forma [13]:

x h
a

y k
b

' '−( )
+

−( )
=

2

2

2

2 1
         

(8)

donde:
x x y
y x y
'
'
= +
= − +
cos

cos
φ φ
φ φ

sen
sen           

(9)

Al utilizar las expresiones (9) en la ecuación (8) se llega al 
resultado siguiente:

fx b x y xy xh yh

a x

= + + − −( )
+

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2cos sen sen cos cos senφ φ φ φ φ φ

sen22 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

0

φ φ φ φ φ φ+ − − −( )
− + + =

y xy yk xk

a b b h a k

cos cos cossen sen

 
          (10)

Aquí, x = {h, k, a2, b2, senf, cosf}T. La ecuación (10) es 
generadora del sistema de ecuaciones no lineales fi (x)=0,              
i= 1,2, …, 6, las cuales se deben satisfacer por seis pares de 
coordenadas (xi, yi) localizados sobre el perfil elíptico. En el 
apéndice B se muestra el jacobiano de f obtenido de las ex-
presiones (10) y un ejemplo usando el método del Newton-
Raphson [14].

Arreglo Experimental

El componente industrial está compuesto de una carcasa 
metálica con un orificio central sobre el cual se encuentra 
alojado un rodamiento, así como una masa anular que es co-
locada y fijada al interior de la carcasa en varias operaciones 
automáticas, tal como se muestra en la Figura 3a (NOTA: 
debido a los convenios de confidencialidad que se tienen fir-

mados con la empresa, no se puede describir por completo el 
tipo de componente industrial). El propósito de la medición 
es verificar que la concentricidad de la masa con respecto 
al orificio del rodamiento, indicados en la Figura 3b, se en-
cuentra dentro de los parámetros permitidos para cumplir 
con las especificaciones de desempeño del producto final. 
La instrumentación y el equipo utilizado para la realización 
de las pruebas experimentales se muestran en la Figura 4, 
las especificaciones técnicas se describen en el Apéndice 
C, con el objetivo de proporcionar la información necesaria 
para replicar un experimento similar.

El muestreo de datos se toma mediante una revolución de 
la flecha; un algoritmo de lectura se encarga de tomar sólo 
36 valores que corresponden con el mismo número de seg-
mentos de la masa, apropiados para la medición; los valo-
res son procesados para construir una tabla de coordenadas 
rectangulares a partir de las coordenadas polares disponi-
ble. El cálculo de las coordenadas del centro se realiza por 
medio del algoritmo de tres puntos y el método de Newton 
– Raphson; ambos valores se despliegan en el monitor de 
la computadora y en función de su valor con respecto a la 
tolerancia permisible, la pieza es calificada como aceptada 
o rechazada.

Figura 3: Arreglo experimental. a) Dispositivo de inspección en línea;
b) Sección de pieza en estudio

Resultados

Se realizaron cálculos con valores teóricos asumiendo per-
files elípticos, con dos métodos: un método exacto para so-
lución de sistemas lineales (Ax=b) y un método numérico 
para solución de sistemas no lineales (Newton - Raphson). 
Ambos métodos han mostrado su confiabilidad para ser im-
plantados en el proceso industrial. La ventaja del método 
exacto es su sencillez de programación, pero requiere de 
una cantidad alta de puntos para reducir el error de forma. 
El método numérico, en cambio, requiere de sólo seis puntos 
para su implantación, aunque es un método que requiere de 
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un esfuerzo de cálculo mayor y se requiere de un conoci-
miento aproximado de la solución para inducir una conver-
gencia rápida, a partir de condiciones iniciales aproximadas 
a la solución.

Figura 4: Instrumentación del experimento.

El dispositivo para la medición de la concentricidad en línea 
actualmente se encuentra en etapa de pruebas en condicio-
nes controladas de producción. Con la integración del dis-
positivo de medición de la concentricidad en línea se espera 
aumentar de manera significativa la confiabilidad de la pro-
ducción, ya que cualquier desviación de las especificaciones 
de calidad se detectará en tiempo real. El algoritmo basado 
en  el método lineal de tres puntos de medición se validó 
con los resultados obtenidos en una máquina de medición de 
coordenadas marca Mitutoyo. En la Tabla 2 se muestran los 
resultados obtenidos en la máquina de medición de coorde-
nadas (MMC) y el dispositivo de medición en línea (DML), 
para cinco piezas.

Tabla 2.  Resultados de pruebas experimentales

No. MMC DML ERROR%

1 0.117 0.115 2

2 0.074 0.079 6

3 0.093 0.092 1

4 0.013 0.015 13

5 0.035 0.038 8

CONCLUSIONES

La medición de la concentricidad de un componente indus-
trial en línea, basada en un método exacto para solución de 
sistemas lineales, derivado de un algoritmo combinado de 
medición de tres puntos, resultó eficaz y eficiente. El pro-
cesamiento de las señales es rápido y la repetibilidad de las 
mediciones es aceptable, aunque el error en la medición es 
alto cuando la distorsión de las piezas es alta. Un trabajo 
futuro se centrará en la implementación de algoritmos de 
medición más eficaces y en el análisis de incertidumbre de 
la medición, para verificar la rapidez y confiabilidad del 
dispositivo de medición en línea [15]. En este proyecto se 
demostró que  la integración de nuevas tecnologías, diseños 

eficaces y métodos de cálculo adecuados, permite la crea-
ción de soluciones industriales robustas, rápidas y precisas. 
Actualmente el dispositivo se encuentra en su validación 
experimental en la línea de producción; los algoritmos de 
cálculo han sido probados con datos teóricos y experimenta-
les, con resultados satisfactorios; se prevé que el desempeño 
del equipo sea de gran utilidad en el proceso productivo ya 
que la detección oportuna de defectos evitará costos inne-
cesarios en piezas fuera de especificación. Finalmente, el 
trabajo aquí presentado, tiene ventajas en cuanto a la senci-
llez de los métodos matemáticos usados en relación con los 
métodos de análisis de redondez descritos en [9,10 y 11], y 
sobre todo en que no se requiere de hardware especializado 
y costoso para su implementación en procesos industriales 
en línea.
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APÉNDICE A

Ejemplo de una elipse con centro en (50, 25) y semiejes a 
= 375 y b = 325

Sea el caso general de una elipse con centro en (50, 25) y 
semiejes a = 375 y b = 325, los cuales presentan un ángulo 
f= 35° con respecto al eje X, como se muestra en la Figura 
2b. En la tabla A.1 se presentan 36 puntos alrededor del per-
fil elíptico, discretizados como se muestra en la Figura 2a; 
en la tabla A.2 se muestran los resultados obtenidos para 12 
triadas  a partir de los 36 puntos, y finalmente en la tabla A.3 
se presenta un resumen de los resultados obtenidos. Cada 
resultado de la tabla A.3 se obtuvo a partir de tres puntos de 
la tabla A.2 con el siguiente esquema:

Punto 1: 1 + i
Punto 2: 13 + i
Punto 3: 25 + i

donde i  = 0, 1, 2, … 12

Tabla A.1. Perfil de una elipse girada con respecto al eje X

n x y n x y n x y

1 357.2 240.1 13 -272.5 133.5 25 21.6 -316.7

2 305.4 293.9 14 -292.4 84.31 26 76.7 -309.8

3 245.9 337.3 15 -304.9 32.5 27 131.7 -294.7

4 175.7 358.8 16 -309.3 -21.1321 28 183.4 -272.9

5 105.9 367.2 17 -304.5 -75.4 29 233.9 -242.9

6 38.7 362.6 18 -289.8 -128.5 30 281.3 -205.1

7 -23.7 347.6 19 -265.1 -178.2 31 324.5 -158.9

8 -78.1 324.5 20 -230.9 -222.3 32 361.6 -104.3

9 -130.8 295.1 21 -188.7 -258.9 33 389.9 -41.6

10 -175.2 260.6 22 -140.5 -286.9 34 406.5 27.8

11 -214.5 222.8 23 -88.9 -305.7 35 407.9 101

12 -246.1 179.4 24 -33.7 -315.5 36 391.6 173.6

Tabla A.2: Aproximación del centro y radio característico de una elipse.

n h k r

1 68.07 34.80 354.59

2 57.93 42.45 352.79

3 46.79 46.95 352.04

4 33.21 41.12 348.14

5 24.04 31.50 345.51

6 20.69 19.20 343.85

7 23.96 7.41 343.49

8 33.07 -1.32 344.25

9 45.44 -3.37 346.61

10 58.14 0.57 349.39

11 67.11 10.75 352.51

12 71.36 22.63 354.08

45.82 21.06 348.94

Tabla A.3: Resumen de resultados

PARÁMETRO TEÓRICO CALCULADO ERROR, %

h 50 45.82 8

k 25 21.06 16

a 375 380.69 2

b 325 328.85 1

R 350 348.94 0

f 35 33.91 3

Para el caso general de la elipse se observa que el error au-
menta, por lo tanto es necesario usar un método más preci-
so. Una posible solución es detectar la orientación de los ejes 
de forma experimental y a partir de esto realizar las medi-
ciones del contorno de la pieza, tomando en consideración 
la rotación de ejes.
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APÉNDICE B

Jacobiano
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∂
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b x y hi
i i
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∂
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f
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Ejemplo 1: Cálculo de las coordenadas del centro de un perfil elíptico por el método de Newton-Raphson [11]. 

Retomando el caso general de una elipse con centro en (50, 25) y semiejes a = 375 y b = 325, con un ángulo de rotación f = 35° 
con respecto al eje X, se toman seis puntos del Tabla A.1 para los valores de xi y yi, i = 1, 2, …, 6. Para este caso, los puntos 
seleccionados fueron: n = 1, 3, 5, 7, 9 y 12.

Para construir la solución x* ≠  0, tal que f(x*) = 0, se toma la siguiente condición inicial:

x0 = {0,0,0,0,0,0}T.

La solución se encontrará por medio de un algoritmo recursivo y se determinará el número de iteraciones y precisión alcanzada 
para evaluar si el método no lineal es más confiable que el método lineal.

APÉNDICE C

El dispositivo para la medición de concentricidad del componente consiste en una estructura metálica fabricada en acero de me-
dio carbono, en la cual se encuentra montado un servomotor de 0.14 kW 5000 rpm 0.325 N-m con encoder absoluto multi-turn de 
17 bits 131,072 cuentas/revolución, modelo TLYA130PBJ62AA marca Allen Bradley, al cual se encuentra acoplado un reductor 
de velocidad tipo planetario de relación 50:1, modelo LP050-M02-50-111 marca WITTENSTEIN ALPHA. El servomotor hace 
girar una flecha sobre la cual se encuentra montado un transductor de posición de tipo inductivo.  Un mecanismo de elevación 
de accionamiento neumático sube el componente hasta una altura conveniente en la cual se realiza la medición. La flecha, a su 
vez, sirve de guía para el centrado del componente, ya que la punta se aloja en el orificio del rodamiento de la carcasa, de ma-
nera que el transductor de posición puede medir la distancia de la masa con respecto al centro de la carcasa; como se describe 
en la Figura 3b. El control de movimiento del servomotor y la lectura de datos del transductor se realizan por medio de una 
computadora industrial tipo Panel, Pantalla LCD TFT de 12.1”, Protección frontal NEMA 4/12 (IP65), resolución de 800 X 600, 
procesador Core 2 Duo  @ 2.4 Ghz, 2 MB de memoria cache modelo P1121-841 marca Axiomtek, y una tarjeta de adquisición 
de datos multifunción serie M, 16 entradas analógicas de voltaje, resolución 16 bits, velocidad de muestreo 250kS/s, rango de 
voltaje -10 V a 10 V, 24 entradas/salidas digitales modelo PCI-6220 marca National Instruments. 

INGENIERÍA MECÁNICA TECNOLOGÍA Y DESARROLLO    Vol. 5  No. 1  (2014)  247 - 253

Medición en línea de la concentricidad de un coMponente industrial usando técnicas nuMéricas y Modelado de geoMetrías


