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Resumen. En esta investigacion se formul la siguiente pregunta: ¢Qué aspectos
del razonamiento de los estudiantes sobre la variabilidad emergen mediante
su actividad en la resolucién de problemas ubicados en un contexto de riesgo?
Para responderla se disef6o un cuestionario basado en dos problemas de
comparacion de conjuntos de datos en contexto de riesgo, uno sobre un juego
hipotético y otro sobre tratamientos meédicos. Los problemas fueron respondidos
por 59 alumnos de bachillerato de 16 a 17 afnos de edad que aun no habian
tomado el curso de Estadistica y probabilidad. Con base en la taxonomia soLO
y en las respuestas de los participantes, se propuso una jerarquia para definir
los principales niveles de razonamiento presentes en las respuestas. Se muestra
que el desarrollo del razonamiento en sus niveles mas bajos solo considera
un valor de cada conjunto, y en sus niveles mas altos articula varios datos de
cada conjunto e integra consideraciones sobre la variabilidad, en particular, en
forma de riesgo. En el anadlisis de las respuestas se revela la importancia de
que los estudiantes consideren la media aritmética.
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Abstract. In this research, the following question was raised: What aspects of
students’ reasoning on the variability emerge through their activity in the reso-
lution of problems in a risk context? To answer it, @ questionnaire was designed
based on two problems about comparing groups in risk context, one about a
hypothetical game and another on medical treatments. The problems were
answered by 59 high school students (16 to 17 years old) who had not yet
taken a Statistics and probability course. Based on the solo taxonomy and in
the participant answers, a hierarchy was proposed to define the main reasoning
levels present in the answers. It is shown that the development of reasoning in
its lowest levels only considers one value of each group, and at their highest
levels articulates several data of each group and integrates considerations
about the variability, interpreted like risk. The analysis of the answers shows
the importance that students consider the arithmetic mean.

Keywords: Statistical variation; risk context: reasoning; high school students.

INTRODUCCION

La variabilidad es una realidad observable que esta presente en todas partes y
afecta todos los aspectos de la vida (Wild y Pfannkuch, 1999). Un objetivo central
de la estadistica es describir, medir y explicar la variabilidad no deterministica
en sus diversas manifestaciones, por ejemplo en los datos, las muestras o en las
distribuciones (Shaughnessy, 2007). Los términos variabilidad y variacién suelen
utilizarse como sinénimos, no obstante, conviene utilizar la palabra variacién
para referirse a la descripcion o medida de la entidad observable llamada varia-
bilidad (Reading y Shaughnessy, 2004).

Aunque la variabilidad es central para los estadisticos, no se suele comunicar
su importancia a los estudiantes, quienes aprenden las medidas de variacién
como férmulas para encontrar nimeros, sin que se construya su significado; por
ejemplo, para ellos no es clara la relacion de las medidas de variacion con los
demas conceptos basicos de la estadistica, a saber: graficas, medidas de tenden-
cia central, datos bivariados, probabilidad, etcétera. Ademas, no siempre es facil
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entender cémo las expresiones matematicas de las medidas de variacion,
sobre todo de la desviacién estandar, permiten medir la dispersion de un
conjunto de datos. Por su dificultad y la sobrevaloracion que se otorga a las
medidas de tendencia central, el estudio sobre la variabilidad ha estado durante
mucho tiempo practicamente ausente en la ensenanza de la probabilidad y Ia
estadistica (Shaughnessy, 1997).

En consecuencia, la investigacion didactica sobre la variabilidad es relativa-
mente reciente. En los anos 90 algunos autores como Green (1991) y Shaughnessy
(1997) hicieron un llamado, cada uno por su parte, sobre la necesidad de inves-
tigar como razonan los estudiantes en problemas donde la variabilidad estadistica
esta presente, y como pueden mejorar su razonamiento. Desde entonces se han
buscado contextos en los cuales plantear tareas que propicien, durante el proceso
de su solucion, el desarrollo de ideas relevantes sobre la variabilidad. Se ha encon-
trado que situaciones de muestreo repetido, de juegos de azar, de datos acerca
del clima y de mediciones repetidas de magnitudes fisicas permiten formular
problemas para motivar la reflexion de los alumnos sobre la variabilidad.

Un contexto que auin no se ha explorado suficientemente es el de riesgo; es
decir, de situaciones de incertidumbre en las que hay resultados que pueden
causar pérdidas o danos. No obstante, las pocas experiencias que se han reali-
zado utilizando problemas en este contexto sugieren que es apropiado para
comprometer a los estudiantes en su solucion (Kahneman y Tversky, 2000). (Qué
aspectos del razonamiento de los alumnos sobre la variabilidad emergen
mediante su actividad en la resolucion de problemas ubicados en un contexto
simple de riesgo? El objetivo del este estudio es explorar los niveles de razona-
miento que muestran los participantes en su respuestas a tareas en las que
intervienen la variabilidad y el riesgo.

ANTECEDENTES

El tema de la variabilidad estadistica en la investigacion didactica de los niveles
basicos es relativamente reciente. Durante la primera década de este siglo, una
serie de estudios fueron configurando un programa de investigacion acerca del
razonamiento de los alumnos de niveles basicos y preuniversitarios sobre la
variacion estadistica. Entre los rasgos de este programa cabe destacar el tipo de
tareas que se utilizan para explorar el razonamiento de los estudiantes y los
contextos en los que se inscriben.
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Varios estudios han explorado el razonamiento sobre la variabilidad en pro-
blemas de muestreo repetido con estudiantes tanto de primaria como de secun-
daria: Shaughnessy et al. (1999), Torok y Watson (2000), Kelly y Watson (2002)
han analizado el razonamiento con el Problema de los Dulces; se trata de pregun-
tas sobre la variabilidad del nimero de dulces rojos en una muestra de tamano
10 de una urna que contiene dulces de diferentes colores, con 50% de dulces
rojos. En sus respuestas a tales problemas los jovenes muestran ideas en dife-
rentes niveles sobre centro y dispersion. Watson, Kelly, Callingham y Shaugh-
nessy (2003) utilizaron datos de 746 estudiantes de grados 3,5, 7 y 9 para sugerir
un modelo de comprension de la variabilidad consistente en 4 niveles. Usaron
tareas en diferentes contextos para explorar el razonamiento de los estudiantes,
por ejemplo, predecir las frecuencias de ocurrencia de cada cara en 60 lanza-
mientos de un dado; predecir la frecuencia en la que se detienen 10 (o 50) giros
de una ruleta, y otras en contextos escolares. EIl modelo resultante describe
niveles de comprension de la variabilidad: 1. Prerrequisitos 2. Reconocimiento
parcial, 3. Aplicaciones, 4. Aspectos criticos.

El clima es otro contexto para propiciar la reflexion sobre la variabilidad. Torok
y Watson (2000) y Watson y Kelly (2005) utilizaron un problema basado en los
datos de varios anos de los promedios de temperatura maxima diaria. Se pedia
a los alumnos que explicaran el significado de “temperatura maxima diaria” y
que elaboraran graficas. Reading (2004) usé un problema en el que estudiantes
de 82 a 122 grados analizaron datos de lluvia y de temperatura para decidir en
qué semana del ano convenia llevar a cabo un evento social, con el objetivo de
minimizar la probabilidad de mal clima. Watson y Kelly (2004) implementaron
una tarea en contexto de azar basada en una ruleta con solo dos posibles
resultados y probabilidad ¥ para alumnos de grados 325272y 92 (8-15 afnos).
Petrosino, Lehrer, y Schauble (2003) propusieron actividades de registro de medi-
das repetidas de magnitudes fisicas (altura de un asta bandera, longitud de un
lapiz y la altura maxima que podia alcanzar un cohete a escala) con estudiantes
de 4° grado (9 y 10 anos). Los nifos elaboraron distribuciones de errores de
medida, juzgando la precision del proceso de medida mediante el analisis de la
variabilidad de la distribucion. Ben-Zvi (2004) observé a alumnos de 72 grado
frente a una tarea de comparacion de grupos y con apoyo de tecnologia (Excel);
un grupo consistia en las longitudes de apellidos hebreos y el otro la longitud
de apellidos norteamericanos.

En los estudios mencionados los sujetos participantes, en su mayoria, son
de nivel primaria y secundaria; ademas, los problemas no se refieren a calculos
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de ninguna medida de dispersion, sino al analisis de los datos para comprender
un fenémeno o tomar una decisién. Un rasgo notable de los estudios mencio-
nados es que, a pesar de que las tareas utilizadas se relacionan con la incerti-
dumbre y el azar, no emergen de los estudiantes razonamientos de probabilidad;
en los estudios de los autores mencionados, estos se enfocaron mas en el
analisis de datos que en el azar. Es probable que no buscaran que emergieran
ideas de probabilidad, por considerar que sus sujetos no tenian aun la madurez
suficiente para hacerlo. En problemas de toma de decisiones en contextos de
riesgo es evidente el papel de la probabilidad; de hecho, las situaciones para-
digmaticas de riesgo las incluyen explicitamente.

En efecto, en uno de los estudios de Kahneman y Tversky (1984), los investi-
gadores proponen a los participantes elegir entre las dos opciones siguientes:

A. Ganar $1000 con probabilidad de 85% o perder todo con probabilidad
de 15%
B. Ganar $800 con certeza, es decir, con probabilidad 1.

En la teoria clasica de la toma de decisiones se resuelven estas tareas mediante
el principio de maximizacion de la utilidad (Chernoff y Moses, 1959), consistente en
comparar la utilidad de cada opcién y elegir aquella que ofrezca mejores utili-
dades. Si la funcion utilidad se identifica con la ganancia esperada (como se
hace en muchas situaciones), entonces la opcién A deberia ser elegida porque
ofrece una ganancia de $850, mientras que la B de solo $800. Sin embargo, no
siempre es conveniente identificar la funcion utilidad con la ganancia, pues la
gente muchas veces racionalmente prefiere B, renunciado a obtener la maxima
ganancia (esperada), pero evitando el riesgo que implica optar por A; esta res-
puesta contraria a la norma es un rasgo psicolégico que se conoce como aver-
sion al riesgo. En la presente investigacion se buscaron problemas para relacionar
de manera mas evidente la variabilidad en los datos con la incertidumbre, y
encontramos en las situaciones de riesgo de los estudios de Kahneman y Tversky
una pista para formular problemas que permitieran hacer dicha conexion.

MARCO CONCEPTUAL

El marco conceptual expone brevemente los principales conceptos que permitan
entender el sentido de la investigacion. En primer lugar, se precisan algunos
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conceptos relacionados con el contenido estadistico en juego, en especial la
variacion, el riesgo y la probabilidad. En segundo lugar, se expone la idea de
razonamiento como el aspecto de la actividad cognitiva del alumno que interesa
estudiar. Finalmente, se mencionan algunos aspectos del modelo soL0 utilizado
para organizar los datos y construir una jerarquia de razonamiento.

CONTENIDO ESTADISTICO EN JUEGO

En esta investigacién se pone atencion al razonamiento que exhiben los
estudiantes frente a tareas que implican aspectos del concepto de variacion
o dispersion de un conjunto de datos. En particular, el estudio se relaciona
con dos medidas de variacion, el rango y la desviacion media. Dado un con-
junto de datos numéricos, el rango es simplemente el maximo menos el
minimo de los datos, mientras que la desviacion media es la media aritmética
de las desviaciones absolutas de cada valor respecto a la media aritmética de
los datos. Hemos subrayado el concepto de media aritmética para hacer notar
que se utiliza dos veces en la definicion del concepto de desviacion media (lo
mismo ocurre en la definicion de desviacion estandar). Esto pone de manifiesto
que el estudio de las medidas de variacion, como la desviacion media y la des-
viacion estandar, presuponen el concepto de media aritmética, la cual se define
como la suma de todos los datos, dividida entre el numero de estos. Conviene
notar que una de las medidas de dispersion mas utilizadas en estadistica es la
desviacion estandar, no obstante, su construccion es mucho mas compleja vy,
como veremos, estd mas alejada de la posibilidad de que los estudiantes de los
niveles preuniversitarios la entiendan como una medida de variacion; en todo
caso, entender e interpretar el rango y la desviacion media como medidas de
variacion puede ser un antecedente importante para la comprension de la des-
viacion estandar.

RIESGO
Seguin Wild y Pfannkuch (1999) en estadistica deben considerarse tres mensajes
sobre la variacién: 1) Es omnipresente, 2) Puede tener serias consecuencias

practicas, y 3) La estadistica es un medio para entender un mundo acosado por
la variacion. Desarrollar el contenido del segundo mensaje puede ser util para
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motivar a que los alumnos se comprometan en el estudio de la variacion. En
este sentido, en algunas situaciones de riesgo se pueden apreciar de manera
clara consecuencias de la variacion. De acuerdo con Fischhoffy Kadvany (2011)
el riesgo esta presente cuando se tienen potenciales resultados no deseados
que pueden traer como consecuencia pérdidas o danos. Definir el riesgo significa
especificar los resultados valiosos y los no deseados en un orden que refleje el
valor que se les atribuye. El analisis del riesgo ofrece informacion para la toma
de decisiones; cuando este analisis resulta en un conjunto ordenado de posibles
resultados, la regla para tomar decisiones es simple: elegir la opcion cuyo resul-
tado produzca la mayor cantidad del valor (dinero, descanso, acres de tierras
humedas, etcétera) y menor cantidad de dafo (pérdidas, dolor, reduccién de
tiempo de vida) (Fischhoff y Kadvany, 2011: 65). En nuestra investigacion se
proponen situaciones de riesgo con el objetivo de que en el proceso de solucion
emerjan algunas consideraciones del estudiante sobre la variacion presente en
los datos.

PROBABILIDAD

En psicologia un paradigma de investigacion sobre la toma de decisiones en
situaciones de riesgo consiste en analizar las respuestas de los sujetos a enun-
ciados concisos que solo se apoyan en las nociones de probabilidad y ganancia,
como el ejemplo que se menciono en la introduccion. Esto es un indicador de
que, en general, en el andlisis de las situaciones de riesgo se involucra implicita
o0 explicitamente una nocién de probabilidad. Por las caracteristicas de los pro-
blemas que se utilizaron para explorar el razonamiento de los participantes,
conviene recordar que hay diferentes concepciones de probabilidad (Batanero,
Henry, Parzysz, 2005). Aunque estos autores distinguen cuatro acercamientos a
la probabilidad, una demarcacion radical y suficiente para el caso presente, de
acuerdo con Carranza y Fuentealba (2010), y que ha llevado a hablar de la
dualidad de la probabilidad a lo largo de su historia (Hacking, 1975), es entre
su significado frecuencial y su significado bayesiano. El primero se refiere al
fenémeno de “estabilizacion de la frecuencia de aparicion de un fendémeno
[evento]’, y el sequndo, a la nocién de grado de “certeza de la veracidad de una
proposicion” (Carranza y Fuentealba, 2010: 57). Estos autores afirman que en
una situacion dada no se elige libremente uno u otro significado, sino que
dependen del contexto en el que se requieren las consideraciones de
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probabilidad. Es importante, entonces, mencionar las condiciones que permiten
formular un juicio de probabilidad con base en cada significado, esto con el fin
de considerarlo en el analisis de los problemas que enfrentan los alumnos, y de
las respuestas que proponen.

Las situaciones en las que es aplicable el enfoque frecuencial de probabili-
dad son experiencias aleatorias que pueden ser repetidas bajo condiciones
similares; ademas, se debe satisfacer la condicion de regularidad de las frecuen-
cias, es decir, que para cada evento sus frecuencias relativas converjan a un
valor fijo cuando el numero de repeticiones de la experiencia se repite indefini-
damente. Para aplicar el enfoque bayesiano “es suficiente que dispongamos de
una proposicion y que desconozcamos su veracidad” (Carranza y Fuentealba,
2010: 59), pues esto permite asignar una medida que refleje la creencia del
sujeto acerca de la veracidad de la proposicion. Veremos que, en el caso presente,
los estudiantes eligen entre tres opciones con base en una estimacion subjetiva
acerca de las opciones que perciben.

RAZONAMIENTO

El razonamiento surge de diversas maneras, en especial cuando: a) Se busca y
apoya la solucion de un problema, b) Se analizan las posibilidades para tomar
una decision, o ) Se justifica la verdad de una proposicion. Aunque el razona-
miento es un proceso mental, las pautas principales que lo constituyen pueden
expresarse oralmente o por escrito; esta caracteristica permite estudiarlo, pues
las expresiones pueden ser registradas, analizadas, discutidas y compartidas.
Cuando los alumnos explican o justifican por escrito (u oralmente) la respuesta
a una tarea, o la toma de una decision, exhiben ciertos rasgos caracteristicos de
su razonamiento. En la presente investigacion se les pide que tomen una deci-
sion y ofrezcan los argumentos que la motivan. Una buena decision en cada
una de las tareas planteadas en este estudio depende de la apreciacion y tra-
tamiento de la variabilidad en los datos, pero ésta es compleja y depende de
diversos componentes. Se analizan entonces sus razonamientos sobre la varia-
bilidad en funcion de las componentes pertinentes que incorporan en sus jus-
tificaciones. Un método que puede aplicarse al analisis de los componentes que
constituyen un razonamiento sobre la solucion de una tarea ha sido desarrollado
por Biggs y Collis (1982 y 1991), dando lugar al Modelo soLo, que se introduce
en la siguiente seccion.
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Las concepciones, sesgos y creencias sobre conceptos presentes en las situa-
ciones o problemas que resuelven los estudiantes tienen una fuerte influencia
en su razonamiento. En particular, con relacion al riesgo han sido identificadas
actitudes de los sujetos que influyen en sus respuestas y no necesariamente
coinciden con el razonamiento normativo. Kahneman y Tversky (2000) senalan
que el ejemplo paradigmatico de la decision con riesgo es la participacion en
un juego cuyos resultados generan posibles ganancias o pérdidas econdémicas
de acuerdo con ciertas probabilidades especificas. En estas situaciones han
encontrado la aversion al riesgo y la propension al riesgo. La primera consiste
en evitar, en la medida de lo posible, situaciones desfavorables, aunque esto
presuponga renunciar a una ganancia que podria compensar el riesgo. Su
contraparte es la propension al riesgo, consistente en preferir una situacion en
funcién de resultados favorables, a pesar de que implique mayor riesgo.

MODELO SOLO

El' modelo soLo (Structure of Observed Learning Outcome), elaborado por Biggs
y Collis (1982, 1991), se ubica dentro de las teorias neo-piagetianas. Parte de
supuestos constructivistas, es decir, sostiene que el sujeto construye su manera
de entender el mundo mediante su involucramiento en actividades diversas;
ademas, supone que el desarrollo cognitivo muestra un patrén general comun
en diferentes campos o dominios, y dicho desarrollo se produce a través de
varias etapas o estadios organizados de manera jerarquica. En particular, en
contextos escolares y académicos las actividades suelen estar mediadas por
el discurso, es decir, referirse a situaciones evocadas. En el marco de Biggs y
Collis (1982) se definen las etapas de desarrollo de manera diferente a Piaget,
pues aunque se corresponden, las caracterizan en términos de modos de
representacion y no en términos de esquemas logicos. Los autores destacan
que, dado un contenido especifico y especificable, la calidad del aprendizaje
que puede desplegar un sujeto respecto a ese contenido depende tanto de
factores externos -por ejemplo, las caracteristicas del proceso de ensefanza
por el que ha pasado- como de factores intrinsecos -su motivacién, habilida-
des y conocimiento previo-, y que no necesariamente se corresponden con los
rasgos que caracterizan el modo de representacion al que se supone pertene-
ce. Por esta razon, para la ensefanza es util encontrar formas de evaluar la
calidad del aprendizaje que logran los sujetos en relacion con contenidos
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definidos, y esto se logra enfocando la evaluacion en sus respuestas a pre-
guntas especificas.

La Taxonomia SOLO propone las bases para discriminar entre las diferentes
respuestas de los estudiantes, en funcion de la calidad del aprendizaje que
los sujetos muestran acerca de un determinado contenido. Se proponen 5
niveles en los cuales se pueden clasificar las respuestas: Prestructural, Unies-
tructural, Multiestructural, Relacional y Abstracto Extendido. Los niveles cen-
trales son definidos en funcion de si las respuestas contienen los aspectos
relevantes a la solucion de la tarea. Una solucién es una estructura formada
por diferentes componentes adecuadamente relacionadas; si una respuesta
solo incluye una componente, entonces es Uniestructural; si incluye dos o mas
componentes pero no las relaciona de manera adecuada es Multiestructural,
y si incluye varias componentes de manera integrada es Relacional. Cuando
una pregunta no contiene ninguna componente pertinente a la tarea es Pres-
tructural. El nivel Abstracto Extendido se define cuando una respuesta Rela-
cional se generaliza hacia otras tareas; generalmente, para detectar respuestas
en este nivel es necesario ampliar las tareas. Por otro lado, conviene indicar
que en este estudio las respuestas que se analizan consisten en las justifica-
ciones que ofrecen los alumnos a una eleccién entre dos situaciones; en
consecuencia, se analiza su razonamiento, por lo cual lo que se construye es
una Jerarquia soLO de razonamiento.

METODO

Esta investigacion se enfoca en el razonamiento de los estudiantes frente a
enunciados que se refieren a situaciones de riesgo. En general, en la investi-
gacion sobre los procesos de ensenanza-aprendizaje escolares se estudian los
comportamientos, razonamiento, creencias o dificultades de los sujetos frente
a diferentes tipos de tareas formuladas en el discurso, combinando lenguaje
matematico y lenguaje coloquial; muchas de las tareas se enriquecen ubican-
dolas en contextos extra-matematicos. Hay dos propositos o funciones del uso
de los contextos extra-matematicos en situaciones de ensefianza, a saber: 1)
El contexto extra-matematico ofrece una oportunidad para ampliar el sentido
de los conceptos matematicos, 2) Los conceptos matematicos ofrecen una
oportunidad para mejorar la comprension de situaciones extra-matematicas
(Niss, Blum, Galbraith, 2007). En el primer caso, las situaciones
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extra-matematicas son un referente que ayuda a darle sentido a las ideas
matematicas; en el segundo, se muestra la potencia de la matematica para
entender el mundo real. En la presente investigacion, la intencion es la primera,
utilizar un contexto de riesgo para darle sentido a la consideraciéon de la
variabilidad en los datos.

Como se quiere explorar el razonamiento de los estudiantes sobre la varia-
bilidad en contexto de riesgo, es importante: 1) Determinar el nivel de los alum-
nos que se van a examinar, y 2) Utilizar tareas que propicien que externen sus
ideas sobre la variabilidad.

PARTICIPANTES

Los participantes fueron 59 estudiantes de nivel medio superior (16 a 17
anos de edad) de una escuela publica de la Ciudad de México, quienes aun
no habian tomado el curso de Estadistica y probabilidad, en ese grado. No
obstante, en el nivel educativo anterior (secundaria) debieron haber aborda-
do los temas de medidas de tendencia central y dispersion (SEP, 2011), por
lo cual se puede suponer que saben calcular la media aritmética, la mediana
y la moda.

INSTRUMENTOS

Para explorar los razonamientos de los participantes, los autores disenaron
dos problemas en situaciones de riesgo que implican comparaciones de con-
juntos de datos. Para hacer las comparaciones conviene calcular las medias
aritméticas de los conjuntos y compararlas. Los datos del Problema 1 se han
elegido de manera que tengan la misma media aritmética y diferente disper-
sion. En consecuencia, los conjuntos a comparar en el Problema 1 son equi-
valentes en términos del beneficio obtenido, pero son diferentes en términos
del riesgo que implican. En el Problema 1 (ver Figura 1) se presenta una
situacion en la que se ofrecen dos muestras de resultados de las ganancias
de dos juegos; a partir de los datos, los estudiantes deben decidir en qué juego
les conviene jugar.
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En una feria, se invita a los asistentes a participar en uno de dos juegos. Juan puede participar
en un juego, pero no en ambos. Para saber por cudl decidirse observa, anota y ordena los
resultados de dos muestras de 10 personas que han participado en cada juego. Las pérdidas (-)
o premios (+) en efectivo que han obtenido las 20 personas se muestran en las siguientes listas:

Juego 1:
15 221 -4 50 -2 11 13 -25 16 -4
Juego 2:
120 -120 60 -24 221 133 -81 96 -132 18

a) Si tienes la posibilidad de participar en un solo juego éCudl juego elegirias?

JPor qué?

Figura 1. Problema 1.

Debe notarse que en ambos juegos hay diferentes valores, los negativos repre-
sentan pérdidas y los positivos ganancias; también que no se da informacion
sobre el mecanismo del juego ni de la distribucién de probabilidad y de las
ganancias correspondientes.

En consecuencia, no se dan las condiciones necesarias para hacer estima-
ciones de probabilidad con base en un enfoque frecuencial, por ejemplo, no se
puede determinar el espacio de todos los posibles resultados (ganancias) de un
juego y sus probabilidades. No obstante, en la medida en que es una situacion
de incertidumbre, se requiere considerar probabilidades desde un enfoque baye-
siano. En efecto, los sujetos pueden considerar los eventos “El juego A es mejor
que el juego B, “El juego A es equivalente al juego B"y “El juego A no es mejor que
el juego B" (donde “Es mejor” quiere decir ‘se gana mas’") y buscar argumentos
en la informaciéon dada para favorecer la probabilidad de alguno de tales even-
tos. En el andlisis de las respuestas de los estudiantes podremos determinar
cuales son los argumentos que ellos consideran para tomar su decision, lo cual
revelard sus estimaciones cualitativas acerca de la probabilidad de los eventos
mencionados.

A continuacién hacemos un analisis de una solucién al problema que aporta
argumentos para apoyar una decision utilizando herramientas estadisticas.
Como en muchos problemas estadisticos, no se puede afirmar que es una solu-
cion determinista correcta, sino solo que es una solucion racional que busca
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incorporar toda la informacion. En primer lugar, se puede aplicar el principio de
razon insuficiente, formulado por Laplace. Como no tenemos mas que la infor-
macion de 10 resultados del juego y no hay ninguna razén para inclinarse a
pensar que alguno es mas probable que el otro, asignamos a cada valor presente
de la variable “ganancia” la misma probabilidad (véanse Tabla 1 y Tabla 2):

Tabla 1. Distribucion de la ganancia del Juego 1.

Ganancia o 50

pérdida -25 221 -4 -2 11 13 15 16 Total

Probabilidad 1/10 1/10 2/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1

Tabla 2. Distribucion de la ganancia del Juego 2.

Ganandao 15, 150 g1 4 21 18 60 96 120 133 ‘ot
pérdida

Probabilidad 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1

Dos valores destacados de las distribuciones son el centro y la dispersion, el
primero puede representarse con la media y el sequndo con el rango o la des-
viacion media (no consideramos la desviacion estandar por ser mas compleja
e innecesaria en este caso). Otros dos valores importantes son el minimo vy el
maximo, pues informan sobre el rango de las ganancias en cada juego. En Ia
Tabla 3 se enlistan los 5 valores mencionados de cada distribucion:

Tabla 3. Valores importantes de la distribucion.

Juego 1 Juego 2
Valor maximo 50 133
Valor minimo -25 -132
Media aritmética 49 49
Rango 75 265
Desviacion media 16.1 805
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Los valores de la Tabla 3y sus interpretaciones se utilizan para apoyar algu-
nos de los enunciados que permiten la toma de una decision. Por ejemplo, un
argumento es el siguiente: como la media aritmética de las ganancias de cada
juego es 4.9,y asumiendo una hipotética interpretacion frecuencial del juego, si
Se jugara un gran numero de juegos, a la larga la ganancia que se obtendria
con cada uno seria la misma. Pero, como se ha dicho, no hay indicios suficientes
en el problema para asumir el enfoque frecuencial, de modo que conviene
pensar que se va a jugar solo una vez. En estas circunstancias se impone llevar
a cabo un razonamiento bayesiano. {Qué otros argumentos se pueden derivar
de los datos para identificar la mejor decision? El argumento basado solamente
en la comparacion de los maximos (Elegir el Juego 2 porque se gana hasta
132, mientras que en el juego 1 solo 50) es sesgado, pues Unicamente tiene
en cuenta los extremos maximos e ignora los demas datos. Un sesgo similar
es el simétrico, que solo observa los minimos (las pérdidas), llevando a tomar
la decision de elegir el Juego 1 “porque se pierde menos”. En cambio, la con-
sideracion simultanea de maximo y minimo lleva a ponderar el riesgo. En este
caso, la eleccion de uno u otro juego va a depender de las preferencias de los
sujetos acerca del riesgo; los adversos al riesgo preferiran el Juego 1, mientras
quienes sean propensos al riesgo preferiran el Juego 2.

En la Figura 2 se presenta el Problema 2; los datos se refieren a tiempo de
vida en anos después de seguir un tratamiento u otro; se agregan ademas las
graficas de las distribuciones.
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Considera que debes aconsejar a una persona que padece una enfermedad grave,
incurable y mortal, pero que es tratable con medicamentos que pueden extender la vida
por varios afos mas. Es posible elegir entre tres tratamientos. Las personas tienen diferentes
reacciones a las medicinas, para algunas tienen el resultado previsto, mientras que para
otras pueden ser mas benéficas o mas perjudiciales. En las siguientes listas se muestran
los anos que han vivido varios pacientes que se han tratado con una de las opciones
mencionadas; cada dato de las listas corresponde al tiempo que ha sobrevivido un paciente
con el respectivo tratamiento. Después se muestran las graficas correspondientes a los

tratamientos.

Tratamiento 1

Grafica del tratamiento 1

Tiempo vivido en anos 7
por persona §6 X
2 5 X| X
76598 |46 gy X[ x[x]x
8195|8175 S 3 X|X[X]X[X
703|7|6]4[8]7 £ 2 X X X[ X[X]X
o lsl21sl10l9le “ ) {x]xx]x]x x| x]x]x
12345678910

Numero de anos vividos por persona

Tratamiento 2

Grafica del tratamiento 2

7 X
Tiempo vivido en anos X
por persona £6
c s x|[x|[x
5 4 x| x| x
Q.
6|5|6|7]|6[5]|6 s 3 I xIx
4175|5767 o 2 X[ x| x| x[x
(9]
sl6l4]6]|8|5]7 E X[ x| x| x| x
= 1 23456 7 8 910

Numero de anos vividos por persona

¢Qué tratamiento aconsejarias? Explica tu respuesta

Figura 2. Problema 2.
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Bajo supuestos similares a los planteados en el problema anterior, se
pueden determinar las distribuciones de probabilidad de cada tratamiento
(véanse Tablas 4 y 5):

Tabla 4. Distribucion del tiempo de vida después de seqguir el Tratamiento 1.

Tiempo de vida 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Total

Probabilidad 127 127 2/27 3/27 421 5/27 6/21 421 1/27 1

Tabla 5. Distribucion del tiempo de vida después de seguir el Tratamiento 2.

Tiempo de vida 4 5 6 7 8 Total

Probabilidad 2/21 5/21 7/21 5/21 2/21 1

En la Tabla 6 se han organizado los 5 valores de la distribucién que permiten
formular argumentos para la toma de una decision.

Tabla 6. Valores importantes de la distribucion.

Tratamiento 1 Tratamiento 2
Valor maximo 10 8
Valor minimo 2 4
Media aritmética 6.7 6.0
Rango 8 4
Desviacion media 161 0.86

Comparando las medias aritméticas se puede argumentar que el Tratamiento 1
ofrece mayor probabilidad de vivir un poco mas, por lo que, solo con este argu-
mento, se puede preferir ese tratamiento. Sin embargo, tiene el inconveniente de
que hay un caso en que el tiempo de vida es solamente de 2 afnos y otro en el
que es de 3 anos. Por otro lado, en el Tratamiento 1 hay un caso que vivié 9
anos y otro que vivio 10; mientras en el Tratamiento 2 el que mayor tiempo ha
vivido registra 8 anos de vida. El Tratamiento 1 puede ser mas prometedor, pero

62 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 1, ABRIL DE 2018



Niveles de razonamiento sobre variacion estadistica de estudiantes de nivel medio superior..

se corre mas riesgo; en cambio, el Tratamiento 2 es conservador, con menos
riesgo. Nuevamente, la decision dependera de las actitudes ante el riesgo de
quien toma la decision. Si es adverso al riesgo optara por el Tratamiento 2, si es
propenso al riesgo optara por el Tratamiento 1.

RESULTADOS

El analisis consistio en identificar aquellas componentes pertinentes en las
respuestas, en un iry venir entre un analisis a priori de las soluciones esperadas,
asi como una comparacion constante de las respuestas obtenidas para identi-
ficar las componentes que permitieran la construccion de una jerarquia SOLO.
En este proceso se construyo la jerarquia sOLO de la Tabla 7.

Tabla 7. Jerarquia de razonamiento SOLO para los problemas.

Preestructural

Las respuestas clasificadas en este nivel tienen justificaciones circulares (por ejemplo, “porque
se gana mas’ o ‘porque se vive mas’), o en el argumento no se utiliza ninguna de las ideas
estadisticas pertinentes al problema.

Uniestructural

Eligen un dato de cada conjunto y los comparan, por ejemplo: solo los maximos, solo los
minimos o solo las modas.

Multiestructural

Consideran los maximos y lo minimos de cada conjunto y los comparan; esto se manifiesta con
expresiones como ‘se gana mas, pero se pierde menos”.

Comparan las sumas de los datos de cada conjunto y notan que son iguales; esto los lleva a
decir que es indiferente elegir cualquiera de los dos conjuntos.

Relacional

Consideran la media y la dispersion. Notan que las ganancias globales son iguales en ambos
conjuntos, entonces consideran el riesgo. La eleccion depende de sus preferencias sobre éste:
Los adversos al riesgo eligen el conjunto con menos variabilidad y los propensos al riesgo el de
mayor variabilidad.
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Lo que caracteriza el nivel de razonamiento reflejado en las respuestas de las
tareas planteadas es la cantidad de informacion que el estudiante es capaz
de extraer y utilizar de cada conjunto de datos para elaborar argumentos que
apoyen una decision: en el nivel mas bajo de razonamiento no utilizan la
informacion; en el mas alto, logran hacer una sintesis adecuada de la infor-
macion de cada conjunto. En la jerarquia de la Tabla 7 se describen las
caracteristicas de los niveles de manera precisa y, enseguida, se ofrecen ejem-
plos que muestran el tipo de respuestas que se clasifican en cada nivel.

PRESTRUCTURAL

En este nivel se agruparon las respuestas con argumentos circulares o no
pertinentes. Los primeros consisten en elegir un conjunto de datos vy justificar
la eleccion diciendo que se ‘gana mas’ o “se vive mas’. Este tipo de respuesta
muestra que aunque notan algo en los conjuntos que los lleva a tomar una
decision, no pueden expresarlo con claridad; lo que se espera de un argumento
es que den razones, que aclaren por qué se gana mas o se vive mas. Las res-
puestas que no contienen elementos pertinentes consistieron en buscary com-
parar proporciones irrelevantes, o buscar patrones de la ocurrencia de pérdidas
y ganancias, por ejemplo observar que hay 5 valores negativos y 5 positivos.

Un estudiante cuya respuesta al Problema 1 se encuentra en el nivel Pres-
tructural, elige el Juego 1y argumenta: Porque es en donde se presentan
mayores oportunidades de ganar mds premios. Una respuesta al Problema 2
que se clasifica en este nivel elige el Tratamiento 1 y comenta: mis anos de
vida se extienden.

Conviene destacar que los participantes entendieron bien el sentido de la
pregunta, a diferencia de otros estudios en que las respuestas de nivel Prestruc-
tural se producen -en gran medida- porque no se entiende la pregunta, o el
contexto es tan familiar que la respuesta se basa en experiencias personales sin
relacion con el problema, aqui ellos saben que la respuesta consiste en elegir
el juego o el tratamiento mas favorable. En las respuestas clasificadas en este
nivel toman una decision; no obstante, su eleccion tiene argumentos circulares
0 inapropiados.
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UNIESTRUCTURAL
Un estudiante elige el Juego 2, y argumenta:

Si llegas a ganar, las ganancias son mucho mds grandes que las del Juego 1 y el
indice de ganadores es con un 50% de posibilidades, por lo cual pienso que valdria
la pena el Juego 2.

Se puede deducir que compara los maximos de cada grupo y elige el Juego 2
porque en éste la ganancia es mayor (133) que en el 1 (50); menciona ademas
un hecho irrelevante, pues en ambos juegos la mitad corresponde a pérdidas y
la mitad a ganancias.

Con relacion al problema de los tratamientos médicos, un alumno elige el
Tratamiento 1, y argumenta:

La enfermedad es mortal, el punto cumbre del pensamiento es vivir mds tiempo y
en el [Tratamiento] 1 el mdximo de tiempo que se puede consequir es de 10 anos.

Esta respuesta solo considera los valores maximos de cada conjunto, 10 y 8 anos
(aunque no se menciona explicitamente el 8) y considera que con el Tratamien-
to 1 se vive mas por este hecho. Ignora que con el Tratamiento 1 también hay
casos que solamente han vivido 2 anos.

MULTIESTRUCTURAL
En el siguiente ejemplo, el participante elige el Juego 1y argumenta:

Porque en caso de perder no perderia tanto, lo mdximo que se han llevado en este
juego es 50 y lo mds que perdieron fue 25, por lo que podria decirse que hay mds
que ganar, sin perder tanto; en cambio, en el Juego 2 se gana 133 pero se pierde
132 es mds arriesgado y, en caso de perder, no convendria.

Evalta que el Juego 2 es mas arriesgado que el Juego 1 mediante la consi-
deraciéon de los maximos y los minimos, y su decision refleja aversion al
riesgo, pues evita el juego donde se puede perder mas, sin importar el monto
de lo que se podria ganar. Esta respuesta seria relacional si ademas del

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 30, NUM. 1, ABRIL DE 2018 65



José Antonio Orta Amaro ¢ Ernesto Sanchez Sanchez

maximo y el minimo se utilizaran, en la comparacion, los centros de cada
distribucion.

En el problema de los tratamientos, el estudiante del siguiente ejemplo eligio
el Tratamiento 1, argumentando:

Ya que me arriesgaria porque podria vivir 2 anos pero también hasta 10 anos,
en cambio, con el otro tratamiento, si podré tener un poco mds de seguridad de
vivir 4 anos, minimo, pero solo lo mdximo son 8 anos; asi que por eso elegi el
Tratamiento 1.

Al igual que el caso anterior, también considera los maximos y los minimos del
tiempo de vida después de cada tratamiento y nota que el 1 es el mas arriesgado,
pero también que ofrece posibilidades de vivir mas. Al elegir el Tratamiento 1
muestra propension al riesgo, como €l mismo lo expresa cuando dice “.. me
arriesgaria”.

RELACIONAL

En el problema de los juegos un ejemplo de este nivel es la respuesta de un
estudiante que eligio el Juego 2, argumentando:

Sumamos las ganancias (+105) y las pérdidas (-56) del Juego 1; y del Juego 2, 427
contra -378. Podemos ver que en ambos hay una diferencia de 49; yo prefiero el 2
ya que aunque en el 1 ganas poco, también pierdes poco; solo vas a jugar una vez,
asi que vale la pena ya que podrias ganar mds.

En esta respuesta se considera indirectamente la media aritmética al percibir
que la suma de los valores (ganancias — pérdidas) es 49 en ambos juegos;
el participante también nota el riesgo al decir que “en el 1 ganas poco,
también pierdes poco’. Es interesante notar que el estudiante hace explicito
que “solo vas a jugar una vez', con lo cual muestra que implicitamente su
razonamiento es bayesiano. Como se decide por el Juego 2 y con la aclara-
cion de que solo se va a jugar una vez y vale la pena [arriesgar], muestra
que es propenso al riesgo.

Con respecto al Problema 2, hemos elegido el siguiente ejemplo en el que
el alumno prefiere el Tratamiento 1, con el siguiente argumento:
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Tiene mayor promedio de vida el Tratamiento 1 respecto al Z; aunque alguna gente
vive menos en el primero, también puede vivir mds (arriesgando todo).

Promedio de anos de vida en Tratamiento 1: 6.7 afnos

Promedio de anos de vida Tratamiento Z: 6 anos.

Calcula la media aritmética de cada conjunto y detecta el riesgo. Muestra que
es propenso al riesgo con el comentario “arriesgando todo’”.

Conviene aclarar que la jerarquia es un esquema simplificado de los dife-
rentes niveles de razonamiento de los estudiantes, pero las respuestas reales
ofrecen variantes en las que se combinan razonamientos del esquema con otras
dos caracteristicas; una de ellas son las expresiones que reflejan que se percibe
el riesgo, “es un juego muy arriesgado” o “con este tratamiento se corre mas
riesgo”; evaluamos que, en general, estas consideraciones mejoran la calidad de
la respuesta. Es decir, una respuesta de un nivel puede ser clasificada en el nivel
inmediato superior gracias a tales consideraciones. La otra caracteristica de
varias respuestas va en el sentido inverso y se presenta cuando hay expresiones
incompletas o errores en los calculos, si esto ocurre se evalta inferior la calidad
de la respuesta. Por ejemplo, una respuesta que considera dos o mas datos y
que, de acuerdo a la jerarquia, se clasificaria en Multiestructural, es clasificada
en el nivel Uniestructural debido a las expresiones incompletas o errores en los
calculos. Teniendo en cuenta tales consideraciones, cada respuesta fue clasifi-
cada en alguno de los niveles sOLO, y las frecuencias de respuesta en cada nivel
se presentan en las Tablas 8 y 9.

Tabla 8. Distribucion de frecuencias de respuestas por nivel soLo al Problema 1.

Nivel Prestructural  Uniestructural Multiestructural ~ Relacional Total
No. respuestas 20 16 20 3 59
Porcentaje 34% 27% 34% 5% 100%

Tabla 9. Distribucion de frecuencias de respuestas por nivel soLO al Problema 2.

Nivel Prestructural  Uniestructural Multiestructural Relacional Total
No. respuestas 22 8 26 3 59
Porcentaje 37% 14% 44% 5% 100%
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Se puede observar que en ambas preguntas poco mas de la tercera parte de las
respuestas cae en el nivel Prestructural. Esto significa que los estudiantes no
saben argumentar su eleccion con base en la informacién que proporcionan
los datos. Algunos probablemente ven en estos rasgos que les hacen creer que
una opcion les conviene sobre la otra, pero no lo expresan de manera adecuada,
sino solo con respuestas circulares o expresiones vagas. Las frecuencias en el
nivel Uniestructural indican que solamente tienen en cuenta un dato de cada
conjunto, y la disminucién de la frecuencia en el caso del Problema 2 muestra
que hay menos probabilidad, en la situacion de los tratamientos, de conformarse
con un solo dato; esto mismo explica que aumente la frecuencia de respuestas
en el nivel Multiestructural del Problema 2. Se puede conjeturar que los alumnos
son mas sensibles al riesgo en el caso de tiempo de vida que en el de ganancias
monetarias. La tercera parte en el Problema 1 y poco menos de la mitad en el
Problema 2 se clasifican en Multiestructural, es decir, no pocos estudiantes se
esfuerzan por explorar en los datos. Unicamente 3 respuestas de cada pregunta
contienen rasgos de los dos factores clave de los datos, a saber, la media y la
dispersion, y llegan a estas consideraciones no mediante una aplicacién meca-
nica de férmulas preconcebidas, sino a través de un analisis de la situacion. En
este sentido es que se conjetura que los problemas ayudan al desarrollo del
razonamiento acerca de los datos y su variabilidad.

CONCLUSIONES

Una de las principales dificultades para resolver problemas que involucran la
comparacion de conjuntos de datos es concebir a estos ultimos como agregados
(Bakker y Gravemeijer, 2004), es decir, no como elementos individuales y aisla-
dos, sino cada conjunto como un todo con propiedades que los distinguen. Al
hacerlo, la media, el rango y la desviacién media se asumen como parametros
que caracterizan y representan al conjunto. Al emerger algunas consideraciones
de riesgo en los argumentos que los estudiantes llevan a cabo, implicitamente
realizan estimaciones de probabilidad de tipo bayesiano; esto estimula a que
-en lugar de aplicar formulas que muchas veces no entienden- busquen argu-
mentos en los datos que apoyen sus decisiones, y con ellos cobren sentido los
diferentes estadisticos que pueden entrar en juego. En la jerarquia que se ha
construido se observa un progreso que va de elegir elementos aislados del
conjunto para hacer la comparacion (maximo, minimo), a la consideracion
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simultdnea de mas de un dato (maximo y minimo), e incluso de todos los datos
(su suma). Gracias al contexto de riesgo los analisis que los estudiantes hicieron
con los datos tenian un significado relacionado con la busqueda del mayor
beneficio potencial contenido entre los conjuntos de datos. De esta manera, ellos
progresan al considerar los conjuntos como agregados y asociarles la media y
la variacion, dandoles un significado en términos de su contenido y no solo un
significado operacional.

La interpretacion de la variacion como indicadora de riesgo contribuye a
valorarla y entender lo que Wild y Pfannkuch (1999: 235) llaman el sequndo
mensaje que conlleva: “[la variacion] puede tener serias consecuencias prac-
ticas". En efecto, en muchas de sus respuestas los alumnos indican que per-
ciben las diferencias en términos del riesgo presente en los juegos o en los
tratamientos. Consideramos que esto muestra el potencial que tiene este tipo
de problemas para ofrecer la oportunidad a los estudiantes de valorar la
importancia de percibir y analizar la dispersion de los datos.

En el estudio se reveld el papel fundamental que juega la media aritmética,
y reafirma que “es imposible considerar la variabilidad sin también considerar
el centro ya que ambas ideas son necesarias para darle significado al analisis
de datos” (Garfield y Ben-Zvi, 2008: 203). El objetivo inicial del presente trabajo
se enfocaba fundamentalmente en la variacion de los datos, sobre todo del
rango y la desviacion media; no obstante, en el analisis de las respuestas se
notd que los participantes no utilizaron la media aritmética. La estrategia de
sumar los datos de cada conjunto y compararlos fue la mas cercana a la con-
sideracion de la media, pero omitia el analisis de la variacion. Casi ningun
estudiante usé en sus respuestas la media aritmética como representante de
todo el grupo de datos v, por tanto, que se puede utilizar para hacer compara-
ciones entre grupos; esto sugiere que los problemas que hemos disenado pue-
den complementarse con otros similares en los que la media aritmética no sea
igual en ambos conjuntos; de esta manera, antes de entrar en el analisis de la
variacion se compararian las medias aritméticas.
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