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Resumen. Este trabajo propone y describe una metodologia de analisis basada
en la formulacion de un conjunto de indicadores didactico-matematicos de las
“dialecticas” del estudio y la investigacion. Estos indicadores se construyeron a
partir de los datos obtenidos al disenar, implementar y evaluar un Recorrido
de Estudio e Investigacion (REI) cuyas preguntas de partida se vinculan al
equilibrio de mercado de un modelo de oferta y demanda. Se realizaron dos
implementaciones en el ultimo ano del nivel escolar secundario argentino
(16-17 anos) (N = 60). El profesor propuso a los estudiantes preguntas del tipo
siguiente: ¢Como calcular el punto de equilibrio en un modelo lineal de mer-
cado? {Cuanto varia exactamente el punto de equilibrio al modificar los pard-
metros del modelo? Se concluye que las dialécticas mas identificadas son del
individuo y del colectivo, del tema y fuera-de-tema, del estudio y de la investi-
gacion, del analisis-sintesis praxeoldgica y del analisis-sintesis didactica, asi
como de las cajas negras y cajas claras.
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Abstract. This paper proposes and describes an analysis methodology based
on the formulation of a set of didactic-mathematical indicators of the “dialectics”
of study and research. These indicators were constructed based on the data
obtained from de design, implementation and evaluation of a study and research
path (SRP). The SRP's initial questions are connected to market equilibrium in
a microeconomic model of the supply and demand. Two implementations were
developed in the last year of the Argentine secondary level (16-17years) (N = 60).
The teacher proposed to the students the following type of questions: How to
determine the market equilibrium? If the parameters of the model are modified:
How to describe the variation of the point of equilibrium? How much does the
point of equilibrium change exactly in each case? We conclude that the most
identified dialectics are: the individual and collective, theme and out of theme,
study and research, praxeological analysis-synthesis and didactic of analy-
sis-synthesis, and the dialectic of black boxes and clear boxes.

Keywords: Market balance; Study and Research Path; Anthropological Theory
of the Didactic; dialectics; didactic-mathematical indicators.

INTRODUCCION

En este trabajo se propone abordar un problema de investigacion en torno a
la ensenanza y aprendizaje de las matematicas en el nivel secundario argentino,
particularmente en el ultimo afo de la escolaridad (estudiantes de 16-17 anos).
Esta problematica ha sido y es el foco de interés de gran parte de los investi-
gadores en Educacion Matematica (Artigue, 2004; Brousseau, 1986; Barallobres,
2016; Barquero, 2011; Chevallard, 2002, 2004; Gascén, 2002; Otero et al, 2013;
Quiroz Rivera y Rodriguez Gallegos, 2015; Trigueros, 2009). En nuestro caso,
describiremos este problema a partir del referente que sirve de marco teorico
a nuestro trabajo: el enfoque antropologico de Chevallard (2004, 2009, 20133,
2013b, 2014), denominado la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD).

La TAD caracteriza un fenomeno identificado en los sistemas de ensefanza
y denominado monumentalizacion de los saberes (Chevallard, 2013a). Este
fenomeno se describe a partir de una analogia con la visita a un museo: se
invita y guia a los estudiantes a “visitar’ las obras propuestas en los programas
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oficiales como un guia conduce a una persona a admirar los monumentos
dentro de un museo. Alli, las obras expuestas solo se pueden mirary venerar,
sin tocarlas ni manipularlas y manteniendo cierta distancia. Analogamente,
en los sistemas de ensefnanza las matematicas son estudiadas como si fuesen
un monumento para honrar, admirar, y que no tiene mas que raros usos. Este
fenomeno nace, vive y se desarrolla en el paradigma de ensenanza dominante
en las instituciones escolares, denominado paradigma monumentalista o de
inventariar los saberes (Chevallard, 2013a). En este paradigma la ensenanza
y aprendizaje de las matematicas se limitan a un inventario de obras “muer-
tas’, carentes de sentido, sin razones de ser, transparentes e incuestionables
(Chevallard, 2004).

En contraposicion al paradigma monumentalista, Chevallard (2004) propone
la gestacion del paradigma de la investigacion y del cuestionamiento del
mundo (PICM), incorporando el dispositivo didactico de los Recorridos de
Estudio e Investigacion (REI). Los REI son considerados un potencial genera-
dor de procesos funcionales, posicionando las preguntas como punto de par-
tida de los procesos de estudio. Preguntas en sentido fuerte, es decir, tales que
su respuesta no represente una simple busqueda de informacion, sino que
sea necesaria la construccion o reconstruccion de una praxeologia o un con-
junto de ellas. Preguntas con este potencial son denominadas preguntas
generatrices. Con la introduccion de los REI se recuperaria el sentido y las
razones de ser -o al menos una razon de ser- de las obras matematicas pro-
puestas a estudiar en los programas oficiales. Segun Chevallard (2014), lanzar
y conducir un REI es pilotear un sistema didactico formado, por ejemplo en
una clase de matematicas, por un grupo de estudiantes, un profesor o un
conjunto de profesores y una pregunta Q generatriz. Este sistema didactico
construye un medio de estudio que permite “fabricar’ la respuesta R a la pre-
gunta Q. En este proceso de construccion de respuestas, la comunidad de
estudio desarrolla ciertas praxeologias consustanciales a la situacion de estu-
diar e investigar, denominadas “dialécticas” (Chevallard, 2012). EI desarrollo de
estas dialécticas serd el que permita pilotear el REI

Centrandonos en el funcionamiento de las dialécticas, entendidas como
gestos clave para concretar una ensenanza mediante el REl, este trabajo se
propone abordar el problema de la monumentalizacion de saberes con un
objetivo particular: presentar una metodologia de andlisis que permita identificar
y describir una serie de indicadores didactico-matematicos de cada una de las
dialécticas, a partir del analisis de datos obtenidos al implementar un REl en
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el ultimo ano del nivel secundario argentino. El objetivo de este trabajo no
consiste en describir detalladamente la dinamica del proceso de estudio del
REI, sino que corresponde a una fase posterior de analisis. Es decir, luego de
la descripcion, analisis y evaluacion de la implementacion del REI -resulta-
dos que ya han sido publicados (Parra, Otero, Fanaro, 2013, 2014, 2015)- hemos
identificado una serie de indicadores didactico-matematicos que permitirian
determinar el funcionamiento de cada una de las dialécticas y, al mismo tiempo,
el poder generador de las preguntas generatrices y sus derivadas. Asi, la pre-
gunta de investigacion de este trabajo puede formularse de la siguiente manera:
¢Cémo determinar, a partir de los resultados de la implementacion de un RE|,
un conjunto de indicadores didactico-matematicos para cada una de las dia-
lécticas? ¢Qué condiciones (y restricciones) nos aporta el analisis de las dialéc-
ticas sobre el funcionamiento de los REI? Nos proponemos entonces realizar
no solamente un aporte desde la perspectiva metodoldgica, sino también desde
el enfoque teodrico. Consideramos aportes en los siguientes términos: por un
lado, contribuir con una metodologia de analisis de resultados de la implemen-
tacion de un REI a partir de indicadores de las dialécticas, especificando un
conjunto de indicadores para cada una de ellas. Diversos trabajos abordan
ensenanzas por REI (ver seccion siguiente), pero pocos se centran en las dia-
lécticas y, menos aun, en especificar un conjunto de indicadores. Por otro lado,
aportar en aspectos tedricos desde el punto de vista de la relacion entre el
funcionamiento del dispositivo REI, sus preguntas generatrices y el conjunto de
indicadores.

Para aportar respuestas a esta pregunta, presentamos en primer lugar la
definicién y caracteristicas mas importantes de los REIl. Luego, sintetizamos los
antecedentes de la ensenanza por REl que resultan relevantes para nuestro
trabajo, en términos de contextos de implementacion y analisis de resultados.
Posteriormente describimos las nueve dialécticas propuestas en el marco de la
TAD. Esta descripcion se elabora segmentando cada una de las dialécticas para
efectos de facilitar la identificacion de los indicadores, pero esto no significa que
exista esa separacion entre cada una de ellas. De hecho, todas las dialécticas
estan interrelacionadas entre si'y, por consiguiente, esta delimitacion se realiza
solo para efectos del analisis. Después presentamos la metodologia de la inves-
tigacion, dando algunas caracteristicas centrales de la dinamica del REIl imple-
mentado. Inmediatamente presentamos los resultados en términos de identificacion
y descripcion de este posible conjunto de indicadores didactico-matematicos v,
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por ultimo, los aportes y conclusiones. A continuacion se proponen la definicién
y las caracteristicas mas importantes de los REL

DEFINICION Y CARACTERISTICAS PRINCIPALES DE LOS REI

El estudio de una pregunta Q como punto de partida del saber supone la
emergencia de sistemas didacticos de la forma S (X: Y: Q). Por ejemplo, en una
clase de matematica, esto significa que un grupo de alumnos (X) con la ayuda
del profesor (Y) construird una respuesta R a la pregunta Q. El funcionamiento
de este sistema responde a lo que Chevallard (2013b) denomina esquema
herbartiano. En su forma reducida, se escribe de la siguiente manera: S (X Y:
Q) = R". El simbolo ¥ colocado en el exponente de la respuesta R indica que
la respuesta a la pregunta Q fue producida bajo ciertas limitaciones y “funciona”
como respuesta a esa pregunta bajo esas limitaciones (Chevallard, 2009). La
elaboracién de RY a partir de Q supone la “fabricacion” de un medio didactico
M. Esto se expresa en el esquema herbartiano semi-desarrollado

[SX Y, Q) = M] = RY

O sea, el sistema didactico construye y organiza (=) el medio M, con el cual
engendrard o producird (™) una respuesta RY. Este esquema indica que la
elaboracion del medio M se articula de modo complejo con la elaboracién de
la respuesta RY. Esta observacion se aplica en el esquema herbartiano desa-
rrollado (Chevallard, 2009), que se escribe asi:

[SX Y Q ™[RR, RY, . RY, Oyt Oy Oy o OJ1 = R

Donde M= (R, RY, R, ., RY, Qo1 v Oy Oy, - O,) €5 €l medio didéctico
o medio para el estudio (de Q). Las respuestas disponibles R?, las preguntas
derivadas Q, y las otras obras O, son instrumentos potenciales para el estudio
de Q instrumentos a estudiar convenientemente -en “calidad” y en “cantidad’,
para ser utilizados en el momento oportuno, de manera efectiva y eficaz en el
estudio de Qy entonces en la construccion y validacion de RY (Chevallard, 2009)-.
Los objetos notados por RY para i =1, .., n son respuestas “hechas’, disponibles
-por ejemplo, un libro, una pagina Web, el curso de un profesor, etc-; las enti-
dades O, para I=m+ 1, .., p son otras obras -teorias, montajes experimentales,
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praxeologias, etc- consideradas Utiles para deconstruir las respuestas R° y extraer
lo necesario que hay alli para construir la respuesta R (ibid). Con la introduccién
del esquema herbartiano desarrollado, Chevallard (2012) precisa lo que puede
ser visto como un Recorrido de Estudio y de Investigacion (REI).

Una vez definidos los REl, sintetizamos a continuacién sus caracteristicas

esenciales:

14

— Los REl se generan por una pregunta Q denominada generatriz. Es decir,

una pregunta cuya respuesta no es inmediata y que permite formular
sub-preguntas, denominadas preguntas derivadas (Chevallard, 2004).
La busqueda de respuestas a las preguntas conduce no solo a la cons-
truccion o reconstruccion de un conjunto de praxeologias, sino que tam-
bién remite a la busqueda de informacion como recurso indispensable
para aportar a la construccion de respuestas y, en consecuencia, al ana-
lisis y evaluacion de esa informacion. Esto genera diferentes niveles de
accion, indispensables en una ensefanza por REl: observar las respuestas
existentes, analizarlas, evaluarlas, desarrollar una nueva respuesta vy,
finalmente, defender la respuesta producida (Chevallard, 2012).

El medio didactico en una ensenanza por REI es construido al mismo
tiempo que se gestan las respuestas a las preguntas, no esta determinado
previamente, se construye a lo largo del recorrido y puede incorporar
cualquier componente que sea aceptado y validado por la comunidad
de estudio.

La comunidad de estudio en una ensenanza por REI no se limita al grupo
formado por el profesor y los estudiantes. Esta comunidad de estudio se
amplia e incorpora, al menos momentaneamente, a cualquier persona o
institucion que resulte de utilidad o pueda aportar una obra Util y perti-
nente a la construccion de las respuestas.

El profesor es considerado el director del proceso de estudio (Chevallard,
2009); es una fuente mas de informacion como cualquier otro medio de
comunicacion, pero es el responsable de guiar el proceso de estudio. No
ocupa el lugar central en la clase, como tampoco es considerado el unico
poseedor del saber.

Los estudiantes amplian sus posibilidades de accion: formulan preguntas,
proponen recursos, fuentes de informacién, construyen respuestas, las
evaluan, las difunden, defienden, y reciben, de manera critica, las res-
puestas de otros estudiantes (Chevallard, 2012).
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— El saber es considerado de manera integral, un conjunto de saberes
interrelacionados entre si, que son pertinentes y se han construido como
producto de una necesidad de respuesta.

— Esta articulacion entre saberes se gesta en los procesos de modelizacion.
L.a modelizacion es considerada un proceso de reconstruccion y articula-
cion de praxeologias de complejidad creciente (Barquero, Bosch y Gascén,
2011), permitiendo la propuesta de REI con cuestiones generatrices cada
vez mas amplias. No se trata de “aplicar” un saber matematico a una
situacion en contexto. Se trata de delimitar un sistema -economico, fisico,
biologico, etc-, luego describir sus variables, las relaciones entre ellas,
formular un primer modelo, someterlo a prueba y perfeccionarlo las veces
que sea necesario, hasta que sea capaz de construir una respuesta razo-
nable, que pueda ser validada y aceptada por la comunidad de estudio.

En la seccion siguiente presentamos el estado actual de la cuestion en torno
a ensenanzas por REl, con el proposito de mostrar en qué contribuirfa, de forma
novedosa, nuestro trabajo.

ANTECEDENTES DE ENSENANZAS POR REI

En esta seccion describiremos los 14 trabajos mas recientes que han sido
desarrollados en el contexto de ensenanzas por REl, o propuestas abiertas de
REI. Describiremos, en primer lugar, los trabajos segun su codisciplinaridad, ya
sea con la Economia y/o Ciencias Economicas y empresariales y/o Adminis-
tracion y direccion de empresas, al igual que con la Biologia, la Fisica o la
Medicina. Luego pasamos a los recorridos monodisciplinares (cuyas cuestiones
son intra-matematicas), y un recorrido propuesto para estudiar cuestiones de
la Didactica de la Matematica.

* Respecto a los trabajos codisciplinares a la Economia y/o Ciencias Econ6-
micas y empresariales y/o Administracion y direccion de empresas, situamos
los trabajos de Fonseca (2010, 2011¢) y Serrano, Bosch y Gascon (2010)
en el nivel universitario, y los trabajos de Ruiz-Munzoén (2010), Ruiz, Bosch
y Gascon (2007) y Donvito, Otero y Sureda (2014) en el nivel secundario.

Fonseca (2010) implementé un REI cuya cuestion generatriz corresponde a
la movilidad del personal de una empresa, planteando hipdtesis respecto no
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solo de las politicas de movilidad, sino también sobre la reparticion de los
trabajadores. La implementacion de recorrido se realizd en un taller-seminario
con estudiantes de una facultad de ciencias econémicas y empresariales. El
REI provocd la emergencia de la diagonalizacion y multiplicacion de matrices,
asi como la resolucion de sistemas de ecuaciones. El analisis y descripcion de
resultados se centrd en las organizaciones matematicas desarrolladas y en la
determinacion y descripcion de los momentos del estudio. Continuando con el
estudio de la diagonalizacion de matrices, Fonseca (2011c) disené e implemento
un REl en un taller de matematicas con alumnos de una escuela de ingenieria
industrial, cuya pregunta de partida se refiere a la fabricacion de tres modelos
de motos. Para cada fabrica se especifican los indices de produccion, los cos-
tos, ingresos, precio de venta y forma de trabajo, construyendo modelos matri-
ciales lineales y utilizando el software Mathematica. El analisis y descripcion
de resultados se elabora en términos de los momentos del estudio y de las
técnicas matematicas propuestas.

Serrano, Bosch y Gascon (2010) disefaron un taller de modelizacion y lo
implementaron en cuatro grupos de primer ano de una carrera de adminis-
tracion y direccion de empresas. Proponen iniciar el taller con una cuestion
generatriz vinculada a la prevision de ventas. El taller, que funcion6 de forma
paralela al desarrollo del curso, tuvo una duracion de 5 sesiones de clases.
Previo a la concrecion del taller, se llevaron a cabo cuatro “clases tedricas” para
que los estudiantes tuvieran conocimientos sobre ciertas familias de funciones
ya estudiadas en secundaria, tales como funcion afin, funcion cuadratica, fun-
cion cubica, funcion hiperbolica y funciones exponenciales. Se realizé un ana-
lisis a priori de las posibles cuestiones derivadas y se evaluo la experimentacion
segun las restricciones identificadas y la dialéctica de los medias y medio.

Donvito, Otero, Sureda (2014) disefaron, implementaron y analizaron la
viabilidad de un REI cuya pregunta generatriz se refiere a los planes de
ahorro. Se efectuaron implementaciones en cursos habituales de matematicas
de tres instituciones con caracteristicas diferentes: una secundaria estatal
(estudiantes de 16-17 anos), una privada (estudiantes de 16-17 anos) y una
secundaria para adultos (estudiantes de 16-60 anos). El REI suscita el estudio
de funciones, funciones lineales, funciones exponenciales, logaritmos, limites y
el niimero e, sucesiones y series, capitalizacién, amortizacion (constantes
y variables). El analisis de resultados fue elaborado a partir de las actitudes
de la PICM: herbartiana, procognitiva, exotérica, de problematizacion y enci-
clopedista ordinario.
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Ruiz-Munzon (2010) y Ruiz, Bosch, y Gascon (2007) proponen el disefio y
la experimentacion de un taller de modelizacion matematica cuya pregunta
generatriz corresponde a los beneficios, la produccion y venta de camisetas. La
experimentacion se efectud en tres grupos de estudiantes del nivel secundario
durante el tercer trimestre 2004/2005. Se propone la utilizacion de la Calcula-
dora Simbolica Wiris (CSW) para facilitar la creacion, representacion grafica y
manipulacion de diferentes expresiones algebraicas. Se distinguen, a lo largo
del trabajo, dos casos en relacién a la funcion costes (costes lineales y costes
cuadraticos), suponiendo que la funcion de ingresos es igual al producto entre
las cantidades vendidas y el precio de venta por unidad del producto. Se propone
una caracterizacion del desarrollo hipotético de la modelizacion funcional, en
tres niveles caracterizados mediante praxeologias matematicas de complejidad
y completitud crecientes. Ademas, el analisis de datos fue elaborado a partir de
las cuestiones derivadas y los modelos construidos para dar respuesta.

* Respecto a los REI codisciplinares a la Biologia, ubicamos el trabajo de
Barquero (2009, 2011) en el nivel universitario y el trabajo de Ruiz-Higue-
ras y Garcia Garcia (2011) en el nivel inicial.

Barquero (2009, 2011) disefio e implementd un REI cuyas preguntas gene-
ratrices corresponden a la dinamica de poblaciones. La implementacion se llevo
a cabo en un curso denominado ‘taller de modelizacion matematica’, con
alumnos de ingenieria técnica quimica industrial de la Universidad Autonoma
de Barcelona. Este taller fue desarrollado de forma paralela al curso tradicio-
nal de matematicas. El recorrido propuso estudiar la evolucion de una poblacién
cuyo tamano varia con el tiempo. La pregunta generatriz condujo al disefio de
tres REI que permitieron cubrir parte de las organizaciones matematicas pro-
puestas para estudiar en el programa de estudio de los primeros cursos uni-
versitarios de Ciencias Experimentales: por ejemplo, cuestiones de algebra lineal
y calculo diferencial en una variable. El analisis y descripcion de las experimen-
taciones fue realizado en términos de cuestiones generatrices, cuestiones deri-
vadas, modelos poblaciones y organizaciones matematicas, construidos para
dar respuesta a tales cuestiones.

Ruiz-Higueras y Garcia Garcia (2011) describieron las praxeologias que
surgen al desarrollar tareas de modelizacién matematica a partir de un sistema
configurado por una coleccion de gusanos de seda que se transformara (meta-
morfosis) a lo largo del tiempo. En la propuesta participaron una maestra y un
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grupo de alumnos (3 a 6 anos) de la educacion infantil. Los ninos trabajaron
en un taller de matematicas que permitié abordar no unicamente las diferentes
cantidades de magnitudes discretas, sino también la necesidad de medirlas y
de formular esta medida. La descripcién de los resultados fue realizada a partir
de la determinacion de las praxeologias matematicas construidas, y de la carac-
terizacion de la praxis y logos didactico de la profesora.

* Respecto a los trabajos codisciplinares a la Fisica, situamos el trabajo de
Costa, Arlego y Otero (2014) en el nivel universitario y el de Otero, Gazzola,
Llanos y Arlego (2016) en el nivel secundario, en la formacién de profe-
sores y con investigadores en formacion.

Costa, Arlego y Otero (2014) disenaron e implementaron un REI codisciplinar
a la Fisica en un curso habitual de matematicas de una facultad de ingenieria.
La pregunta generatriz se refiere a la construccion de edificaciones sustentables.
Esta pregunta y sus derivadas permiten emerger las razones de ser del Calculo
Vectorial, integrando campos como la Termodinamica, la Mecanica de los Flui-
dos, la Hidrodinamica, la Electricidad y el Magnetismo. El andlisis de datos se
hizo a partir de la escala de niveles de codeterminacion didactica y de las
dialécticas, concluyendo con una serie de condicionamientos en las diferentes
escalas que dificultan el desarrollo del REL

Otero, Gazzola, Llanos y Arlego (2016) disenaron, implementaron y evaluaron
un REl a partir de la pregunta generatriz ¢Por qué se cayo la Piedra Movediza
de Tandil? Se llevaron a cabo implementaciones en cursos de los ultimos anos
del nivel secundario, en cursos de formacion de profesores de matematicas y
con investigadores en formacion. Fueron estudiadas cuestiones referidas a los
sistemas oscilantes, movimiento armoénico simple, ecuaciones del movimiento,
funciones armonicas, oscilaciones amortiguadas y forzadas, resonancia, nocio-
nes de periodo, frecuencia, ciclo en una oscilacién, funciones seno y coseno.
Analizaron los resultados en términos de preguntas derivadas, de las organi-
zaciones matematicas y fisicas desarrolladas y de los modelos construidos.

* Respecto a los trabajos codisciplinares a la Medicina Nuclear, situamos
el trabajo de Olivera Lucas (2015) en el nivel universitario.

Oliveira Lucas (2015) describe la experimentacion y evaluacién de recorridos
de estudio e investigacion disenados para la ensefianza del calculo diferencial

18 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 3, DICIEMBRE DE 2017



Ensefanza de la matematica por recorridos de estudio e investigacion...

elemental en un primer curso de una licenciatura de Medicina Nuclear de la
ensenanza universitaria portuguesa. Estos recorridos partieron de datos concre-
tos y se basaban en problemas vinculados a la propagacion de epidemiasy a
la variacion de la concentracion de un medicamento. Efectuaron la construccion
y descripcion de los posibles recorridos matematicos a priori y cada sesion de
clase fue analizada en términos de las cuestiones, actividades y técnicas.

* Respecto a los recorridos monodisciplinares, ubicamos el trabajo de Llanos
y Otero (2015) en el nivel secundario; y los trabajos de Fonseca, Pereira y
Casas (2010) y Fonseca (20114, 2011b) en la transicién entre el nivel
secundario y universitario.

Llanos y Otero (2015) disenaron, implementaron y evaluaron un REIl cuya
pregunta generatriz corresponde a la multiplicacion de curvas. El REI fue imple-
mentado en dos cursos en paralelo por cada ano, durante tres anos consecu-
tivos, con estudiantes de cuarto afio (14-15 anos) del nivel secundario argentino.
El recorrido permite estudiar varias organizaciones matematicas, segun las
curvas que se elijan y las operaciones, entre ellas: funciones polinomicas, fun-
ciones racionales, funciones homograficas, funciones potenciales, funciones
radicales, funciones trascendentes. “La generatividad de la cuestién inicial pro-
puesta en el REl, planteada en los dominios geométrico, grafico y funcional; da
sentido a los puntos notables de las curvas y a las caracteristicas generales de
la representacion grafica de dicha funcion” (Llanos y Otero, 2015: 270). Se hizo
un analisis detallado de acuerdo con las funciones didacticas (mesogénesis,
topogénesis y cronogénesis).

Fonseca, Pereira y Casas (2010) disefaron e implementaron, en un “taller
de problemas’, un recorrido para estudiantes de Ingenieria Quimica cuya
pregunta de partida se refiere a la optimizacion de funciones. Otorgaron un
rol fundamental al software GeoGebra'y al software Mdaxima. Construyeron un
primer modelo algebraico identificando sus componentes, relaciones y expre-
sion. El andlisis de la experimentacién se hizo en términos de las modificacio-
nes posibles de realizar a la cuestion inicial para lograr transponerla de la
institucion secundaria a la universidad, en funcién de los momentos del estudio
y determinando los grados de completitud de las organizaciones matematicas
reconstruidas.

Fonseca (2011a, 2011b) disend un REl en torno al “disefio y fabricacion de
un contenedor que tenga el mayor volumen posible” (Fonseca 2011b: 16). Su
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objetivo fue promover una continuidad en el proceso de estudio desde el nivel
secundario hacia los primeros anos de la universidad, a partir de la ampliacion
de una misma cuestion generatriz. El REI no fue implementado en la escuela
secundaria y si en la universidad, en la Escuela de Ingenierfa Industrial (electro-
nica y quimica) durante tres sesiones de un “taller de matematica”. En este nivel,
se propone estudiar unidades relativas al Calculo y Algebra Lineal. El objetivo
particular de este recorrido es abordar el estudio de la derivada introduciendo la
optimizacion de funciones como respuesta a la pregunta generatriz y sus deri-
vadas, recuperando tareas que abarcan, por ejemplo, el estudio de la monotonia
de la primera y segunda derivada, los extremos de una funcion y la interpretacion
de derivadas. Los datos fueron analizados a partir de la determinacion de los
grados de completitud de las organizaciones matematicas reconstruidas.

* Por ultimo, el recorrido propuesto para estudiar cuestiones de la Didactica
de la Matemética corresponde al trabajo de Corica y Otero (2016) realizado
en el nivel universitario.

Corica y Otero (2016) disenaron, implementaron y evaluaron un REl para la
formacion de profesores. El recorrido se desarrollé en un curso del tercer ano
de la carrera de profesora en matematicas, en una universidad publica argen-
tina. Se propuso a los futuros docentes la cuestién generatriz {Como disenar e
implementar dispositivos diddcticos para el estudio de la matemdtica? El analisis
fue realizado a partir de la categorizacion de las preguntas derivadas segun el
género de tarea al que remite su estudio, la identificacion de los tipos de tareas
asociados a los mismos y las actitudes que pueden describirse en términos de
las dialécticas.

La caracterizacion y clasificacion de estos trabajos estan resumidas en la
Tabla 1. La primera columna contiene el(los) autor(es) de los trabajos y el afno
de publicacion; la segunda, el tipo de propuesta; la tercera incluye las nociones,
temas y disciplina en torno a los cuales han sido formuladas las preguntas
generatrices de cada REl; la cuarta columna presenta el nivel educativo y/o la
carrera en la cual ha sido propuesto y/o implementado el REl; la quinta, el
espacio de implementacion (un taller de matematicas, un seminario o el curso
habitual de matematicas) y, finalmente, la tltima columna contiene el foco de
analisis de cada trabajo.

Lo novedoso de nuestro trabajo es la propuesta, desarrollo y uso de una nue-
va metodologia de analisis para estudiar la dinamica de los REl, una metodologia
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antes no usada y propuesta por primera vez en este trabajo. Nuestro REl se
vincula a cuestiones de la microeconomia, especificamente los modelos de
oferta y demanda de un unico bien. El REl fue implementado en dos cursos
de matematicas del nivel secundario argentino, en las clases habituales, no en
cursos tipo “Taller” ni en clases paralelas al curso habitual. Este recorrido tuvo
una implementacion extendida en el tiempo (36 sesiones), marcando alli una
diferencia con las implementaciones de otros disefos. Ademas, se describio el
proceso de estudio en términos de los gestos didacticos denominados “dialéc-
ticas”. Aqui reside la contribucion mas importante y novedosa: la metodologia
de analisis que presentamos en este trabajo corresponde a la construccion de
un conjunto de indicadores didactico-matematicos potencialmente Utiles para
determinar la operatividad de cada una de las dialécticas. Nos ubicamos en una
fase superior de analisis: nos centramos no en describir el proceso de estudio
producto de la implementacion del REI (resultados ya publicados en Parra, Otero
y Fanaro, 2013, 2014, 2015), sino en como generar un conjunto de indicadores
de las dialécticas, con base en los datos obtenidos al implementar el REI. Estos
indicadores se encuentran en una primera etapa de formulacién y, por consi-
guiente, seran ampliados a partir no solo de futuras implementaciones propias,
sino de otros colegas que trabajen en ensenanzas por REI. El trabajo de Salgado,
Otero y Parra (2017) aporta en este sentido y corresponde a una tesis en vias
de desarrollo. Aqui se ha implementado un REIl en la universidad, en dos cur-
sos de Calculo con estudiantes de Economia y Administracion de empresas. La
pregunta generatriz se refiere a los costos de un microemprendimiento. Para el
analisis del proceso de estudio, el trabajo ha tomado como punto de partida la
construccion de los indicadores aqui descritos. Antes de presentar los indica-
dores construidos, incluimos una breve descripcion de cada una de las nueve
dialécticas. Esta descripcion se realiza de manera independiente no para indicar
la no relacion entre ellas, sino para manipular la construccion de los indicadores
de cada una de las dialécticas.

DIALECTICAS O SABERES-HACER DIDACTICO-MATEMATICOS

Existen diferentes acepciones del concepto “dialéctica’, una de ellas es interpre-
tarla como “la ciencia del movimiento”; esta concepcion es muy indeterminada
y subraya la movilidad o caracter dindmico de todo. Otra es definir la dialéctica
como concepcion de la “diversidad de relaciones” implicadas en cualquier
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proceso: significa que todo esta interconectado y que hay un proceso continuo
de cambio en esta interrelacién (Bueno, 1972). La tercera acepcion de dialéctica
es definirla como concepcion que subraya la estructura de ‘“retroalimentacion
negativa” de ciertos sistemas, llamados precisamente por este motivo, dialécticos
(Olleta, 1997). La cuarta acepcién, que fundamenta la nocién de dialéctica en
una ensenanza por REl, es la de dialéctica definida en funcion de las contra-
dicciones implicadas en los procesos analizados, en este caso, en los procesos
de estudio. Esta concepcion acepta los cambios originados en las contradiccio-
nes, a partir del conflicto o del enfrentamiento. Aqui, en un aula de clase, en
una comunidad de estudio provista con las intenciones de responder una
pregunta generatriz y sus derivadas.

Adhiriéndonos a la nocién de dialéctica como una “teoria de las contradic-
ciones’, y considerando el caracter metaférico de la ciencia en general y de la
didactica en particular, asumimos que las acciones ocurridas en el desarrollo
de una clase pueden encuadrarse en diferentes gestos dialécticos: del estudio
y de la investigacion; del individuo y del colectivo; del andlisis-sintesis praxeo-
l6gica y del analisis-sintesis didactica; del tema y fuera-de-tema; del paracaidista
y de las trufas; de las cajas negras y cajas claras; media-medio; de la lectura y
de la escritura, y de la difusion y de la recepcion (Chevallard, 2002, 2013b). Es
importante destacar que no hay dualidad en una dialéctica sino un proceso
interactivo, una interrelacion entre los polos de la misma que generan “algo
nuevo’. Por ejemplo: entrar o salir del tema son acciones contrapuestas, no
duales, una accion Ilama a la otra. Dentro de esta dialéctica, si se comenzd a
estudiar un asunto, habra también que decidir cuando dejar de hacerlo, pero
esta dinamica produce el estudio de un asunto de una manera “‘nueva’, dirigida
por el interés de responder a un cuestionamiento.

* Dialéctica del estudio y de la investigacion (Dg,): la bisqueda de respues-
tas a una pregunta generatriz combina el estudio de praxeologias, dispo-
nibles en la cultura escolar (denotadas R), con la formulacion de nuevas
preguntas (preguntas derivadas). Responder una pregunta generatriz
genera un cuestionamiento de las obras, nociones y saberes vinculados
a ella. Este cuestionamiento provoca una investigacion en torno a esas
obras y, a su vez, esta investigacion genera estudios especificos. Asi se
concreta una dialéctica: una investigacion genera un estudio y un estudio,
una investigacion.
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* Dialéctica del individuo y del colectivo (D,c): los REI corresponden a un
trabajo colectivo pero, en el proceso de busqueda de respuestas a pre-
guntas, cada actor del proceso de estudio, o sea el profesor y los estu-
diantes, puede sequir el recorrido que desee. Seguin Chevallard (2013b)
cada miembro de la comunidad de estudio debe considerarse libre de
perseguir un estudio e investigar relativamente respecto a las preguntas,
pero sin dejar de contribuir al conjunto. Esta dialéctica es fundamental
no solo al interior de cada grupo de trabajo, sino también en la clase en
general, con la intervencion del profesor para decidir qué cuestiones
seguir, como gestionar las puestas en comun, etcétera.

* Dialéctica del andlisis-sintesis praxeoldgica y del andlisis-sintesis diddctica
(Dasp.asp): cOnsideraremos esta dialéctica no en el sentido estricto, es decir,
sin distinguir el analisis-sintesis praxeoldgico del andlisis-sintesis didactico.
Preferimos mantener el nombre asignado por Chevallard (2013b), pero
asumimos que la construccion de una respuesta a una pregunta no se
limita a buscar, investigar y estudiar los saberes utiles para construir la
respuesta. Es necesario concretar un andlisis de esos saberes y determinar
qué es lo util, lo funcional para la construccion de la respuesta buscada.
Este analisis comporta ademas la elaboracion de una sintesis, entendida
no como un resumen de esos saberes sino como una produccién perso-
nal-grupal de los saberes, identificando las relaciones y los elementos
utiles para la construccion de respuestas.

* Dialéctica del tema y fuera-de-tema (Dypp): Una auténtica pregunta gene-
ratriz, vinculada o no con disciplinas diferentes a las matematicas, conduce
inevitablemente a estudiar e investigar saberes ligados directa o indirec-
tamente a la pregunta de partida. La busqueda de respuestas a una
pregunta no es lineal y directa. Es necesario transitar por un camino con
ramificaciones que generan “salidas” al estudio e investigacion de obras
que parecen ser pertinentes para la construccion de la respuesta a cons-
truir, aunque luego resulten no serlo.

* Dialéctica del paracaidista y de las trufas (Dp4): un proceso de estudio que
tiene como punto de partida una pregunta generatriz necesita “rastrillar’
areas amplias, de gran alcance, zonas donde se estima que puede encon-
trase un saber Util a la construccion de una respuesta. Una vez identifi-
cadas las areas pertinentes, es necesario realizar enfoques cada vez mas
proximos, con el objetivo de identificar las “pepitas” -las “trufas’- que
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permitirdn progresar en el estudio e investigacion. Los términos “paracai-
dista” y “trufas” se deben al historiador francés Emmanuel Leroy-Ladurie,
quien clasificd a los historiadores como paracaidistas y buscadores de
trufas. Por un lado, los paracaidistas realizan una exploracion en extensas
areas de territorio, mientras los buscadores de trufas sacan a la luz los teso-
ros enterrados. “Buscadores de trufas' y ‘paracaidistas’ los primeros hurgan
en torno a si con las narices metidas en la tierra; en tanto que los segun-
dos descienden en medio de las nubes, inspeccionando el panorama de
todo el campo, pero desde una altura tan elevada que no alcanzan a
percibir con claridad nada en detalle’ (Bouza Alvarez, 1990: 99).

Dialéctica de las cajas negras y cajas claras (Dey.co): en una ensefanza
tradicional, las obras deben estudiarse porque asi se ha explicitado en el
programa de estudios, sin cuestionar demasiado su utilidad, el por qué 'y
para qué de su estudio. En una ensenanza por REIl, en cambio, se trata
de buscar un nivel intermedio sobre cuanto y qué estudiar de una obra.
Esto es considerado como el nivel de gris mas éptimo en funcion de una
necesidad. Esta dialéctica estimula el estudio de los saberes pertinentes,
los necesarios para “clarificar’” algunos aspectos de las obras que son
necesarios y dejar en la “oscuridad” los que no lo son.

Dialéctica media (sistema de informacion)-medio (de estudio) (Dy.,) (0 de
la conjetura y de la prueba): el ingreso en la pedagogia de la investigacion
y del cuestionamiento concibe un medio didactico mas proximo al desa-
rrollado en una practica de investigacion. EI medio de estudio no esta
definido de antemano, sino que se construye y sus componentes son
puestos a prueba en paralelo a la construccion de respuestas. Esta con-
cepcion de medio, mas amplio y abierto, permite el ingreso a él de cual-
quier tipo de saber producto de diferentes fuentes de informacion,
diferentes medias. En una ensefianza monumental el Unico media del
que dispone el estudiante es el profesor. En una ensefnanza por REIl, en
cambio, el alumno puede considerar e incorporar al medio de estudio una
obra reencontrada en cualquier otro media. Chevallard (2013b) define un
media como cualquier sistema que represente una parte del mundo natu-
ral o social destinado a un publico especifico: el “curso” de un profesor,
un articulo de quimica, una revista, un periodico, un sitio de Internet, etc.
Esta dialéctica corresponde también, de acuerdo con sus primeras formu-
laciones, a la conjetura y prueba. En este sentido se refiere a que el saber
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construido en un REI y considerado producto de una conjetura, debe
ponerse a prueba.

* Dialéctica de la lectura y de la escritura (D,_g): el proceso de busqueda de
respuestas disponibles en los diferentes medias conduce a una ‘decons-
truccion” de estas respuestas. Esta deconstruccion se refiere a un desglo-
samiento, a identificar, separar, ‘leer’ las obras que pueden servir a 1a
construccion de la respuesta buscada. Esta “lectura” activa asi, en principio,
tres tipos de tareas: observar, analizar y evaluar estas respuestas, para
luego activar otros tres tipos de tareas, mas propios de la “escritura”: desa-
rrollar, difundiry defender la respuesta producida. Esta dialéctica incita al
desarrollo de diversos niveles de escritura: diarios de clase, notas de
sintesis, glosarios, produccion final, etcétera.

* Dialéctica de la difusién y de la recepcion (Dpg): una vez construida la
respuesta, cada miembro o grupo de estudio debe difundirla, darla a
conocer explicando sus componentes y justificando las elecciones reali-
zadas. Esta difusion no consiste en una simple presentacion de la res-
puesta, sino que debe ser una difusién que tome en cuenta la recepcién
del resto de la comunidad, una difusion que considere los cuestionamien-
tos, las aceptaciones y resistencias del resto de la clase.

A continuacion presentamos la metodologia de la investigacion. Resulta
indispensable mencionar, ademas, en esta seccién las caracteristicas de la
dinamica del REI implementado, para ubicar al lector en el proceso de cons-
truccion de los indicadores. Por cuestiones de espacio -y debido a que el
objetivo de este trabajo no es describir las implementaciones del REl, sino
presentar los indicadores didactico-matematicos de las dialécticas- solamente
describiremos brevemente la dinamica y estructura del REI experimentado.
Una descripcion detallada de esta dinamica se encuentra en Parra, Otero y
Fanaro (2013).

METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

La implementacion del REI fue llevada a cabo en el ultimo ano del nivel secun-
dario argentino desde el primer dia del ciclo lectivo, y estuvo a cargo del inves-
tigador. Comenzar con la implementacién desde el primer dia de clases fue una
decision tomada durante la etapa de disefo del REIl pues, de esta forma, no se
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realiz6 un “entrenamiento” previo en las praxeologias que permitirian dar res-
puesta a las preguntas, es decir, los estudiantes no sabrian qué nociones mate-
maticas permitirian aportar las respuestas. La implementacion de mayor duracion
se desarrollo durante 36 sesiones de clases en un grupo de alumnos del Ultimo
ano de los niveles secundarios argentinos (16-17anos), distribuidos (a eleccion
de ellos) en 6 grupos de trabajo ubicados, por decisién institucional, en mesas
redondas. Las 36 clases se desarrollaron a lo largo de siete meses. Los encuentros
se concretaban dos veces por semana, con duracion de 2 horas cada sesion. Se
realizo observacion participante, se tomaron notas de campo que permitieron
registrar en un diario de clase las intervenciones, dificultades, sensaciones,
acontecimientos, etc. Fue registrado el desarrollo de las clases en audios gene-
rales, para facilitar su registro cronolégico, y principalmente se recolectaron las
producciones de los estudiantes de todas y cada una de las sesiones de clase.
Estas producciones eran escaneadas y devueltas la sesion siguiente.

El REI fue implementado dentro de las clases usuales de matematicas. El
profesor y los estudiantes acordaron que el proceso de estudio a desarrollar
diferirfa de la forma en que estaban habituados a trabajar. Este grupo de jovenes
ha realizado toda su escolaridad con una ensenanza enmarcada en el para-
digma tradicional, donde el docente de matematicas explica un “tema” del
programa y los alumnos resuelven actividades de aplicacion del “tema” previa-
mente expuesto. En esta oportunidad, el profesor les propuso trabajar de forma
diferente: estudiarian matematicas a partir de preguntas que cada grupo debe-
ria responder y luego comunicar y defender. No se redacté un contrato de
trabajo, pero si se mencionaron algunas “clausulas’ respecto a:

* |La modalidad de trabajo: los estudiantes trabajarian en grupos de cinco
integrantes cada uno, maximo. La conformacién de los grupos era volun-
taria y debian permanecer estables a lo largo de todo el recorrido.

* Los recursos a utilizar: ademas del propio docente de matematicas, los
alumnos podian consultar a los demas profesores del colegio, en particular
al profesor de economia. Se incorpor6 el uso de computadoras: cada grupo
disponia de una computadora con acceso a Internet, permitiendo realizar
busquedas cuando lo creian necesario, o utilizar el GeoGebra® si lo
consideraban pertinente. Ademas, se acordd asistir a la biblioteca del
establecimiento para consultar los libros de texto (de matematicas y/o de
microeconomia) alli disponibles.
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* La evaluacion: se acordd que la evaluacion seria a lo largo del proceso
de estudio, clase a clase, a partir de las producciones individuales y gru-
pales diarias. Luego, habria una instancia de sintesis que también formaria
parte de la evaluacion de todo el proceso de estudio.

Las preguntas generatrices del REl se refieren a la microeconomia, especifi-
camente al comportamiento de las leyes de oferta y la demanda de mercado.
Desarrollamos un REI cuyas preguntas e hipotesis de partida (H,, H; y H,) per-
miten construir y analizar las variaciones de un modelo lineal de oferta y deman-
da, donde las ecuaciones dependen tnicamente del precio del bien (p) y de las
cantidades del mismo (cantidad demanda y cantidad ofrecida). Estas hipédtesis
no se explicitaron al grupo de alumnos como tales, sino que fueron consideradas
durante las primeras fases de la ingenieria didactica, especificamente cuando
se diseno el recorrido implementado. Las hipotesis son las siguientes:

H,: Existe el estado de equilibrio y es accesible.

H;: El equilibrio en el mercado se alcanza siy sélo si la demanda excedente
es cero: C;, — C, = 0, siendo C, la funcién de demanda y C, la funcion de
oferta.

H,: Las funciones C,y C, son lineales y dependen de una tnica mercancia.

Bajo estas hipotesis, las preguntas generatrices, tal cual fueron presentadas
a los estudiantes por parte del profesor, fueron las siguientes:

Q,: Supongamos que se estd elaborando un producto con la intencion de
venderlo. De un ensayo de ventas previo se obtuvo la informacién ofrecida en
las tablas siguientes:

Cantidad Precio por unidad Cantidad Precio por unidad
ofrecida (en $) demandada (en %)

155 10 330 7

307 18 250 15

98 7 270 13

¢Como determinar a qué precio por unidad todo lo producido se vende y
no queda demanda insatisfecha? ¢Qué modelo lineal permitiria estudiar el
comportamiento de la oferta y demanda en este mercado?
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Q,: {Como se podria estudiar el comportamiento de las leyes de oferta y la
demanda para cualquier par de funciones lineales de oferta y de demanda?
¢Como podria hallarse en este caso el punto de equilibrio?

Q;: Supongamos que la funcion de oferta de un mercado esta dada por la
funcion C, (p) = 3p — 2 y que la funcion de demanda, por C, (p) = —=4p + 6
<Como describir la variaciéon del punto de equilibrio si solo se modifica el valor
de la cantidad inicial demandada? éY si se modifica el valor de la cantidad
inicial ofrecida?

Q,: {Como describir la variacion del punto de equilibrio si solo se modifica
el valor de las pendientes?

Q,: (Cuanto varia exactamente el punto de equilibrio en cada caso?

Es importante mencionar que estas preguntas fueron presentadas en el
orden indicado. O sea, fue una sucesion de preguntas donde cada una de ellas
fue propuesta por el profesor en los momentos donde lo creia conveniente.
Cada grupo de alumnos tenia la tarea de aportar una respuesta, comunicarla
y defenderla ante el resto. Las preguntas que surgian en los distintos grupos
de alumnos eran consideradas por la comunidad de estudio y también debian
responderse. Cada grupo debia aportar respuestas, utilizando las sesiones de
clases necesarias y los recursos disponibles. El profesor recorria los grupos para
seguir el trabajo de cada uno y gestionaba las puestas en comun, ayudando
pero sin aportar las respuestas a las preguntas planteadas, permitiendo que
los estudiantes asumieran su papel en la construccion de respuestas y en el
planteo de nuevas preguntas. Los alumnos debian hacerse cargo de las pre-
guntas y comprometerse con la elaboracion de respuestas genuinas, y no
simplemente buscando informacion.

El REIl experimentado permitié estudiar organizaciones matematicas en
torno a rectas del plano en diversos momentos del proceso de estudio, a la
derivada de funciones que condujo al estudio del limite de funciones (invir-
tiendo asi el orden “habitual’, que en general se efectia a la inversa, primero
se estudia el limite y luego la derivada), a la continuidad y al analisis de
algunas funciones sencillas. Respecto a las obras de la microeconomia, fue
posible estudiar el esquema de funcionamiento de un modelo economico, el
analisis de los mercados, concepto, clases, funcionamiento, equilibrio y la
determinacion de precios.
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Cada pregunta permitié a los grupos (con la ayuda del docente) formular
una serie de preguntas derivadas, que por razones de espacio no detallaremos
aqui. Conviene mencionar que las preguntas derivadas emergieron durante
el proceso de estudio. Como ya lo indicamos anteriormente, el profesor pro-
puso a los estudiantes las preguntas que presentamos bajo el rétulo Q,, Q,,
Q; Q, y Qs. Estas preguntas no se dividieron a priori en cada una de sus
derivadas, sino que las derivadas emergieron a lo largo del proceso de bus-
queda de respuestas a las Q, i =1, .., 5. Es decir, el profesor no dividié a priori
las cuestiones Q, i =1, ., 5 en sus derivadas -por ejemplo, el profesor no
dividio a priori la cuestion Qs en 13 sub-cuestiones, sino que estas 13
sub-cuestiones fueron emergiendo a lo largo del proceso de estudio en los
diferentes grupos de la clase, bajo su direccion-. Una descripcion detallada
del funcionamiento de la dialéctica del estudio y la investigacion centrada
precisamente en la generacion de las sub-cuestiones ha sido el foco de un
trabajo ya publicado (Parra, Otero y Fanaro, 2015). Aqui solamente presenta-
mos el esquema que resume las preguntas.

Para analizar los registros obtenidos fue disefada la Tabla 2. En la primera
columna se coloca el numero de clase (desde la clase 1 a la 36); la sequn-
da contiene las preguntas estudiadas; la tercera, dividida en 9 sub-columnas,
contiene las dialécticas; aqui se coloca un 1 para indicar que esa dialéctica fue
identificada y un 0 para indicar que no. Finalmente, la cuarta columna contie-
ne el indicador del funcionamiento de la dialéctica correspondiente.

Tabla 2. Funcionamiento de las dialécticas.
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Qy.1: ¢{Qué es un modelo de oferta y de demanda?
Q12: ¢ Qué es la oferta y qué es la demanda?
Q,.5: ¢ Cudles son las leyes de la oferta y la demanda?

Q1.4: {Qué es el punto de equilibrio?
Q.50 (Como se calcula el punto de equilibrio?

Q,6: (Como es la ecuacion de una recta?

Q17: {Coémo hallar la ecuacion de una recta que pasa por dos puntos?

Q,.5: {Como resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas?
Q,.9: ({Cuando una funcion lineal es creciente y cuando decreciente?

Qy.1: {Como determinar los signos de los parametros?
Q2,: {Como se interpretan los parametros en la microeconomia?

Identificacion del modelo - Construccion del OMat Funcién afin - OMat Rectas del plano
modelo - Analisis del modelo - Evaluacion OMic Oferta y demanda - OMat Sistemas de
del modelo. ecuaciones

Qs.1: ¢ Cuando dos rectas son paralelas?
Qs,: (Como utilizar el GeoGebra®?
Qs3: ¢ Cual es la formula para sacar el cambio?

Qs.4: {Como obtener las variaciones de “forma practica?

_—— e e = = = =

OMat Desplazamientos de rectas | (e Restricciones del |

I OMat Relaciones entre variables |I dominio !

| OMat Sistemas de ecuaciones | e e o = —
]

(‘

Qs.1: (Como justificar los cambios constantes?
Qs (Como hacer para obtener los valores sin graficar?
Qs3: (Como determinar el incremento de una variable respecto a otra?
Qs.4: (Como se relaciona la derivada con el cociente incremental?
Q -) Qs4.1: (Como calcular un cociente incremental?
2 Qs.42: {Como hallar la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos?
g N — Qs.421: (Qué es una recta secante?
| OMat Derivada | ) Q5;4_2__1: (Qué es una recta tangente?
OMat Limite Qs.5: (Como calcular limites?
I Qs (Cuales son las propiedades del limite de funciones?

Qs.7: (Como calcular la derivada de cualquier funcion?
Qs (Como calcular la derivada de una funcion en un punto?
Qs9: (Siempre se debe calcular una derivada por definicion?

Qs.9.1: (Cuales son las reglas de derivacion?

Qs.92: (Cuales son los casos elementales?
Qs.10: {COomo calcular derivadas usando las reglas y los casos elementales?
Qs.11: (Como estudiar las variaciones en el punto de equilibrio utilizando la derivada?
Qs.13: ¢ Cual es la relacion de la derivada con el analisis de funciones?

\ V.

Esquema 1. Resumen de preguntas formuladas durante las 36 sesiones de clases.
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PRINCIPALES RESULTADOS: INDICADORES DIDACTICO-MATEMATICOS
DE LAS DIALECTICAS

D..;: del estudio y de la investigacion: identificamos el funcionamiento de esta
dialectica cuando en algin momento de la clase se produce:

— Una busqueda sostenida en Internet, en libros de diversas disciplinas,
consultas a profesores de diferentes disciplinas, consultas a profesionales
y/0 cualquier otra busqueda en distintos medias ajenos al profesor del
curso. Por ejemplo, en este caso, la busqueda en Internet o en libros de
matematicas y/o de microeconomia.

— El estudio de respuestas R?, es decir, el estudio de respuestas disponibles,
entendiendo por tales a aquellas obras reconocidas por la cultura y/o el
estudio de obras O; que son Uutiles en la construccion de la respuesta a
la pregunta generatriz o sus derivadas. Identificaciones de acciones de
estudio en torno a:

o R?: 0, en torno a la funcion lineal.

o RY: 0y, en torno a rectas paralelas y rectas perpendiculares.

O R$: Oy, en torno a los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos
incégnitas.
O R{: 0y, n torno a los modelos de oferta y demanda.
o RE: Owmicro €N torno a los desplazamientos de las curvas de oferta y
demanda.
— La formulaciéon de preguntas derivadas de la generatriz en los diferentes
grupos y acciones de busqueda de respuestas a las mismas. Por ejemplo:
O Qpg: ¢Qué es un modelo de oferta y de demanda?
Que: ¢Como se comporta la funcion de oferta?
Qups: ¢Como se comporta la funcién de demanda?
Quirq: ¢Qué se entiende en microeconomia por punto de equilibrio?
Quies: <Coémo representar el conjunto de datos en un sistema de ejes
cartesianos?

00O

D, del individuo y del colectivo: identificamos el funcionamiento de esta dia-
léctica cuando se detectan las siguientes acciones:

— Una toma de decisiones del grupo de estudiantes, por ejemplo ponerse
de acuerdo sobre el modelo a construir (si las cantidades ofrecidas y
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demandadas dependen del precio o si el precio depende las cantidades
ofrecidas y demandadas).

— Algun integrante menciona que la produccion que ha realizado no es
de ¢l sino del grupo, y viceversa.

— (Cada grupo acuerda como difundir y defender su respuesta, entendiendo
que es una produccion grupal, colectiva, no individual, y asignando tareas
y responsabilidades individuales en esa difusion.

— El profesor y/o los estudiantes deciden qué cuestiones estudiar.

— El docente gestiona las puestas en comun en funcion de las necesidades
de avanzar en el proceso de estudio.

— Los alumnos incorporan cuestionamientos durante las puestas en comun,
para re-direccionar el proceso de estudio segun la produccion de su

grupo.

Daspasy: del andlisis (sintesis) praxeoldgica y del andlisis (sintesis) diddctico:
identificamos el funcionamiento de esta dialéctica cuando se observa alguna
accion del siguiente tipo:

— Un andlisis de las diferentes respuestas R® que requiere decidir qué parte
estudiar de estas obras para construir la respuesta R". Por ejemplo: ¢Qué
y como estudiar los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incog-
nitas? ¢Qué y como estudiar los modelos de oferta y de demanda? éQué
y como estudiar los desplazamientos de funciones? ¢Qué y como estudiar
las relaciones entre variables?, etcétera.

— Un analisis de los datos obtenidos de diferentes sistemas de informacion:
Internet, libros de matematicas, libros de microeconomia, profesores, eco-
nomistas, comerciantes, etcétera.

— Un analisis de las preguntas formuladas dentro de cada grupo de estudio.

— Una sintesis de las técnicas, tecnologias y teorias que componen las
diferentes respuestas R?.

— Una sintesis de la informacién obtenida en los diferentes media, priori-
zando lo que es necesario y adecuado para aportar respuestas a las
preguntas.

— Una sintesis de las respuestas a las preguntas derivadas de la generatriz.

Dy del tema y fuera-de-tema: previo a enumerar los indicadores, diremos que
la separacion entre matematica y microeconomia se efectiia en términos de la
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exploracién de ambitos que no parecian tener mucha relaciéon directa con la
cuestion considerada. Por ejemplo, el estudio del limite de funciones se produjo
a partir de la pregunta sobre las variaciones del precio y cantidad de equilibrio.
Esta exploracién no fue evidente al considerar la pregunta Q,. Asi, detectamos
que esta dialéctica funciona por acciones tales como:

— Una salida a una disciplina diferente de las matematicas, por ejemplo, a
la microeconomia. La decisién sobre el dominio de validez de los para-
metros del modelo implica estudiar las leyes de oferta y la demanda, y
ajustarlos a ellas. A su vez, la representacion en un sistema de ejes
cartesianos puede alternar los ejes cartesianos.

— Dentro de las matematicas, una salida a la misma disciplina. Por
ejemplo:

O El estudio del limite de funciones para poder ingresar al estudio de la
derivada de funciones como el limite del cociente incremental.

O El estudio de sistemas de ecuaciones para ingresar al cdlculo de
puntos de equilibrio.

D, del paracaidista y de las trufas: esta dialéctica se pone en funcionamiento
cuando es introducida por primera vez una pregunta ‘nueva’, alguna pregunta
derivada, alguna R®y/o cualquier obra que, habiendo realizado una busqueda
en diferentes media y sin un analisis exhaustivo, pareciera ser util a la cons-
truccion de la respuesta RY. El funcionamiento de esta dialéctica es identificado
cuando en algun momento de la clase observamos que:

— Los grupos de alumnos no logran determinar como comenzar a responder
las preguntas, y las producciones entregadas no aportan una respuesta
parcial a las mismas.

— La busqueda en Internet es ampliada y comienzan a enfocarse en lo que
les podria ser util.

— La busqueda en los libros los lleva a descartar diferentes capitulos que
no serviran para aportar repuestas.

Denvce de las cajas negras y cajas claras: identificamos el funcionamiento de esta
dialéctica si en algun momento de la clase se produce un estudio ‘incompleto’,
parcial, de una obra. Es decir, cuando ocurre un estudio en un “nivel de gris’. Por
ejemplo, acciones pertenecientes a este nivel de “gris” son las siguientes:
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— Estudiar solo una manera de resolver un sistema de ecuaciones.

— Construir la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos sin realizar el
estudio “mecanico” de ‘“la formula”.

— Estudiar rectas paralelas sin estudiar las rectas perpendiculares.

— Estudiar la derivada de funciones como el limite del cociente
incremental.

Du.m: media-medo (o la de la conjetura y de la prueba): esta dialéctica es detec-
tada cuando en algun momento de la clase:

— Se realizan preguntas en términos de ¢Por qué?, o sea, cuestionando un
resultado obtenido o propuesto en algun media (fuente de informacion).
Por ejemplo ¢Cudl de los dos modelos obtenidos es el correcto? ¢Por qué
ambos modelos de oferta y demanda son adecuados?

— Se estudia una obra obtenida en algun media diferente al profesor de la
clase.

— Se hacen preguntas en términos de ¢Como?. cuestionando ¢Cémo probar
que efectivamente el modelo elegido es el correcto? (Como probar que
el punto de equilibrio efectivamente varia la cantidad indicada? {Como
probar que la variacion entre el punto de equilibrio y los pardmetros
esta relacionado?, etc. Esto implica la necesidad de disponer de nueva
informacion.

D.g de la lectura y de la escritura: detectamos el funcionamiento de esta dia-
lectica si en aquellos momentos de la clase los estudiantes:

— Subrayan o resaltan lo que consideran importante de las busquedas en
Internet, o bien cuando copian en sus carpetas lo que puede serles Util
de esas busquedas y de las lecturas en los libros o de las consultas al
profesor de economia y matematicas.

— Elaboran la sintesis de su propio trabajo, o bien una sintesis de la infor-
macion obtenida en algiin media.

Dy de la difusion y de la recepcidn: es identificada cuando en algun momento
de la clase los grupos de estudio comunican y defienden cada una de las
respuestas construidas. Es decir, al compartir las producciones realizadas.
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A continuacién se propone, a modo de ejemplo, la tabla generada a partir
de los datos de la clase 5. Durante la sesion de clase niimero 5, la pregunta
estudiada fue Q,: ¢Cémo podria hallarse en este caso (haciendo referencia a
datos especificos) el punto de equilibrio? Durante la busqueda de respuestas
a esta pregunta se activaron los siguientes gestos, indicando la puesta en
marcha de las dialécticas senaladas en la tabla:

Tabla 3. Indicadores didactico-matematicos de la sesion cinco.

Sesién Dialéctica
N° De, Dy Daspsp Dr.for Dps Denece Dy Dy Dy
5 1 1 1 1 0 1 1 1 0

Enseguida, los indicadores didactico-matematicos identificados en esta clase,
espacio correspondiente a la ultima columna de la Tabla 2:

INDICADORES DIDACTICO-MATEMATICOS

D los grupos de trabajo investigan y estudian qué relacion existe entre los
signos de los parametros del modelo que lograron construir (ver siguiente figura)
y los postulados de la oferta y la demanda en microeconomia.

D, primero al interior de cada grupo y luego con el grupo en general, los
estudiantes y el profesor deciden los signos de los parametros del modelo,
segun las distintas formulaciones. Existe aqui una toma de decisiones intra e
inter grupal.

Daspsp: @analizar la praxeologia “funcion lineal”. Se analiza lo que ya se “‘conoce”
de funciones lineales, determinando lo que puede servir para la construccion
de respuesta. Luego, se procede a realizar una sintesis respecto a funciones
crecientes y funciones decrecientes.

Dy salir a la microeconomia para interpretar los signos de los parametros y
su razdn de ser en los modelos de oferta y de demanda. Salir a la praxeologia,
funciones crecientes y funciones decrecientes, y una salida mas prolongada en
el tiempo a los sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas (gene-
rada por la busqueda del punto de equilibrio en el modelo general).
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Donvce: establecer que el saber pertinente en este caso corresponde al (de)
crecimiento de una funcién lineal, cuando y por qué.

Dy.m: 10s alumnos, junto con el profesor, realizan cuestionamientos, en términos
de validacién, sobre la consideracion del precio en el eje horizontal: Se formulan
preguntas tales como: (Por qué la pendiente de la demanda debe ser negativa?
¢Por qué su ordenada debe ser positiva? {Por qué la pendiente de la oferta
debe ser positiva? ¢Por qué su ordenada negativa?
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D_g: los estudiantes y el profesor interpretan y reescriben lo que encontraron
de funciones afines crecientes y decrecientes, para justificar los signos de los
parametros del modelo. Se “lee” de apuntes del profesor y se ‘reinterpreta” en
el contexto de los modelos de oferta y de demanda.

Durante esta clase no se han detectado indicadores de Dy ni de Dy 4. El andlisis
realizado aqui con la sesién niimero 5 fue también efectuado con las 35 sesio-
nes restantes, obteniendo la frecuencia con que se ha desarrollado una cierta
dialéctica (Tabla 4). Conviene destacar que esta tabla no corresponde a un
analisis estadistico, sino que la codificacion en 0 o 1 nos permite rotular y
diferenciar los gestos que consideramos propios de una dialéctica y no de otra.
Es una rotulacion desarrollada para interpretar lo ocurrido en clase en términos
de las dialécticas, considerando que estos gestos no pueden determinarse
directamente sino a través de indicadores.

Reagrupando la ocurrencia de 0 y 1 en funcién de cada pregunta y cada
dialéctica, resumimos esta informacién en el esquema 2:

La pregunta 5 presenta mayor ocurrencia de indicadores en todas las
dialécticas, especialmente las del estudio y la investigacion, del tema vy fue-
ra-de-tema, y del individuo y el colectivo. Esto indica mayor ocurrencia de
busqueda de informacién y desarrollo de investigaciones, mayor presencia
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Tabla 4. Resumen de las sesiones de clase.

e Dialéctica
S
& | Fecha | Pregunta | Dy, | Dic | Daspaso | Drsor | Dpr | Doxee | Dum | Die | Do
1 ]10/03 |Q 1 1 0 1 1 0 0 1 0
2 | 15/03 | Q 1 1 1 1 0 1 1 0
3 117/03 | Q 1 1 1 1 0 1 1 1 0
4 122/03 | Q 0 1 1 0 0 0 0 0 1
Q, 1 1 0 1 1 1 0 1 0
5 129/03 |Q 1 1 1 1 0 1 1 1 0
6 |31/03 | Q,Q, 1 1 1 1 0 0 1 1 1
7 105/04 |Q 1 1 1 1 1 1 1 0 1
8 107/04 |Q, 0 1 1 1 1 1 1 0 0
9 |12/04 |Q, 0 1 0 1 0 1 0 0 1
10 | 14/04 | Q5Qs; Qs; 1 1 1 0 0 1 1 0 1
11 1 19/04 | Qs 1 1 0 1 1 1 1 0 1
12 1 26/04 | Qs 1 1 0 1 0 0 0 0 0
13 1 28/04 | Q55Q53,; 1 1 1 1 0 1 1 1 1
141 05/05 | Qs 010 0 0 0 0 0 0 1
15 1 10/05 | Q54 Qs4; Q55 | 1 1 1 1 1 1 1 1 0
16 | 12/05 | Qs5Qs4 1 1 1 1 1 1 1 1 0
17 | 17/05 | Qs5Qs4 1 1 1 1 0 1 1 1 0
18 | 19/05 | Qs5Qs4 010 0 0 0 0 0 0 1
19 | 24/05 | Qs5Qs4 010 0 0 0 0 0 0 1
20 | 26/05 | Q55 Qs 0 1 0 0 0 0 0 0 1
21 | 31/05 | Qs5 Qs 0 1 1 1 0 1 0 1 1
22 1 02/06 | Qs 1 1 1 1 0 0 0 0 0
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° Dialéctica

zZ

=

i)

A

& | Fecha Pregunta Dey | Dic | Daspaso | Dreor | Dpr | Donvee | Dwm | Die | Do
231 07/06 | Qs; 1 1 1 1 0 0 0 0 0
24 1 14/06 | Qsy, 1 1 1 1 0 1 1 0 0
25 128/03 | Qs41 Qsyy 1 0 1 1 0 1 1 0 0

05421 Q57 Qs

26 | 30/06 | Qs; Qg
27 | 05/07 | Qs Qs9; Qs
28 | 07/07 | Qsyo
29 | 02/08 | Qs
30 | 04/08 | Qs
31 {09/08 | Qs
32 [ 11/08 | Qs
33 |16/08 | Qs
34 | 18/08 | Qs
35 30/08 | Qsps
36 | 01/09 | Qsps

e i e = i i
e N E=Y N I I B A
e I e = T T
L I e = T T
e L = = E=1 e =
e I e = T R
Ll = N =
[l Rl Nell Fo il Hell Feo Nl el =N K= Re il =
— ol |lolr|lo|lr|lolr|lo|lo

33

30

25

20

15

10

DE-1 oi-c DASP-ASD DT-FDT DP-T DCN-CC DM DL-E DO-R
Dialéctica
mQl 3 4 3 3 1 2 1 3 1
maz 3 3 2 3 1 2 2 3 1
mQ3 1 1 1 1 1 1 1 o 1
mQa o 2 1 2 1 2 1 o 1
Qs 21 22 20 21 11 19 17 7 13
m Total 28 32 27 30 15 26 22 13 17

Esquema 2. Ocurrencia de cada dialéctica segtin cada pregunta.
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de acuerdos al interior de cada grupo y mayor salida-ingresos a otros temas
(tanto de las matematicas como de la microeconomia). Se observa una dife-
rencia significativa con las restantes preguntas, posiblemente porque Qs ha
permitido generar el mayor numero de preguntas derivadas, caracteristica no
determinada de antemano. La cuestion Q, fue produciendo, a lo largo de todo
el proceso de estudio, una variedad de preguntas, que ademdas generd un
estudio sostenido en el tiempo. Es decir, se destinaron mas sesiones de clase
a la construccion de respuestas para Qs y sus derivadas que al resto de las
cuestiones. Esta particularidad podria influenciar en la aparicion de las dia-
lécticas, asi como también el hecho de que Qs permitio abordar aspectos del
programa no estudiados previamente por el grupo de clase, y el hecho de que
gran parte de las preguntas derivadas fuesen formuladas por los propios
grupos de estudiantes.

La busqueda de respuestas a la Q, no presenta indicadores de la dialéctica
del estudio y la investigacion ni de la dialéctica de la lectura y escritura, posi-
blemente porque Q, no generd preguntas derivadas y, en consecuencia, no fue
necesario buscar e investigar en diferentes fuentes de informacién, por lo cual
no hubo lecturas con posteriores re-escrituras e interpretaciones por parte de
los alumnos.

En Q; no se determinaron indicadores de la dialéctica de la lectura y escri-
tura, pero si del estudio e investigacion, posiblemente porque Q; genero algunas
preguntas derivadas -relativas a rectas paralelas, al uso del GeoGebra® vy a la
interseccion de dos rectas- especificas de una matematica que los estudiantes
conocian y sabian utilizar. De manera general, Ia ocurrencia de indicadores fue
similar para Q, y Q,, detectdndose un numero inferior a los correspondientes a
Q,, pero superior a Q;y Q,.

La formulacion de las preguntas en términos de “‘Como” ha limitado la
generacion de preguntas derivadas. Asi, las cuestiones desde Q, a Q, formuladas
en términos de “Cémo” generaron un menor numero de preguntas derivadas
que la cuestion Qs formuladas en términos de “Cuénto varia (exactamente)’,
permitiendo activar las distintas dialécticas. A su vez, estas diferencias, respecto
a las apariciones de una dialéctica en detrimento de otras, podrian vincularse
a que las preguntas hagan o no referencia a aspectos ya estudiados o no por
los alumnos. Diferencia que podriamos asociar a la pregunta Qs respecto a las
restantes. Otro aspecto a considerar es que Qs ha favorecido en mayor medida
la formulacion de sub-cuestiones por parte de los propios estudiantes.
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DISCUSION Y CONSIDERACIONES FINALES

El proceso de estudio llevado a cabo a partir de la implementacion del REl
permiti6 poner en funcionamiento las dialécticas del estudio y la investigacion.
Varias de ellas pueden operar a la vez, y el funcionamiento de una llama a la
puesta en marcha de las otras. La busqueda de respuestas a las distintas pre-
guntas pone en juego la dialéctica del “estudio y de la investigacion’, pues no
s6lo es necesario estudiar sobre microeconomia y matematicas, sino también
investigar en torno a ambas disciplinas. Para estudiar e investigar sobre una
pregunta, es necesario decidir donde (por ejemplo, Internet, libros de microeco-
nomia, economia, matematicas, profesores de economia y matematicas, entre
otros) realizar las busquedas y luego determinar cuales de esos medias seran
incorporados al medio (dialéctica de los medias y medio), y qué saberes extrai-
dos de dichos medias seran puestos a prueba, o sea, no creidos bajo palabra
o por el principio de autoridad. A su vez, esta busqueda en diferentes fuentes
de informacion requiere determinar qué saberes son pertinentes y funcionales
para la construcciéon de la respuesta RY, o sea, cudl es el nivel de “gris” mas
adecuado. Asimismo, la decision del nivel de “gris” de las distintas R® y de otras
obras encontradas en los diferentes medias conducen a decidir de qué forma
se incluirdn estos saberes en la construccion de la respuesta RY, para lo cual
sera necesario analizarlos, interpretarlos y reescribirlos sin elaborar una copia
textual (dialéctica de la lectura 'y de la escritura).

Por otra parte, la respuesta RY desarrollada por cada grupo de alumnos
debe ser el producto de un consenso entre todos los integrantes del mismo. Si
bien cada integrante puede realizar un estudio e investigacion individual, llega
un momento en el cual debe contribuir a la respuesta colectiva, incluyendo a
cada actor del proceso de estudio, estudiantes y profesor (dialéctica del individuo
y del colectivo). Una vez construida RY al interior de cada grupo, éstos la difun-
den y defienden para con el resto de la clase (dialéctica de la difusion y recep-
cion). El estudio y la investigacién de diferentes obras, la puesta a prueba de
los saberes encontrados en los distintos medias, la decision de su pertinencia
y funcionalidad, la identificacion del nivel de “gris” adecuado, la lectura y escri-
tura no textual de esas obras y la difusion y defensa de la respuesta RY implican
que en diferentes momentos del proceso de estudio se realicen “salidas” y
‘entradas” a dmbitos inesperados o que no parecian, en principio, tener relacion
directa con la cuestion considerada. Por ejemplo, la praxeologia en torno al
limite de funciones estaba disponible en el equipamiento praxeolégico de los
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estudiantes, pero fue necesario llevar a cabo un “reencuentro” con tal praxeo-
logia. En otras palabras, se requiri6 “volver a estudiarla’, a partir del analisis de
sus tipos de tareas, sus técnicas, tecnologias y teorias. Asi ocurrié una “salida”
al limite de funciones, que se prolong6 en el tiempo pero que recuperé al menos
un sentido al concepto ‘limite”. Con posterioridad a este estudio fue necesario
volver a ingresar, “entrar’, a la organizacion relativa a la derivada, pues es la
que permitia aportar una respuesta a la cuestion sobre las variaciones en el
punto de equilibrio. La dialéctica del analisis (y sintesis) didactica y analisis
(sintesis) praxeoldgica opera no solamente en el desarrollo del REI, sino también
en la ingenieria didactica del mismo. El investigador analiza las acciones didac-
ticas y praxeologicas que cada pregunta puede poner en juego.

Respecto a las preguntas derivadas, las correspondientes a las matematicas
han sido superiores al numero de sub-preguntas relativas a la microeconomia,
y las mayores dificultades corresponden al analisis cuantitativo de las variacio-
nes en el modelo de mercado. La dialéctica con mayores dificultades de puesta
en marcha fue la de la lectura y escritura, lo cual podria relacionarse con una
restriccion institucional: el retroceso de las practicas de lectura y escritura por
parte de los alumnos, que opera de hecho en la escuela secundaria y que no
pueden circunscribirse solo a las clases de matematicas ni resolverse en su
seno. Su numero de ocurrencia es el mas bajo. Las dialécticas de la difusiéon y
recepcion del paracaidista y de las trufas presentan también un menor niimero
de ocurrencia que las restantes. En esta ultima, si bien los estudiantes no sabian
con qué nociones podrian responderse las preguntas, una vez que identificaron
que se referia @ modelos de oferta y de demanda, los enfoques para hallar las
‘pepitas” fueron cada vez menos frecuentes.

La dialéctica mas frecuente fue la del individuo y colectivo, lo cual podria
deberse a la modalidad de trabajo del grupo de clase. La dialéctica del tema'y
fuera-de-tema es otra de las mas frecuentes -esto se corresponderia con la
generatividad de las preguntas formuladas-, como también la del estudio y de
la investigacion, del analisis-sintesis praxeoldgica y del andlisis-sintesis didac-
tica, y de las cajas negras y cajas claras. El trabajo en clase, desde el primer
dia del ciclo escolar, fue responder las preguntas relativas al punto de equili-
brio. No se introdujo la pregunta como una “aplicacién” de algo estudiado en
clases anteriores. Esto provoco cierto desconcierto en los estudiantes, ya que
no sabian con qué nociones matematicas ni microeconémicas podrian respon-
derse las preguntas. Esta “incertidumbre” conduce a buscar informacion util y
a formular preguntas sobre los saberes ‘matematicos” y “microeconémicos” que
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son necesarios estudiar para responder las preguntas (dialéctica del estudio y
de la investigacion). La dialéctica del analisis-sintesis praxeologica y del anali-
sis-sintesis didactica, al igual que la de las cajas negras y cajas claras, fueron
puestas en marcha en la gran mayoria de las clases. Ambas dialécticas estan
fuertemente asociadas, ya que la realizacion de un analisis y una sintesis
requiere determinar un nivel de gris 6ptimo del estudio de las obras.

La dialéctica media-medio resulta en menor ocurrencia que las mencionadas
anteriormente. Habria aqui un resultado llamativo, pues la dialéctica media-me-
dio es considerada un elemento clave en la reforma epistemologica-didactica
basada en los REI (Bosch, Gascon, 2007, Barquero, Bosch, Gascon, 2011). Con-
sideramos que este resultado es producto de la clasificacion disjunta de las
dialécticas y que, en realidad, los indicadores de una de las dialécticas podrian
ser también indicadores de otra. En cambio, la importancia de la dialéctica del
estudio y la investigacion (preguntas y respuestas), asi como la del individuo y
colectivo, resulta confirmarse en nuestros resultados, puesto que son dos de
las dialécticas con mayor ocurrencia. Con esto es posible reconocer la interre-
lacion entre las distintas dialécticas ya que, por ejemplo, toda propuesta de
nuevas cuestiones o de busqueda de respuestas externas o creacion de nuevas
soluciones son elementos que constantemente se incorporan en el medio de
los estudiantes y de la comunidad. Asi podemos aludir a que la menor ocu-
rrencia de la dialéctica medio-media podria depender de la forma como se
decida describir y medir la aparicion de cada una de las dialécticas. En nuestro
caso, el considerarlas independientemente podria correr el riesgo de simplificar
su propia dinamica interna, estableciendo asi cierta jerarquia entre cada una
de las dialécticas y otorgandole a la dialéctica del estudio y de la investigacion
un papel primordial.

Como se ha mencionado, el objetivo de este trabajo no consistio en describir
detalladamente la dinamica del proceso de estudio del REI, sino que se propuso
avanzar hacia una fase posterior de analisis. Es decir, luego de la descripcidn,
analisis y evaluacion de la implementacion del REI, nos propusimos identificar
y describir un conjunto de indicadores didactico-matematicos que permitirian
establecer el funcionamiento de cada una de las dialécticas -no solo su des-
cripcion- vy al mismo tiempo determinar el poder generador de la pregunta
generatriz y sus derivadas. Conviene mencionar que el interés de este trabajo
en contar las apariciones de las dialécticas radica en la posibilidad de cuanti-
ficar cada una de ellas, y que esto no implica un desprecio en un analisis
cualitativo. Nos proponemos avanzar en este sentido, pues un andlisis cualitativo
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nos permitiria evidenciar qué ha hecho posible o qué ha restringido la aparicion
o no de las diferentes dialécticas. Aunque hemos mencionado algunos aspectos
en la seccion anterior, seria deseable avanzar el andlisis cualitativo con el
objetivo de precisar qué particularidades de cada cuestién parecen influir en
la aparicion o no de las dialécticas, por ejemplo que las preguntas sean com-
pleta o parcialmente formuladas por el profesor o los alumnos, que hagan
referencia al estudio de aspectos conocidos, poco o nada conocidos por los
estudiantes, que sean preguntas fuertemente codisciplinares, etcétera.

Las preguntas de investigacion que nos planteamos fue {cémo determinar,
a partir de los resultados de la implementacion de un REl, un conjunto de
indicadores didactico-matematicos para cada una de las dialécticas? y iqué
condiciones (y restricciones) nos aporta el analisis de las dialécticas sobre el
funcionamiento de los REI? Para responder nuestras preguntas de investigacion,
a los efectos del analisis de datos y con la intencion de construir tales indica-
dores, las dialécticas fueron consideradas de forma independiente. Esta decision,
correspondiente al nivel de analisis, genero ciertas dificultades, ya que en
algunos casos resulto dificil delimitar cuando un indicador corresponde, por
ejemplo, a la dialéctica del paracaidista y de las trufas o a la de las cajas negras
y cajas claras. A su vez podria ser la razon por la cual la dialéctica media-me-
dios, vital en una ensenanza por REIl, tuvo menor ocurrencia que, por ejemplo,
la de las preguntas y respuestas.

Consideramos que, ademads, estas dificultades pueden ser producto de la
poca utilizacion de las dialécticas para describir y analizar este tipo de experi-
mentaciones y aqui radica, entendemos, la aportacion metodologica y tedrica
mas importante de este trabajo: contribuir en una fase metodoldgica y de
analisis poco explorada. Si bien los indicadores presentados en la seccion de
resultados corresponden a esta experimentacion en particular, y han sido desa-
rrollados bajo las condiciones y limitaciones del REI implementado, podemos
concluir que la generatividad de una pregunta y la ocurrencia de los indicadores
de las dialécticas estan vinculados entre si de forma directa: cuanto mas gene-
rativa es una pregunta, es posible construir mas indicadores de las dialécticas.
Se espera avanzar en la construccion, amplitud y generatividad del conjunto
de indicadores -los resultados aqui presentados corresponden a sus primeras
formulaciones y en absoluto son definitivos-, extendiéndolos a partir de futuras
implementaciones, propias y de otros investigadores. El trabajo de Salgado,
Otero y Parra (2017) aporta en este sentido.
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Por ultimo, queremos indicar que el caracter exploratorio de esta investiga-
cion deja una variedad de preguntas que aun no poseen respuestas. Por
ejemplo: {Cémo construir indicadores que permitan determinar dos o mas
dialecticas interrelacionadas entre si? dComo ampliar este conjunto de indica-
dores incorporando las dimensiones topogénesis, mesogénesis y cronogénesis?
¢Cémo construir un conjunto de indicadores que permita describir cualquier
ensefanza por REI?
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