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Resumen: Presentamos en este articulo los resultados de una experiencia didac-
tica cuyo objetivo fue que los estudiantes aprendieran el concepto de dngulo.
Para lograrlo, se disen¢ una actividad orientada por una ingenieria didactica.
En el analisis preliminar se integran los resultados de investigaciones anteriores,
que destacan la especificidad de los fenomenos didacticos asociados al concepto

escolar de dngulo, y algunas consideraciones histéricas y didacticas.

Aun cuando la experiencia didactica fue satisfactoria para la profesora y
los estudiantes, de una evaluacion inicial se concluye que el concepto de angulo
no se “aprendio” en un sentido formal y absoluto, pero se desarrollan significados
asociados a su naturaleza, por lo cual podemos decir que los estudiantes ponen

en uso la angularidad para interactuar con su medio.
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Abstract: We present on this paper a didactic experience which main goal was
students learning the concept of angle. To achieve it a design was conducted
by a Didactic Engineering. The preliminary analysis integrates previous research
results that highlight specificity of didactic phenomena associated to the school
concept of angle, and some historic and didactical considerations.

Even when the didactic experience was satisfactory for the teacher and her
students, from an initial evaluation is concluded that the school concept of angle
is not “learned” in a formal and absolute sense, but associated meanings to its
nature are developed; so we say students can use angularity in order to interact
with their environment.

Keywords: Angle, Meanings of angle, Angularity, Didactic Engineering, Didactic
contract.

1. INTRODUCCION

El concepto de dngulo es introducido por primera vez en cuarto grado de la
educacion primaria del sistema educativo mexicano. Se asume que cuando
los estudiantes ingresan a la secundaria son capaces de usarlo, medirlo y apli-
carlo en las clases de matematicas, fisica y dibujo técnico. Los alumnos se
familiarizan con las escuadras del juego geométrico denominandolas como
de 30°-60°y la de 45°% sin embargo, por su forma (triangular), en ocasiones no
distinguen una de otra, o hacen uso inapropiado de ellas. Por ejemplo, cuando
se les solicita que dibujen una linea a 45° suponen suficiente usar la escuadra
correspondiente, independientemente de la posicion en que se coloque. Uno de
los conflictos que mas llamé nuestra atencién fue el uso que hacen del trans-
portador al medir dngulos en una circunferencia, ya que lo usan como regla
para medir la longitud del arco (Figura 1).

A partir de una revision bibliografica identificamos que estas dificultades
-junto con otros conflictos y malentendidos- se constituyen en un fenémeno
diddctico asociado a la particularidad del concepto matematico dngulo, pues
se presentan independientemente del pais, el contexto o los paradigmas de
ensenanza y aprendizaje, de las experiencias educativas e investigaciones
hasta ahora reportadas.
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Figura 1. Manipulacién inapropiada del transportador.

2. EL FENOMENO DIDACTICO

Investigaciones como las de Casas (2002), Casas y Luengo (2005), Mitchelmore
y White (2000), Clements y Burns (2000), Fyhn (2007) y Munier y Merle (2009)
hacen un reconocimiento explicito de la dificultad impuesta por el propio
concepto de dngulo, a proposito de su naturaleza multifacética. Analizan con-
flictos de los estudiantes, disenan situaciones problema y proponen explica-
ciones teoricas sobre la construccion del concepto de dngulo. En un panorama
general, las dificultades mas comunes de los estudiantes estan relacionadas
con lo siguiente:

* La coordinacion de las distintas facetas del concepto, por ejemplo como
giro (Mitchelmore y White, 1998), o como inclinacion (Douek, 1999).

* Asumir que la longitud de las rectas que definen al angulo afecta su
medida.

* |dentificar al angulo dentro de otras figuras.

» Reconocer como angulos los de medida 0°, 180° y 360°.

Estas dificultades se pueden asociar con el tipo de definicién trabajada, asi
como con el Unico instrumento utilizado para medirlo: el transportador. Su natu-
raleza multifacética se refiere especificamente a la diversidad de definiciones que
se encuentran en los libros, cada una ajustada a ciertas estructuras matematicas
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formales. Tres clases particulares de la definicion de dngulo suelen ser las mas
frecuentes (Mitchelmore y White, 2000: 209):

e Cantidad de giro, alrededor de un punto, entre dos lineas.
* Un par de rayos con un punto en comun.
* Una region formada por la interseccién de dos semiplanos.

Ademas de estas clases, se reconoce que el concepto tiene propiedades
estdticas o dindmicas asociadas con las definiciones y representaciones usadas
como apoyo para la manipulacion del concepto en el aula.

Asi como existen distintas definiciones en los libros, también se reconocen
diferentes definiciones que ha tenido en la historia, dependiendo de la situacion
matematica donde se trabaje. Keiser (2004) hace una comparacién entre el
devenir historico del angulo y las concepciones de los estudiantes en tres
categorias:

1) ¢éQué se mide en realidad cuando nos referimos al tamafio de los
angulos?

2) <dLos angulos pueden incluir curvas?

3) Las dificultades en conceptualizar angulos de 0°, 180°y 360°.

El autor reconoce la necesidad de trabajar -al igual que en el devenir histo-
rico- en diferentes direcciones, con variedad de representaciones, en distintos
contextos y situaciones angulares.

Una forma de abordar la nocion de dngulo y beneficiar su aprendizaje es
trabajarlo en estrecha relacion con situaciones angulares en contextos fisicos.
En esta direccion se enfocan los trabajos con las sombras (Douek, 1999), el
alpinismo (Fyhn, 2007), la medicion del arco del horizonte (acimut) y el campo
visual (Munier y Merle, 2009). Todos ellos aportan elementos para mejorar el
aprendizaje del concepto en cuestion. Sin embargo, consideramos que sus resul-
tados dependen en gran medida del escenario (extra-aula) en el cual se llevan
a cabo las actividades.

Tomando en consideracion estos antecedentes y las caracteristicas particulares
del escenario escolar donde identificamos las dificultades de los alumnos, ela-
boramos un diseno para llevar a cabo una experiencia didactica que los hiciera
transitar por la manipulacion, medicion y cuantificacion del angulo, para valorar
si con esta interaccion es posible el aprendizaje del concepto escolar de dngulo
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0, en todo caso, ampliar su comprensién y vincularlo con las definiciones y
aplicaciones escolares trabajadas durante anos previos.

3. CONSIDERACIONES TEORICAS PARA LA ORGANIZACION DIDACTICA

Para orientar la interaccion de los estudiantes con el concepto escolar de dngulo,
tomamos como referente a Brousseau (2000), quien establece que “el proceso
para adquirir un conocimiento matematico pasa por diversas fases y se basa en
juegos especificos, donde el actor interactiia con un medio a distintos niveles,
evolucionando sus nociones y su lenguaje’. La interaccién de un actor con su
medio se da en tres niveles (Figura 2).

Alumno « 1 Accion

Comunicacion

- Medio Prueba

Figura 2. Interacciones del actor con su medio (Brousseau, 2000).

En la interaccion de tipo accion, el actor fija un estado del medio, determina
y limita las acciones de otros actores. La interaccion de tipo comunicacion
consiste en modificar los conocimientos de otro actor por medio de mensajes
portadores de informacion y, por ultimo, la interaccion del tipo de prueba tiende
a la justificacion o validacion cultural de los actos o declaraciones establecidas.
Estas interacciones no pueden ocurrir de manera simultanea, de hecho ocurren
en situaciones con caracteristicas propias y donde el actor juega papeles dis-
tintos, utiliza diversas herramientas y produce diferentes mecanismos de comu-
nicacion, situaciones que en la Teoria de Situaciones Didacticas (Brousseau,
1997) se conocen como situacién de accion, situacion de formulacion y situacion
de validacion.

El medio con el que interactian los estudiantes estd planeado, organizado
y dirigido por el profesor (polo didactico) que, junto con el saber matematico en
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juego (polo espistemoldgico) y los alumnos (polo cognitivo), conforman el trian-
gulo didactico. Es la interaccion sistémica de estos polos la que, en la teoria, se
conoce como contrato diddctico y permite planear los niveles de interaccion de
los estudiantes con el medio en el diseno didactico.

4. METODOLOGIA PARA EL DISENO

La Ingenieria Didactica (ID) nace como un modelo para la interaccion productiva
entre la investigacion fundamental y la accion en el sistema didactico (Artigue,
2014), de ahi que podamos considerarla una metodologia para el disefio de
recursos didacticos basados en resultados de investigacion. La ID se estructura
en cuatro diferentes fases: Analisis preliminar; Diseno y analisis a priori; Reali-
zacion, observacion y recoleccion de datos; Analisis a posteriori y validacion.

En lo que sigue, presentamos un analisis preliminar robusto para hacer
énfasis en la importancia de la investigacion como base del diseno y su puesta
en escena. Después, describimos el disefio y el analisis a priori en forma sintética?
articulados con una narrativa de la experiencia didactica.

4.1. ANALISIS PRELIMINAR

En esta fase son desarrolladas las consideraciones didacticas, cognitivas y epis-
temoldgicas que posteriormente se integraran en el planteamiento sistémico que
sirvio para fundamentar el diseno.

4.1.1. Consideraciones cognitivas

Mitchelmore y White (2000) reconocen la naturaleza multifacética del angulo
en la diversidad de definiciones que pueden encontrarse en los libros, y las
asocian con la adaptaciéon del concepto a diferentes estructuras matematicas
formales. Estos autores plantean que la formacion del concepto se da a partir
de las experiencias fisicas que viven los alumnos. Construyen un modelo basado
en tres etapas de abstraccion que representan una clasificacién -progresivamente

3 El disefio completo puede consultarse en (Rotaeche, 2008), en (Rotaeche y Montiel, 2011)
o0 en (SEP, 2011).
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mas refinada- de la experiencia fisica de los estudiantes: conceptos situados del
dngulo, conceptos contextuales del dngulo y conceptos abstractos del dngulo.

En la ultima etapa, los autores reconocen un concepto estandar que se
relaciona con los contextos fisicos del angulo y es el mas comun entre las cons-
trucciones del estudiante: aquel de las dos lineas inclinadas que se encuentran
en un punto. Reconocen también que el concepto tiene un desarrollo lento, apto
para alumnos de secundaria, y que aun se requeriria de una cuarta etapa para
llegar al concepto matemdtico formal.

4.1.2. Consideraciones diddcticas

Producto de la transposicion didactica, el concepto escolar de angulo se trabaja en
un periodo de 10 a 12 anos. Las nociones trabajadas en cada nivel educativo estan
asociadas con ciertas facetas del concepto e incluso es posible identificarlas a partir
de las definiciones escolares, pues son acordes al contexto y el tipo de problematicas.
En el sistema educativo mexicano, dos momentos donde el angulo cobra relevancia
son: en cuarto ano de primaria (con estudiantes de aproximadamente 9 afnos de
edad) y en primer ano de secundaria (alumnos de 12 anos, en promedio).

En primaria es introducido con la idea de “partes de vuelta’, sin mencionar
el concepto. Posteriormente se nombra la parte de vuelta o giro como angulo, y
es asociada con una medida en grados. La nocién es utilizada en anos posteriores
no solo como tema, sino como elemento de otras figuras geomeétricas, siempre
considerando que el estudiante ha entendido el concepto y le es familiar su
medicién. En la secundaria se parte del significado de dngulo como giro y como
elemento de otras figuras geométricas para identificarlo en situaciones concretas
o0 contextualizadas. Su medicion se hace con el transportador, y para su trazo se
incorpora el compas; finalmente, se avanza hacia su clasificacion y el reconoci-
miento de su papel en la tipologia de triangulos y paralelogramos. A partir de
este nivel se asume el angulo como aprendido y es usado en otras asignaturas
como Dibujo técnico o Fisica, o relacionado con varios conceptos matematicos
como los de razon trigonomeétrica y tangente de la recta, entre otros. Es precisa-
mente en este nivel donde situamos la experiencia didactica aqui reportada.

4.1.3. Consideraciones epistemoldgicas

En este apartado nos referimos a consideraciones historico-epistemolégicas, en
tanto la historia de las Matematicas, usada como mediador del conocimiento
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para la ensenanza, puede proveer del contexto que permita ver los topicos
escolares desde una perspectiva diferente a la de la ensefanza tradicional
(Furinghetti, 2007). En este sentido, el desarrollo histérico del concepto de dngulo
nos permite reorientar la ensenanza: abandonar la perspectiva escolar-tradicional,
basada en el manejo de una definicion y posterior aplicacion, para considerar
la apropiacion de diversas facetas del concepto a través de su manipulacion.

En el desarrollo historico del concepto de dngulo reconocemos momentos
de uso en contextos practicos, en contextos formales (filosofico-matematicos)
y de debate sobre su naturaleza. En cada una de las definiciones analizadas en
la revision historica de Matos (1990; 1991) es posible distinguir elementos que
le confieren cierto sentido al concepto. Algunas hablan de distancia, sector,
contraccion, espacio, y todas ellas necesitan de otros objetos para definir o acotar
-de toda una figura- lo que es y, en ocasiones, lo que no es un angulo. Hay
casos donde se hace explicito que se le considere cualidad, cantidad y/o relacion,
aunque es importante senalar que estas categorias tienen una interpretacion
acorde con la época y la tradicion filosofica-matematica de su momento.

A partir de esta revision Rotaeche y Montiel (2008; 2011) reconocen la natu-
raleza polifacética* del angulo en su caracteristica de ser una cualidad, por su
forma; una cantidad, porque es susceptible de medirse, y una relacién, por como
se acota y define usando otros elementos; y de tener usos y representaciones
que le confieren cardcter estdatico o dindmico en diferentes situaciones. De aqui que
en el diseno pongamos especial interés en la construccion de ciertas nociones
de dngulo en un contexto particular (estatico o dinamico), a través del desarro-
llo de significados especificos (cualidad, cantidad y/o relacion).

4.1.4. Integracion sistémica para fundamentar el diseno

De inicio, tomamos en cuenta los elementos didacticos relacionados con el
acercamiento escolar que se le da al concepto en el nivel primario, es decir,
como giro y elemento de otras figuras geométricas. Asumimos entonces que se
reconocerian estas nociones de angulo en sectores de area (significado cuali-
tativo-estatico), en los giros (significado cualitativo-dindmico), en la porcion de
una circunferencia (significado cuantitativo-estatico) y en la parte de vuelta
(significado cuantitativo-dinamico). En este sentido, es fundamental que los
alumnos tengan un manejo amplio de las nociones escolares de proporcion,

4 Para diferenciarla de la naturaleza multifacética reportada por Mitchelmore y White (2000).
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porcion, area, fraccion, triangulo equilatero, triangulo isésceles, triangulo escaleno,
triangulo rectangulo y poligono regular.

A diferencia de las situaciones fisicas que trabajaron Mitchelmore y White
(1998), hemos considerado el escenario de la escuela y lo que ello implica: las
restricciones de tiempo y espacio, los conocimientos previos de los estudiantes,
los efectos de los contratos pedagogico y escolar, asi como las herramientas de
medicion con las que cuentan los alumnos, por ejemplo, las escuadras y el
transportador. Las situaciones fisicas fueron establecidas con el principio de la
manipulacion y no sélo de la observaciéon a través de materiales recortables y
actividades como colorear, superponer figuras y responder a los ejercicios en
hojas de trabajo; de ahi que decidimos emplear figuras conocidas por los estu-
diantes como el tridngulo, el cuadrado y el circulo. Estas figuras permiten, en
principio, el manejo de angulos de 30°, 60°, 45° y 90°. Las situaciones se rela-
cionaron con el uso de objetos en los cuales el angulo esta presente, y que los
estudiantes trabajan cotidianamente en la escuela.

Los contextos se establecieron segun la figura geomeétrica trabajada: cuadrado,
medio cuadrado, triangulo equilatero, tridngulo rectangulo, etc. Cuando los alum-
nos logran generalizar la relacion entre la parte de giro con la parte del circulo
en cada figura geomeétrica, sin importar el tamano de la figura o del circulo sobre
el que gira, entonces se dice que han construido concepto contextual. En lo que
respecta a los dominios, se considero lo estatico y lo dinamico como parte de la
naturaleza polifacética de la nocion de dngulo, y se favorecio el manejo de
ambos al momento de colorear figuras (naturaleza estatica) y al girarlas (natu-
raleza dinamica).

La etapa de abstraccion se dividio en una generalizacién por parte de los
estudiantes y una fase de institucionalizacion por el profesor. La generalizacion
busca que los alumnos visualicen la division de la circunferencia en 360 partes
y le asocien un objeto cotidiano, en este caso, el reloj. Por medio de la institu-
cionalizacion, el profesor introduce la medicion del angulo en grados, con base
en las divisiones construidas en el circulo.

4.2. DISENO Y EXPERIENCIA DIDACTICA

En esta seccion mostramos el disefo, su intencionalidad y la narrativa de la
experiencia didactica, con el objetivo de evidenciar el funcionamiento del sistema
didactico, es decir, la interaccion de la profesora y los estudiantes en relacion
con las facetas del concepto escolar de dngulo.
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El principio fundamental para el diseno de la secuencia fue dar a los alumnos
la responsabilidad de su aprendizaje a partir de actividades concretas en las
que se pretende encuentren formas, patrones y relaciones en las diversas situa-
ciones que se les presentan. La secuencia fue dividida en seis partes (SP1, SP2,..
SP6), buscando que los estudiantes, paulatinamente, fueran interactuando a
través de las actividades, preqguntas y materiales empleados con las diferentes
facetas del angulo. En todas ellas se previé que la manipulacion del angulo
fuera desde su cualidad estatica (como esquina de las diferentes figuras) y
dindmica (con los giros de cada uno de los circulos empleados). Intencionalmente
nunca se especificé el objetivo de la actividad, con la finalidad de provocar que
los estudiantes descubrieran propiedades del angulo sin estar influenciados por
los enunciados de las tareas.

Los materiales empleados fueron: micas circulares (transparentes), tachuelas,
figuras geométricas en cartulina y una hoja de fomi, para colocar ahi los mate-
riales anteriores (Figura 3). Las tachuelas permiten fijar la mica sobre la figura
geomeétrica, para que el estudiante pueda girar ambas sin perder la configuracion
solicitada: que el centro de la circunferencia de la mica coincida con el vértice
de la figura de cartulina.

Figura 3. Materiales empleados.

Las actividades buscan la interaccion directa con las representaciones de las
figuras geométricas, de manera que los estudiantes, guiados por una serie de
preguntas, vayan identificando y construyendo caracteristicas propias del angulo
a través de situaciones angulares. Se pretende que “usen el angulo” y trabajen
con los elementos que lo definen partiendo de la manipulacion de materiales,
hasta el manejo de definiciones y herramientas institucionales.
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Se trabajo con un grupo heterogéneo de 34 alumnos, entre 12y 13 anos de
edad, en el aula designada a la asignatura de Matematicas para toda la escuela,
en sesiones de 45 minutos. La experiencia fue grabada en video (120 minutos),
y se recolectaron las hojas de trabajo donde resolvieron cada actividad. Con el
primer formato de registro, se analizé la dinamica grupal considerando tanto las
respuestas como los comportamientos de los estudiantes y de la profesora-in-
vestigadora® (Pl) que dirigio la experiencia. Con el sequndo formato de registro
ejemplificamos el analisis de la produccién escrita y grafica de cada alumnos.

4.2.1. Secuencia Parte 1 (SP1)

Los estudiantes exploran con el circulo y el cuadrado, haciéndolos coincidir por
centro y vértice, respectivamente, a fin de identificar cuantas veces puede girar
el cuadrado para cubrir el circulo (Figura 4).

¢ L (@—1 ¢

Figura 4. Identificando, mediante el giro, las veces que el cuadrado cubre la circunferencia.

Con el primer circulo es posible que se construya el significado angular como
‘sector’ o area, por ello se proporcionan dos circulos mas, de distinto tamano.
Asi, se espera provocar el significado como “parte de’, que se complemente con
el giro para provocar el significado como “parte de vuelta". El uso de micas cir-
culares de diferentes radios pretende que el estudiante identifique que, sin
importar el tamano, siempre se sombreara la misma parte. En ese sentido, bus-
camos poner énfasis en la parte de vuelta. Con esta actividad se usarian las
cualidades estatica (por la parte del circulo) y dinamica (por el giro) del angulo
(Figura 5).

5 Primera autora del presente articulo y que, a partir de ahora, denominaremos Pl.
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Figura 5. Ejemplo del uso de micas circulares de diferentes radios.

4.2.1.1. Narrativa de la experiencia diddctica

Los estudiantes, orientados por la Pi, resolvieron la SP1 paso a paso y con mucho
detalle, quiza por ser la primera actividad y ante la novedad de estar trabajando
con materiales manipulables en la clase de Matematicas. La pregunta: équé
fraccion del primer circulo queda sobrepuesta con el cuadrado?, fue respondida
inmediatamente con: un cuarto; y se produjeron tres argumentos:

e Partiendo el circulo en cuatro.
* Dividiendo en medios y luego otra vez en medios.
e Girando el circulo.

So6lo un alumno propuso el tercer argumento, y el docente rescato la idea
pidiendo a todos que giraran el circulo para comprobarlo. Esto permitio construir
también un significado dinamico. Ante la pregunta “¢son iguales las areas deli-
mitadas?’, hubo un breve silencio. La PI reaccion6 repitiendo la pregunta y
acentuando la palabra ‘areas’ La respuesta grupal fue “No’, pero algunos com-
plementaron la respuesta diciendo que lo que si era igual era la “fraccion”
sombreada. La PI pregunté como se denominaria a esta vuelta; solamente una
estudiante respondi6 en voz alta diciendo un cuarto de vuelta.

4.2.2. Secuencia Parte 2 a 4 (SP2 a SP4)

Las tres secuencias siguientes son muy parecidas a la anterior. En ellas se busca
explorar, de forma similar, la mitad del cuadrado (dividida por su diagonal), el
triangulo equilatero y el triangulo rectangulo que se genera al cortar el equilatero
por su altura (Figuras 6, 7 y 8), y con micas de diferentes tamanos (Figura 9).
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SP2 E'.. e'.

o B

Figura 6. Con el triangulo correspondiente a la mitad del cuadrado, se cubrird la octava
parte del circulo.

Ay AY’S

Figura 7. En la Secuencia 3, se usard ahora el tridngulo equilatero para encontrar sextas

partes de vuelta.

Figura 8. En la secuencia 4, se usara la mitad del equilatero para encontrar doceavas partes
de vuelta.

SP4

Figura 9. No importa el tamano del circulo, la parte de vuelta se conserva. En este caso,
siempre seran sextas partes.
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4.22.1. Narrativa de la experiencia diddctica

En estas tres secuencias, el trabajo fluyé cada vez mas rapido que en la SP1, y
la estrategia de “girar” el circulo para comprobar la fraccion sombreada fue la
Unica que se utilizo. Los estudiantes reconocieron que las areas en los siguientes
circulos serian diferentes y que, en cada caso, la parte sombreada se mantenia,
sin importar el tamano de los circulos (Figura 10). Cuando existian dudas, la Pi
insistia en el uso del material para comprobar.

Al inicio de cada secuencia, siempre fue importante retomar las anteriores
mediante preguntas. Asi, al iniciar la SP3, las preguntas de inicio fueron: {Qué
fraccion obtuviste con el cuadrado? ¢Qué fraccion obtuviste con la mitad del
cuadrado? ¢Qué fraccion crees que obtendras ahora con el triangulo equilatero?
Algunos estudiantes contestaron % otros%. La Pl los alentd a comprobarlo con
el material, y brindé apoyo a quienes lo requerian.

Figura 10. Utilizando diferentes tamanos de micas.

Con el desarrollo de cada parte de la secuencia, los alumnos lograron predecir
las partes de vuelta que se sombrearian en cada caso.

4.2.3. Secuencia Parte 5y 6 (SP5 y SP6)

Integrando los aprendizajes anteriores y a manera de conclusion, en SP5 se pide
a los estudiantes relacionar las figuras con el giro o parte de vuelta que realizaron
con cada una de ellas. Se pretende evidenciar la construccién contextual de
angulo, ver si ellos identifican las cualidades estatica y dinamica del angulo, el
giro, sin importar la direccion y cuantificar la parte de vuelta con respecto al todo
(Figuras 11y 12).
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Dibujo I Nombre de la figura Giro

Figura 11. Relacion de la figura con el giro.

Relaciona ambas colurmnas con una Bnea:

Figura 12. Identificar cada figura trabajada, con su circulo correspondiente.
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Se retoma el circulo dividido en 12 partes para iniciar con ejercicios utilizando
una flecha fijada en el centro, y que los estudiantes la giren seguin se les indique.
Cada divisién tendra un numero como en el reloj, de tal manera que deben
realizar giros, por ejemplo, del numero 3 al 12, e identificar la fraccién de giro
que realizaron. No se especificara el sentido, para fomentar el uso de angulos
en ambas direcciones.

Luego se les da un nuevo circulo, dividido en 12 partes. Los alumnos deben
imaginar que cada doceavo esta dividido en 30 partes iguales. Con esta actividad
se pretende trabajar con giros similares al transportador (Figura 13). Se establecen
conclusiones una vez que la Pl institucionalice que una de esas 360 partes de
todo el circulo equivale a un grado.

Tomemos el cisculo con doce divisiones: Coloca la hoja anterior sobre la base e fomi y fija Ia flecha con Ia tachuela al centro del
cicculo.
Realiza los siguientes giros y contesta:
Ubica la flecha en el punto 3. Ese seri tu punto de inicio en cada caso:
:> Gira la flecha hasta llegar al ntimero 12

Ese giro equivale a de welta

¢En qué sentido giraste la fleca?

Gira Ia flecha hasta llegar al ntimero 9.
Ese giro equivale a de vuclta.

¢En qué sentido giraste Ia flecha?.

Gira Ia flecha hasta llegar al atimero 1.
Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste Ia flechs?

Gira Ia flecha hasta el nimero 4.

U

Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la flecha?

Ahors cambiemos el punto de micio.

Ubica Ia flecha en ¢l punto 9. Ese seri shora tu punto de inicio para cada uno de los

siguientes movimientos:

Gira Ia flecha hasta llegar al nimero 6.

Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la fleca?

Gira Ia flecha hasta llegar al nimero 3.

Ese giro equivale a de vuelta.

¢En qué sentido giraste la flecha?.

Recibiris el siguiente matedal:

1. Base de Fomi Gira la flecha hasta llegar al némero 7.
2. Flecha

3. Tachuela

Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la flecha?

Gira la flecha hasta ol ntmero 2.

y 403

147 148

Figura 13. Giros con base en las divisiones del reloj y considerando 30 divisiones en cada
doceavo, 360 en todo el circulo.

Las conclusiones van orientadas a que los estudiantes determinen el niumero
de pequenas partes que hay en cada fraccién estudiada inicialmente: 1/4 de
vuelta, 1/8 de vuelta, 1/6 de vuelta y 1/12 de vuelta, asi como los grados
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correspondientes para cada fracciéon. La actividad concluye identificando las
figuras trabajadas en un inicio, con su fraccion de vuelta y el angulo correspon-
dientes (Figura 14).

Llamemos a cada una de esas paries “grado”
Considerando lo anter ™
FRACCION §i cada doceavo estd. GRADOS
dividido en 30 partes
iguales:

Dibujo Nombre de la Giro. Grados
figura

151

Figura 14. Cada figura con su fraccién, su numero de partes respecto a las 360 de todo el
circulo y los grados correspondientes.

4.2.3.1 Narrativa de la experiencia diddctica

Los estudiantes resolvieron la SP5. En las primeras tablas no hubo necesidad
de usar los materiales manipulables. Los alumnos relacionaron, sin problemas,
la figura con sus partes de vuelta correspondientes (Figura 15).

A la pregunta ‘‘qué parte de vuelta equivale el giro que inicia en el punto
3y termina en el punto 12?', el grupo dio varias respuestas: 7, + y . La Pi le
pidid a una estudiante que pasara a la pizarra y explicara lo que encontré. Ella
ubico el punto de inicio, giré hacia el punto 12 y respondié: éste equivale a +,
13—2 La PI pregunto si todos estaban de acuerdo, y el grupo respondio positiva-
mente. La PI le pidié a otra alumna que compartiera con el grupo su respuesta.
Esta explicé que algunos giraron la flecha a la derecha y otros a la izquierda. La
Pl aclard que como no se especifico el sentido, el giro podia realizarse en cual-
quiera de los dos sentidos.
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Figura 15. Tabla para relacionar figura geométrica con las secciones en el circulo que se
generan al superponerlas.

Antes de dar por concluida la actividad, 1a Pl les pregunt6 a qué les recordaba
la figura -el circulo dividido en 12 partes- y retomo la respuesta del “reloj” que
dio un estudiante para, a partir de ahi, hablar del “giro en el sentido de las
manecillas del reloj".

En la siguiente actividad de la SP6, por primera vez se presenta un ejercicio
abstracto con el que los estudiantes ‘imaginan” subdividir cada una de las 12
partes en el circulo en 30 partes iguales. A partir de este momento se etiquetaron
los giros como “tantas (partes) de 360", por ejemplo 30 de 360, y lo escribieron en

el circulo en forma de fraccion % (Figura 16).

900360

120360

1500160

3600360

FR360

270360

Figura 16. Etiquetado a las subdivisiones imaginarias.
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El llenado de la tabla de tres columnas: (1) fraccion del circulo, (2) partes de
vuelta con la divisién en 360 partes y (3) equivalente en grados -en donde s6lo
se les dio la fraccién de la primera columna %%%%? -, fue respondido de
manera grupal, y la Pl fue destacando las respuestas y/o explicaciones de algun
estudiante para ampliar la discusion. Por ejemplo, algunos alumnos dan rapi-
damente la respuesta correcta a cuantas partes de vuelta le corresponden a la
fraccion % sin embargo, un estudiante hace un conteo diferente y pasa a la
pizarra para mostrar su respuesta. Sucedio que él giraba la flecha en sentido
contrario a las manecillas del reloj, contando 8 de las 12 partes en las que estd
dividido el circulo y ahi coloca la fraccion % Sus companeros le recomiendan divi-
dir en cuartos y luego en sacar la mitad, pero le resulta dificil imaginarla, quiza
porque el circulo ya esta dividido. La PI, con el propésito de ir construyendo con
él la respuesta, insiste en localizar la cuarta parte y después el octavo, como la
mitad de la cuarta parte. Suena la campana que indica que la clase ha concluido,
por lo cual la PI le pide a otra estudiante que pase a resolver la pregunta, expli-
candole al primero cémo lo hizo (Figura 17).

Figura 17. Estrategia para dividir el circulo en octavos.

Ella localiza los cuartos y senala como los dividié a la mitad trazando dos
rectas que cortan al circulo, como se muestra en la Figura 17; enseguida, explica
que como el doceavo se divide por la mitad, entonces quedan 15° que, sumados
a los 30° del punto A al punto B, dan 45°. Con esto se da por concluida la clase.

Se inicia la nueva sesion haciendo un recordatorio de las actividades resueltas
en la anterior, para hacer una vinculacion entre las figuras, partes de vuelta y
los grados. Al hacer uso de la idea del “reloj y el sentido en el que giran sus
manecillas’, se anaden a la revision algunos ejercicios orales sobre las fracciones
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que recorre para ir de un numero a otro. Recordando la relacion del circulo con
el reloj, la PI pregunto si tendria algo que ver el tamano de la manecilla del reloj
con el giro que hace y puso como ejemplo dos relojes de diferente tamano, cuyas
manecillas de los minutos van del 1 al 7. Los estudiantes dijeron que no importa
el tamano de los relojes, que ambos dan un giro de % y argumentaron que es
asi porque ambos tienen las mismas divisiones.

La Pl aprovech¢ los ejercicios orales para etiquetar el circulo con las partes
de vuelta usando fracciones (%%%) Al concluir, pregunto qué les recor-
daba la figura etiquetada. Los alumnos respondieron que al reloj, a un pastel
partido y “a un transformador’; la profesora responsable del grupo les corrigid,
senalando que se dice “transportador”. Con esta respuesta, la Pl comenzd un
discurso explicativo sobre el uso del transportador para medir angulos, conside-
rando que hay un punto de inicio y un punto final, poniendo énfasis en que
esto no cambia si el transportador es de diferentes tamanos.

Para concluir con la SP6, la Pl mostro en el pizarrén la division del cuadrado
-ya hecha por los estudiantes en la secuencia- de donde “salen” dos escuadras
comunmente denominadas en la escuela “escuadras de 45°" (Figura 18). De
manera analoga, se mostro la division del triangulo equilatero para obtener dos
escuadras denominadas de 30°-60° (Figura 19). Con ayuda de las respuestas de
los estudiantes, se identificaron y marcaron en el pizarron los valores de los
angulos interiores de cada escuadra.

0130

60° 90°]90° 60°

Figura 18. Figura 19.

También se mostraron escuadras de plastico o madera de diferentes tamanos,
para preguntar sobre la medida de los angulos. Los alumnos aseguraron que
eran las mismas, porque ambas son mitades del cuadrado o mitades del triangulo
equilatero.

Para finalizar con la SP6, la PI pidi6 a los estudiantes que escribieran en la
parte posterior de su material lo que para ellos era un angulo. Esta fue la Unica
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actividad que respondieron sin compartir respuestas al grupo. Al ver que tenian
dificultades para responder, la Pl vuelve a preguntar “como definirian un angulo?”.
Se concluyo la actividad y algunos alumnos aplaudieron.

5. UNA VALORACION INICIAL A LO LOGRADO CON EL DISENO

Para valorar si el disefio y su puesta en escena cumplieron con el objetivo de
lograr el aprendizaje del concepto escolar de dngulo, o ampliar la comprension
de los alumnos y vincularla con las definiciones y aplicaciones escolares traba-
jadas en anos previos, se llevo a cabo un analisis en dos niveles: la interaccion
con las facetas del angulo y la articulacion con conocimientos previos.

Considerando que todos los estudiantes se involucraron en la resolucion de
la secuencia haciendo, respondiendo y argumentando, localizamos momentos
de accion cuando ellos manipulan los materiales, por ejemplo al recortar y
sombrear; también encontramos momentos de comunicacion cuando dan res-
puesta a las preguntas de cada actividad, pues en la dindmica grupal los estu-
diantes responden en voz alta y se genera discusion. Finalmente, localizamos
momentos de prueba en distintas modalidades:

» Al dar respuestas puntuales en actividades no tan familiares para el grupo,
1

por ejemplo al argumentar porqué la parte sombreada corresponde a +
de la circunferencia. El giro se convierte -a partir de aqui- en la estrategia
para probar las partes de vuelta, es decir, en una actividad que permite dar
respuesta a otras preguntas.

* Cuando hay distintas respuestas: se hacen los giros en dos sentidos distintos
y Se prueba que dos respuestas diferentes son correctas.

» Cuando hay elecciones distintas a las que plantea la secuencia: un alumno

escoge un vertice distinto para recortar el triangulo isosceles.

Al estudiar estas modalidades de prueba, centramos la atencién en la reso-
lucion-prueba que hace un estudiante, quien retoma el manejo de los materiales,
expone su forma de resolver la actividad y explica el porqué de su respuesta. En
conjunto, la Ply el grupo aceptan o cuestionan la respuesta. Para el alumno, fue
un descubrimiento paulatino. Uso6 el angulo sin saberlo y descubrio que, sin
importar el tamano del circulo usado, la fraccién sombreada o el giro realizado
siempre seria el mismo. Esto lo trabajo y lo infirio al adelantarse a contestar, para
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después validar su respuesta con circulos de diferentes tamanos de circulos.
Llegd un momento en que ya no tuvo la necesidad de utilizar todos los circulos
con todas las figuras, puesto que fue realizando conexiones.

Los estudiantes manejaron el cardcter estdtico del angulo al sombrear en
cada mica la porcion encontrada, de acuerdo con la figura trabajada; también
lo hicieron en las tablas que completaron, en material impreso que se les entrego
y al usar las escuadras del juego de geometria para identificar la fraccién corres-
pondiente al vértice de cada una de ellas. El cardcter dindmico del angulo se
experimentd al momento de girar las micas para encontrar las diferentes partes
de cada figura.

5.1. INTERACCION CON LAS FACETAS DEL ANGULO

En esta seccion nos referimos a la dinamica grupal en términos de los momentos
en los que se ponen en funcionamiento:

» Conceptos situados de angulo y conceptos contextuales de angulo.
 El caracter dinamico o estatico de la nocion de angulo.
* La nocion de angulo como cualidad, cantidad y como relacion.

Hasta la primera tabla de la SP6, se dirige la actividad de los estudiantes
para pasar del concepto situado, referido a la parte de vuelta que se sombrea
(cualidad de caracter estatica) en cada circulo, al concepto contextual. Esto se
logra con el reconocimiento de que las porciones sombreadas (cantidad) en los
tres circulos es la misma, incluso si la figura geométrica también cambia de
tamano. Se comprueba utilizando el giro (caracter dindmico) como estrategia.
La construcciéon del concepto contextual es reafirmada cuando los alumnos
logran asociar las figuras geométricas con las partes de vuelta que les corres-
ponden en el circulo, y con las divisiones en éste.

Hasta antes de la institucionalizacion, por parte del profesor, de la medida
angular “grado’, los estudiantes trabajaron el dngulo como giro (cualidad de
caracter dinamico), considerando un lugar de partida y uno de llegada (relacion).
Reconocemos en esta experiencia el concepto contextual, en tanto los alumnos
manejan por igual tanto el giro en el circulo dibujado de las hojas de trabajo como
en el circulo, considerablemente mas grande, proyectado en la pizarra. En esta
actividad, ademas, cuantifican el giro y distinguen su sentido (derecha/izquierda).
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En el desarrollo de la actividad, quiza por la creencia de estar trabajando con
fracciones y giros, los estudiantes no tuvieron dificultades para trabajar partes de
vuelta mayores a % (en sentido analogo a la dificultad de concebir un angulo
mayor a 180°), o del giro completo (dngulo de 360°). Sin embargo, por la relacion
figura geomeétrica-parte del circulo, carecia de sentido hablar de giros mayores al
entero (Angulos mayores a 360°), o de ausencia de giros (angulo de 0°). Aunque
no se introdujo la nocion de dngulo negativo en el contexto de la actividad, resulto
natural hablar de giros a la izquierda o al contrario de las manecillas del reloj.

El trabajo con circulos de distintos tamanos y la reiterada distincion entre
porciones y areas indica que no hubo conflicto en cuantificar los giros con base
en sus tamanos. En las actividades mas abstractas, particularmente cuando se
reflexiono6 sobre ‘el tamano de las manecillas en relojes de diferente tamano y
su relacion con los giros', los estudiantes no mostraron confusion ni mal manejo
de la cuantificacion del giro. Por ultimo, el uso de los diferentes términos para
caracterizar lo que se hace (porcion, area, giro, parte de vuelta) deja claro que
en sus desempenos los estudiantes miden angulos, no areas ni longitudes.

Consideramos que el concepto abstracto del dngulo se logré solo a nivel de
la subdivision del circulo en 360 partes y de la manipulacién de ellas para
realizar giros y cuantificarlos, pero esto de ninguna manera es visto como un
concepto formal del angulo. Reconocemos que las situaciones angulares, esco-
lares o extraescolares, son de naturalezas tan diversas que la nocion de dngulo
construida en la experiencia puede ser insuficiente sin la organizacion didactica
que la haga evolucionar hacia una mas compleja, o hacia una nueva.

5.2. ARTICULACION CON SUS CONOCIMIENTOS PREVIOS

Presentamos algunas respuestas que dan los alumnos cuando se les pide escribir
‘lo que para ellos es un angulo”. Estas -en calidad de respuestas individuales
no compartidas con el resto del grupo- fueron analizadas como la articulacion
que puede lograr el estudiante entre su conocimiento previo y lo aprendido a lo
largo de la secuencia. Agrupamos las respuestas en las siguientes categorias:

1. Expresiones que aluden a lineas rectas unidas en un punto. En esta
categoria obtuvimos 14 respuestas; cuatro hacen uso de un dibujo para
ilustrar su “definicién” o alguna parte de ella. Ademas, aparecen términos
como esquina, abertura, inclinacion, vértice, separacion.
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Figura 20. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 1.

2. Expresiones que aluden a figuras. Aunque para algunos es una figura y
para otros es parte de ella, ubicamos 10 respuestas en esta categoria.
Aqui encontramos dos “definiciones” con dibujo; en cuatro de ellas se le
reconoce como medida o tipo de medicion.
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Figura 21. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 2.
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3. Expresiones que aluden a las fracciones. Utilizando nociones como unién
entre dos lineas, grados o esquina, tres definiciones dan prioridad a la
nocién de “fraccion” para redactar su definicion, y ninguna utiliza dibujos
para ilustrarla.

Quees para +i on angolo ) \
el punto g Une dos lineas de una

Medida onespegiica. fambien 13 patie
Qe >enald b §racclon de dna Figora ,0mea iy
e:;q_dmc\ 5

& o pow H on ongolo?
© va Srocion sdo qee en vez de
.Pm@r\ % F@lmd& e 3(0’355

(Bespaa hi un ongula? >
£S5 Ua Foden pap ICpIesTia on ﬁiqd05

Figura 22. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 3.

4. Expresiones que aluden a una idea concreta. En esta categoria “misce-
lanea” ubicamos tres respuestas: una de ellas habla de “abertura medida
en grados’, la segunda de porcentajes y la tercera de “partes de un circulo”.
Solo esta ultima usa un dibujo, pues reconoce que el angulo puede estar
en otro tipo de figuras.
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Figura 23. Ejemplos de articulacion de significados, Categoria 4.
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Hubo solamente un alumno cuya respuesta fue “‘no sé”. No hubo entrevistas
posteriores para profundizar el porqué de cada respuesta, debido a que nos
propusimos llevar a cabo esta experiencia en un ambiente de clase muy “natural’
y, en la medida de lo posible, ir al ritmo escolar tradicional. Sin embargo, es
evidente que se puede continuar la investigacion en esta direccion, o incluir otro
tipo de actividades para “ver en accion” la articulacion de los significados angu-
lares construidos con las nociones previas de angulo que se han trabajado en
la escuela.

Con base en los condicionamientos del contrato pedagogico, podemos inferir
que al solicitarles una definicion de angulo los estudiantes evocaron, con prio-
ridad, esquemas escolares que hacen alusion a las lineas rectas, los puntos de
encuentro, las aberturas, etc, mas que a los giros trabajados en las experiencias
fisicas que plantea la secuencia. Es decir, existe una separacion entre lo que
hacen para ellos mismos y lo que responden en la escuela.

6. DISCUSION Y REFLEXIONES FINALES

En (Rotaeche y Montiel, 2008; 2011) hemos planteado, con base en la evidencia
empirica, que es posible, como en la historia, usar el concepto de dngulo sin
definirlo o presentarlo en sus faceta matematica formal. Sin embargo, a diferen-
cia de la construccion histdrica, los estudiantes solo cuentan con el tiempo
limitado de la escuela para la construccién de significados, y es entonces cuando
los disenos didacticos llegan a trivializar este proceso.

En el presente documento damos evidencia de que es posible la construccion
de significados, representaciones y usos, previo a la formalizacién del concepto
y tomando en consideracién la cotidianidad escolar de los alumnos, pero desa-
rrollamos una discusion sobre sus implicaciones en el aula y la imperiosa
necesidad de mas investigacion.

Consideramos que el resultado mas importante -relacionado con el apren-
dizaje de la nocién de dngulo- es que los estudiantes sélo logran, con este
diseno didactico, construir ciertos significados angulares. Identificamos que ellos
ponen en funcionamiento, de forma oral o escrita, mas significados de los que
pueden reconocer explicitamente, pero el paso a una abstraccion del concepto,
articulando estos nuevos significados con los conceptos escolares previos, les
resulto una tarea compleja, lo cual nos lleva a pensar que se requiere mas
tiempo del asignado al tema, o es necesario un enfoque distinto en su ensenanza.

196 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 29, NUM. 1, ABRIL DE 2017



Aprendizaje del concepto escolar de dngulo en estudiantes mexicanos de nivel secundaria

Sorprende, por ejemplo, que a pesar de llevar mas de cuatro anos usando un
juego de geometria —-que incluye un transportador- el estudiante confunda el
nombre de este Ultimo y le llame ‘transformador’, y otro responda, sin broma,
que el transportador sirve para transportar.

Del contraste entre el punto de partida -o analisis a priori- y la experiencia,
se identifica que se logré que los estudiantes identificaran, cuantificaran y aco-
taran la angularidad, mas que el dngulo como concepto. De forma natural
pudieron interactuar con su naturaleza estatica y dinamica, a través de las
cualidades del angulo. Pudieron cuantificarla al medir angulos en ambos sentidos,
sin tener que hablar de angulo negativo o positivo. Ademas, lograron contex-
tualizarla al identificar similitud entre el reloj y el transportador, y extraer de ahi
propiedades del angulo, por ejemplo que su medida no depende del tamano de
las manecillas del reloj o de la figura geométrica trabajada.

A partir de la evidencia, reconocemos que se debe poner mayor atencion a
lo que hacen los estudiantes durante el proceso de resolver secuencias didacticas,
y evaluar su pertinencia para poner en uso significados. Una vision prospectiva
nos dice que, bajo este enfoque, el diseno se ajusta a la dinamica de clasey a
la propuesta de construccion de conocimiento; sin embargo, de mantenerse el
enfoque que prioriza el dominio de contenido, no cumplira las expectativas.

Consideramos que es necesario hacer investigacion sobre los significados
angulares que se ponen en juego en todo el curriculo de la educacion primaria,
posiblemente como una nocion transversal. Esto pondria de manifiesto que el
concepto no se aprende de una vez y por todas, que no serfa posible considerar
que el angulo ya se aprendi6é en primaria y, en consecuencia, puede “aplicarse”
en otros temas u otras asignaturas. Es decir, estariamos cuestionando que los
pilares de nociones mas avanzadas -como la razon trigonométrica, la pendiente
de la recta, la velocidad angular y el paralelismo, entre otras- sean lo suficien-
temente robustos para construir estas ultimas.
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