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Resumen: En este articulo presentamos significados que estudiantes de un programa de forma-
cion inicial de profesores de matematicas dan al Teorema Localizacion de Puntos (de la geome-
tria plana euclidiana), inferidos del uso que ellos hacen del mismo cuando intentan justificar
tedricamente un procedimiento en el que el uso de tal teorema no es adecuado. Destacamos el
error al que esta falencia conlleva, como un camino usado deliberadamente por el profesor para
favorecer una semiosis relacionada con el significado del teorema; exponemos cémo el profesor
reconoce la importancia de este suceso y abre el espacio para que los estudiantes expliciten los
significados, posible génesis de tal dificultad, buscando que se acerquen al significado compar-
tido deseado de dicho teorema. Para describir tal semiosis y decantar los significados, hacemos
uso de la perspectiva semidtica inspirada en la idea peirceana de signo triadico.

Palabras clave: Construccién de significados, teorema localizacion de puntos, semiosis,
signo triadico de Peirce.

Abstract: The purpose of this article is to present the meaning that pre-service teachers give to
the Point Localization Theorem, a Euclidean plane geometry theorem. We infer the meaning
from the students’ use of the theorem when they try to justify a procedure for which it is not
adequate. We point out that the error this mistake entails becomes a path used deliberately
by the teacher to favor semiosis with respect to the meaning of the theorem; we expose how
the teacher recognizes the importance of this incident and therefore opens a space so that the
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students can explicit their meanings, possible genesis of the inadequate use, as a means to
approach the desired shared meaning of the so said theorem. To describe the semiosis and
identify the meanings, we use the semiotic perspective inspired in Peirce’s idea of triadic sign.

Key words: Making meaning, Point Localization Theorem, semiosis, Peirce’s idea of triadic sign.

INTRODUCCION

Usar teoremas y definiciones del sistema teorico de referencia como garantias al
demostrar un enunciado condicional o al resolver tedricamente una situacion
especifica es una accion imprescindible de la practica matematica que debe te-
ner un estudiante de nivel universitario (Selden, 2012), habida cuenta de que se
parte de la premisa segun la cual, en alguna medida, el significado personal
de un enunciado matematico (postulado, teorema o definicion) se refina median-
te su uso. En este articulo presentamos significados que los estudiantes dan al
Teorema Localizacion de Puntos (1LPY); los inferimos caracterizando el uso que
ellos hacen del mismo en el marco de la justificacion tedrica de un procedimien-
to en el que el uso tal teorema no es acertado. Con esto, mostramos que los es-
tudiantes tienen dificultad en usar de manera apropiada teoremas relevantes,
particularmente, en verificar si las propiedades mencionadas en las hipétesis de
un teorema se satisfacen bajo las condiciones de una situacion especifica (Sel-
den, 2012). Pretendemos destacar el error al que esta falencia conlleva, como un
camino usado deliberadamente por el profesor para favorecer una semiosis rela-
cionada con el significado del TLP; exponemos como el profesor reconoce la im-
portancia de este suceso y abre el espacio para que ellos expliciten los
significados, posible génesis de tal dificultad, buscando que se acerquen al signi-
ficado compartido deseado de dicho teorema.

En primera instancia, presentamos la perspectiva tedrica a la luz de la pro-
puesta de signo triadico de Charles S. Peirce (Sdenz-Ludlow y Zellweger, 2012),
que fundamenta el analisis realizado; enseguida, nos referimos a asuntos meto-
doldgicos para lo cual contextualizamos y presentamos el episodio que es objeto
de andlisis, aludimos a la identificacién de los ciclos de interpretacion que cons-
tituyen el episodio, y establecemos una comparacion, desde un punto de vista
matematico, de los enunciados de los hechos geométricos involucrados en el

1 Sean rnumero real positivo y AC. Entonces existe un tinico punto D € AC tal que AD = r. AD denota la
distancia entre los puntos Ay D.
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episodio. Luego se presenta un andlisis de la interaccion verbal con base en los
referentes teoricos expuestos. Por ultimo, exponemos las conclusiones que son
producto de tal analisis.

PERSPECTIVA SEMIOTICA DE LA ENSENANZA
Y EL APRENDIZAIE DE LAS MATEMATICAS

La interaccion social entre profesor y estudiantes que tiene lugar en el aula para
construir significado matematico es una actividad semidtica. Para describir e in-
terpretar dicha actividad tomamos la perspectiva semiotica de la ensefanza y el
aprendizaje que desarrollan Saenz-Ludlow y Zellweger (2012), basada en la teo-
ria del signo triadico de Charles S. Peirce. Para Peirce, la semiosis es la actividad
comunicativa o de pensamiento en la que se crean o se usan “signos’. El “signo”
de Peirce, denotado SIGNO por Saenz-Ludlow y Zellweger, consiste en la relacion
triddica que resulta de la integracion inseparable de tres relaciones diadicas entre
un objeto, una representacion del objeto (representamen o signo vehiculo) y una
interpretacion del objeto representado (interpretante). En el siguiente diagrama
(Figura 1), la *Y" invertida® permite plasmar los tres componentes del SIGNO y sus
tres relaciones diadicas (i.e, objeto-signo vehiculo, signo vehiculo-interpretante y
objeto-interpretante).

representamen o
signo vehiculo

objeto . interpretante

Figura 1. Diagrama de la estructura general del SIGNO

2 De esta representacion iconica, nos dice Perry (2009) que se trata de la Unica figura apta para
representar la estructura general de la semiosis peirceana, y que fue redescubierta por el matematico
Robert Marty.
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Este modelo de la semiosis es esencialmente un modelo de comunicacion
basado en la idea de SIGNO y en la diferenciacién que Peirce hace del objeto del
SIGNO. Esta diferenciacion se enfoca en los aspectos del objeto que son indicados
y transportados en el signo vehiculo y en las caracteristicas del objeto que es
construido por el intérprete una vez que recibe e interpreta el signo vehiculo.
Peirce hace referencia a tres objetos: el Objeto Real, el objeto dinamico, y el obje-
to inmediato. EI Objeto Real (OR) es el objeto que acepta la comunidad de discur-
so dentro del cual tiene lugar el acto semiotico. En el caso que nos ocupa, nos
referimos al Objeto Real Matemdtico (0ORM); objeto que es de naturaleza social,
cultural e historica. El objeto dindmico (od) es una representacion del Objeto Real,
una interpretacion idiosincratica generada en la mente del intérprete cuando re-
cibe un signo vehiculo y lo interpreta. El objeto inmediato (0i) es una representa-
cion del Objeto Real que refiere a uno o mas aspectos especificos de este, y que
se codifican y se expresan en un signo vehiculo. El aporte distintivo de Peirce a
la nocién tradicional de “signo” esta en la inclusion fundamental de la mente que
interpreta. Esta inclusién pone de relieve que la comunicacion no es un proceso
inmediato que permita pasar de manera directa un determinado mensaje de
una persona a otra con significados supuestamente “objetivos” y asociados a
aquellos objetos en los que se enfocan los signos vehiculos que median la co-
municacion. En cambio, es un proceso mediato e indirecto en el que la construccion
de interpretantes de las personas involucradas es imprescindible y desempena
un papel preponderante.

La siguiente es una descripcion somera de como ocurre la semiosis en torno
a un determinado Objeto Real, en un intercambio verbal constituido por dos tur-
nos (ver Figura 2). En un acto de interpretacion-intra (interaccion consigo mismo),
la persona A genera un objeto inmediato (0i) seleccionando, de su interpretante
(i) relativo al Objeto Real, algun aspecto especifico sobre el que quiere enfocar su
comunicacion, lo codifica y lo expresa en un signo vehiculo dirigido a la persona
B. En un acto de interpretacién-inter (interaccién con otros) que tiene lugar en el
contexto de su conocimiento y experiencia, B decodifica el signo vehiculo emitido
por A y genera un interpretante que determina un objeto dindmico (od) que
puede estar en mayor 0 menor consonancia con el objeto inmediato de A. Luego,
en un acto de interpretacion-intra, B genera un objeto inmediato, lo codifica en
un signo vehiculo dirigido a A, quien a su vez lo decodifica y asi se forma un
interpretante en la mente de A de donde podria provenir otro objeto dinamico.
Obsérvese que la relacion mediante la cual comparamos el objeto dinamico del
intérprete con el objeto inmediato del emisor del signo vehiculo no es de igual-

40 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 2, AGOSTO DE 2015



Oscar Molina, Patricia Perry, Leonor Camargo y Carmen Samper

dad sino de consonancia. Es practicamente imposible que en algin momento
sean idénticos dada la naturaleza provisional y, por tanto, cambiante de los obje-
tos dinamicos, y debido a que ellos estan influidos por la experiencia previa y el
conocimiento del intérprete.

Persona A

Figura 2. Modelo del curso de una semiosis en un intercambio de dos turnos

En una interaccion dialogica de varios turnos en el aula de matematicas, cuyo
propdsito es el aprendizaje de los estudiantes con el apoyo del profesor que re-
presenta a la comunidad del discurso matematico, tiene lugar una semiosis co-
lectiva con la intencion de construir significado de un Objeto Real Matematico
situado, es decir, inmerso en una situacion didactica especifica; lo denominamos
Objeto Real Matemdtico del profesor. Por ejemplo, en una determinada semiosis,
el Objeto Real Matematico podria ser el elemento tedrico Teorema Localizacion
de Puntos (TLP) mientras que el Objeto Real Matematico del profesor bien podria
ser el TLP como herramienta para construir un segmento congruente a otro dado.

En el aula de clase, la mayoria de los objetos dinamicos que construye el pro-
fesor no son objetos dindmicos matematicos “genuinos’. Mas bien, estos objetos
dinamicos, fundamentales en la actividad semidtica del aula, tienen naturaleza
didactica, razén por la cual los distinguimos y los denominamos objetos dindmi-
cos diddcticos (odd) (Perry, Camargo, Samper, Sdenz-Ludlow y Molina, 2014). El
calificativo “didactico” alude a que estos son el resultado de decisiones didacticas
tomadas para facilitar la evolucion de los objetos dinamicos de los estudiantes
hacia objetos inmediatos que se aproximan al objeto inmediato pretendido. Como
se ha sugerido ya, el profesor, en cuanto representante de la comunidad de discur-
so matematico, desempena un papel especial en la construccion de significado.
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Para el caso de la educacion matematica, la nocién de construccion de
significado ha sido entendida por diversos autores (Godino y Llinares, 2000;
Radford, 2000) como la busqueda de compatibilidad entre las ideas de un
individuo acerca de un objeto matematico, significado personal, y las de la
comunidad cultural de referencia, significado objetivo o institucional. Desde
la perspectiva planteada en este texto, procuramos operacionalizar tal nocion.
Entendemos por construccion de significado el proceso de interpretacion a
través del cual se busca la convergencia de los objetos dinamicos de los es-
tudiantes hacia objetos inmediatos pretendidos del profesor, convergencia de
la cual se puede tener alguna noticia durante la comunicacion con base en
los objetos inmediatos que los estudiantes acarrean en sus signos vehiculos.
Los significados pretendidos del profesor, se espera que tengan como refe-
rencia significados objetivos o institucionales de algun Objeto Real Matema-
tico. Un significado objetivo es la integracion de consensos de significados
que se ha construido histéricamente en el seno de la comunidad profesional
de discurso matematico. El significado subjetivo o personal que da un estu-
diante a un Objeto Real Matematico es la integracion de significados perso-
nales parciales y provisionales que se han constituido principalmente de
manera colectiva en el aula de clase con la mediacidon semidtica del profesor
(i.e, acciones interpretativas y deliberadas que ¢l realiza con el proposito de
lograr la convergencia de los objetos dindamicos de los estudiantes hacia los
objetos inmediatos pretendidos del profesor). Cuando una persona interpreta
un signo vehiculo que acarrea algun aspecto de un Objeto Real, es decir,
cuando hace una lectura de un signo vehiculo para tratar de entender lo que
su proferente expreso, se genera un interpretante y un objeto dinamico. Tras
el surgimiento de tal interpretante del signo vehiculo y de tal objeto dinamico,
se pone en juego la subjetividad del intérprete, quien se esfuerza en ir cons-
truyendo su propio significado del Objeto Real, probablemente influido por
las interpretaciones anteriormente mencionadas. Es decir, el significado per-
sonal estd conformado por los objetos dindmicos que el intérprete ha ido
construyendo a lo largo de su interaccién con otros, pero no coincide con
tales objetos dinamicos, tampoco con los interpretantes. El significado provi-
sional que una persona va atribuyendo a un determinado Objeto Real, en un
proceso semidtico que podria no terminar en la medida que siga trabajando
al respecto, esta constituido por todas las ideas que va formando, reformando,
precisando, modificando al respecto, y los usos que pueda hacer tanto de la
definicion del objeto como del objeto mismo.
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ASPECTOS METODOLOGICOS DE LA INVESTIGACION

El episodio que analizamos hace parte de una sesion de clase en la que se es-
tudian procedimientos realizados por los estudiantes para construir un angulo
congruente a uno dado. Esto en el marco de un curso de geometria euclidiana
plana del programa de formacion inicial de profesores de matematicas de la
Universidad Pedagogica Nacional (Colombia). El curso tiene como proposito que
los estudiantes aprendan a demostrar, participando en la resolucién de proble-
mas geométricos abiertos, a partir de lo cual deben formular conjeturas y demos-
trarlas en el sistema teodrico que gradualmente se conforma en el curso. Los
estudiantes usan el programa de geometria dinamica Cabri para resolver los
problemas. El grupo estuvo constituido por 14 estudiantes. El profesor, coautor de
este articulo, tiene amplia experiencia en el respectivo desarrollo curricular. A
continuacion contextualizamos y presentamos el episodio que se analiza en el
articulo, identificamos los ciclos de interpretacion, y aportamos un analisis com-
parativo del TLP y el Postulado rayos — numeros reales PRYN? para tener en cuenta
en el analisis del episodio.

CONTEXTUALIZACION Y PRESENTACION DEL EPISODIO QUE SE ANALIZA

En esta clase se estudian los procedimientos de construccion realizados por los
estudiantes para resolver el problema

Construir, en el software Cabri, un angulo congruente a ZBAC dado. Justificar,
con el sistema tedrico disponible, el procedimiento.

El problema se les plantea con el proposito de motivar la necesidad de usar
el PRW y de introducir al sistema el Teorema Construccion de Angulos (TcA®).

El profesor propone abordar el procedimiento, realizado por varios grupos,
que recurre al uso de la herramienta ‘rotacién” de Cabri —conocida ya en el curso

3 Dados AB y punto C tal que C & Ta)y el conjunto de los nimeros reales entre 0y 180. Se puede
@blecer una correspondencia de todos los rayos de extremo Ay un punto en Sg; - (semiplano determinado por
AB donde esta C) con el mencionado conjunto de nimeros tal que:

(i) A cada rayo le corresponde un Unico numero.

(i) A ca_da) numero le corresponde un Unico rayo.

(iii) Al AB'le correspondi>0

(iv) Al rayo opuesto a AB'le corresponde 180.

4 SeanABen un plano @y un numero real r tal que 0 <r < 180. Entonces existe un tinico AD fal que Destaen
alguno de los semiplanos determinados por ABen a ym£LDAB =r.
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anterior de geometria. Pretende que los estudiantes participen en la tarea de
justificar teoricamente cada uno de de los 0S Pasos de tal procedlmlento Los pasos del
proced|m|ento son: i) construir ACy AB; ii) construir ACy Dtal que D - A - G iii)
construir AD; iv) tomar la medida de £ BACy usar la herramlenta ‘rotacion” para
rotar AD con medida de £BAC respecto a A, siendo AE el producto de tal accion;

v) tomar la medida de ZEADy constatar que m £ZEAD =m £ BAC (Gréfico 1).

Grafico 1. Representacion grafica producto del procedimiento de construccion

Estando en el proceso de justificacion de los pasos de construcc1on al llegar
a validar la existencia del A?que junto con el rayo opuesto a AC permite cons-
truir un angulo congruente al angulo ZBAC ocurre el episodio que motiva el
andlisis que presentamos en este capitulo. Una estudiante, Dina,> menciona
como garantia el TLP 'y no el PRYN. Ante esta respuesta inesperada, el profesor
emprende la siguiente tarea no explicita inicialmente para los estudiantes:

Produccion colectiva de una argumentacion que explique por qué el TLP no es
pertinente para garantizar la construccion de un rayo.

Comienza por preguntar a los estudiantes su opinion sobre la aseveracion de
Dina, con el objetivo de cuestionarla. Dan respuesta al profesor Maria, Antonio y
Juan; producto de la interaccion se logra una aproximacion a la idea pretendida
por el profesor y es este quien complementa la idea. Dice entonces, una vez mas,
en qué circunstancias es pertinente usar el TLP y en cuales el PRYN. Hecha la acla-
racion, el profesor vuelve a preguntar como justificar la existencia del rayo en

> Todos los nombres de estudiantes que figuran en el texto han sido cambiados.
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cuestion. Camilo responde acertadamente aludiendo al item ii del PRYN y explica
como lo usa en el contexto en que se encuentran.

REGISTRO DE INFORMACION

La informacion sobre la actividad semidtica provino de cinco fuentes: (i) video
grabaciones de todas las clases de un curso de geometria plana, hechas con dos
camaras; se accionaban para enfocar al profesor, el tablero, los computadores o
a los estudiantes, de acuerdo con el interés de capturar la interaccién comunica-
tiva y poderla reproducir lo mas fielmente posible; (i) grabaciones de audio toma-
das con dos dispositivos: uno de ellos situado muy cerca del profesor y el otro
cerca a los estudiantes; (iii) notas de clase elaboradas por los estudiantes, como
una tarea cotidiana en la clase; distribuidos por grupos, los estudiantes se turna-
ban diariamente para reconstruir los principales aspectos tratados en la clase y
enviar las notas al profesor; él las revisaba y las ubicaba en una carpeta virtual
en la web para uso de todo el grupo; (iv) notas tomadas por algiin miembro del
equipo de investigacion que acompanaba las clases y hacia observaciones in
situ de los aspectos de la interaccion que le parecia oportuno registrary comentar
en las reuniones de investigacion; (v) reconstruccion narrativa hecha por el pro-
fesor en las reuniones de investigacion realizadas semanalmente para evaluar
los sucesos de la clase y definir el rumbo de nuevas acciones.

IDENTIFICACION DE CICLOS DE INTERPRETACION

La identificacion de los ciclos para el analisis se hizo a partir de la trascripcion
completa de la grabacion de video de la clase en la que ocurri6 el episodio. La
informacion del video enfocado en el profesor se complemento6 con la del video
enfocado en el grupo de estudiantes. La transcripcion se hizo procurando una
reproduccion fiel de la interaccién comunicativa.® Sobre la transcripcién, se hizo
un primer ejercicio de andlisis en el que un miembro del equipo de investigacion
resaltd los signos vehiculos del profesor y de los estudiantes relevantes para la

% En la transcripcion hemos puesto entre paréntesis cuadrados [ ], comentarios sobre acciones del profesor
o del estudiante realizadas a la vez que verbalizan. [..] indica que suprimimos parte de la intervencién de quien
habla en ese momento.
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reconstruccion de la semiosis correspondiente al significado del TLP; en los signos
vehiculos identificd los objetos inmediatos, y propuso inferencias acerca de los
interpretantes, objetos dinamicos y objetos dinamicos didacticos del profesor. Este
ejercicio dio lugar a la identificacion de cinco ciclos de actividad semidtica, es
decir, fragmentos que tienen en si mismos un sentido completo. Estos ciclos son:
(i) Propuesta de uso del TLP para justificar tedricamente la rotacion de un rayo. (i)
¢Estan de acuerdo con la propuesta de Dina? -Respuesta de Maria. (iii) éPor qué
no es pertinente el TLP? -Respuesta de Antonio. (iv) éPor qué no es pertinente el
TLP? -Respuesta de Juan, y (v) Significado esperado del TLP segtin su uso.

ANALISIS COMPARATIVO DEL TLPY EL PRYN

Buscando recursos para analizar la situacion que centra nuestra atencion en
este articulo, vemos Util comparar el TLP con el PRYN atendiendo a dos aspectos:
sus enunciados y las situaciones en las que es pertinente su uso. Asi que, a
continuacion, explicitamos los enunciados, resaltando en cada caso las respec-
tivas hipotesis y consecuencias necesarias de estas; luego precisamos las res-
pectivas situaciones genéricas de uso pertinente. Estas dos acciones estan
relacionadas estrechamente en el sentido de que la primera prepara el terreno
para la seqgunda.
El enunciado del TLP es:

Dado C_TS[ 7> 0, entonces existe un unico punto X tal que X &€ C?y X=1z
El enunciado del PRYN es:

Dada AB, punto Ctal que C§§<A—B,>v el conjunto de los numeros reales entre 0 y 180,
se puede establecer una correspondencia de_todos los rayos de extremo Ay un pun-
toen Sm con el mencionado conjunto de numeros, tal que:

(i) A cada rayo le corresponde un Unico numero real.

(i) A cada ntimero real le corresponde un Unico rayo.

(i) Al ABle corresponde 0.

(iv) Al rayo opuesto al ABle corresponde 180.

El texto subrayado en cada enunciado reporta las condiciones de la hipotesis
del respectivo hecho geométrico. Aunque ambos antecedentes aluden al mismo
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objeto geométrico (rayo) y a nimeros reales, los antecedentes tienen condiciones
diferentes. En el TLP, el objeto geométrico es un unico rayo cualquiera, mientras
que en el PRYN se alude a todos los rayos contenidos en un mismo semiplano,
determinado por una recta, y extremo en dicha recta (i.e, tienen una condicién
especifica). En cuanto a las condiciones del nimero, algo similar ocurre: en el TLP
se alude a un solo ndmero real con la unica condicion de ser positivo, mientras
que el PRYN alude a todos los niimeros reales positivos menores que 180. En re-
sumen, el PRYN es mucho mas exigente que el TLP en lo que tiene que ver con las
condiciones de los objetos involucrados en el antecedente. Un asunto implicito
en la enunciacion del PRYN lo constituye la descripcion analitica que esconde la
generacion de angulos tras la mencion de rayos cuyo origen ( (A) pertenece a la
recta dada (AB) y sus demas puntos en un semiplano (eg, AD).

Ahora, con respecto a las consecuencias necesarias (lo no subrayado en los
enunciados) de las condiciones de los antecedentes antes descritos, precisamos
lo siguiente: el TLP garantiza la determmaaon de un Unico punto (e.g, X) en un
objeto muy bien determinado (un rayo —e.g, CD con una condicion de distancia
(eg, 2) dada a un punto previamente establecido (el extremo del rayo). Por su
lado, el PRYN provee una consecuencia mas rica por cuanto precisa las relaciones
que pueden presentarse entre los numeros y los rayos a los que hace referencia
el respectivo antecedente. Asi, plantea que a cada rayo (con las condiciones es-
pecificas) se le puede asignar un tnico numero entre 0 y 180, que a cada uno
de tales numeros se le puede asignar uno de dichos rayos, y que a los rayos que
conforman la recta se les asigna 0 y 180, segtin el caso. En sintesis, precisando
un rayo (e.qg, AD) con puntos en el semiplano mencionado en el antecedente (e.q.
el determinado por AB), se puede garantizar la existencia de un unico ndmero
entre 0y 180 que le corresponde (e.g, s). En el otro caso, especificando un niime-
ro entre 0y 180 (eq, s), se puede garantizar la existencia de un Unico rayo
(eg, AD) con puntos en el semiplano mencionado en el antecedente (el determi-
nado por AB) al cual le corresponde ese niimero especificado (s).” En cualquiera
de los dos casos, ese nimero s se convierte en la medida del ZDAB.

Con la descripcion de los consecuentes hecha, es posible concluir que el TLP se
usa en contextos de distancia entre puntos (necesaria para determinar la medida

7 Noétese que el PR no declara la existencia de los numeros reales entre 0y 180, o de los rayos en un
semiplano especifico. Estos objetos ya existen a priori. Lo que se quiere decir es que existe un néimero en el
conjunto (0, 180) que le corresponde a un rayo con las condiciones dichas en el enunciado del postulado, y que
existe un rayo con tales condiciones que le corresponde a un nimero dado del conjunto (0,180).
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de longitud de segmentos); de manera general, se usa en casos en los que sea
necesario construir un segmento congruente a uno dado mediante la localizacion
de un punto que sera uno de sus extremos. El PRYN se usa en contextos donde in-
terviene la medida de amplitud de angulos; de manera general, en situaciones en
las cuales es necesario construir un angulo congruente a uno dado mediante la
determinacion de un rayo que sera uno de sus lados.

Es de esperar que los estudiantes reconozcan los contextos respectivos donde
el uso de los hechos geométricos es pertinente, pues una descripcion similar
debe conformar parte de su interpretante relacionado con cada hecho geométri-
co. Como el contexto de la clase se enfoca en la justificacion tedrica del procedi-
miento de construccion de un angulo congruente a uno dado, especificamente
en la existencia de un rayo que en el software surgié como rotacién de otro,
claramente el uso del TLP no es pertinente; si el del PRYN.

ANALISIS DE LA INTERACCION VERBAL

El analisis del episodio nos permitira tener indicios del significado que al TLP dan
tres estudiantes en aquel momento, en su reaccion a la propuesta de Dina. Para
el fragmento de didlogo que vamos a analizar, se identifica como OR(M) el TLP, y
como OR del profesor, el significado del TLP a partir de la caracterizacion del uso
(i.e, identificacion de las situaciones en las cuales es pertinente usarlo y uso
adecuado del mismo en tales situaciones).

Para efectos de la lectura de la trascripcion analizada, los sv del profesor sobre
los que concentramos la atencidn son expresiones del profesor en sus interven-
ciones donde alude al uso del TLP. En relacién con los sv de los estudiantes, se
presentan expresiones de una intervencion de un estudiante en la que podemos
reconocer algo relacionado con el pretendido uso del TLP.

CICLO 1. PROPUESTA DE USO DEL TLP PARA JUSTIFICAR TEORICAMENTE LA ROTACION DE UN RAYO

El profesor ha emprendido la tarea antes mencionada junto con los estudiantes.
La atencion se enfoca en la justificacion del paso iv de tal procedimiento, especi-
ficamente en la justificacion de la existencia de AE producto de la rotacion del AD
en torno a A con medida de ZBAC En este sentido, el profesor, con una pregun-
ta, pretende que los estudiantes precisen la garantia tedrica que valida la cons-
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truccion de un rayo a partir de la rotacion de otro y de la medida de un angulo,
que se ha hecho en el software Cabri. Dina le responde.

1. Profesor:  [..] éComo aparece ese rayo? [..] éListo?
Ya sé que en los computadores apare-
cen, pero ahora tedricamente, icomo
hago para que aparezca el rayo AE?
¢Cémo hacemos?

2. Dina: Por Teorema Localizaciéon de Puntos,
éno?

Ante el sv® del profesor [1]7 cuyo oi,-p es la garantia tedrica solicitada que
permite justificar teéricamente la existencia del AE Dina responde: “Por Teorema
Localizacion de Puntos’(sv-D). El profesor no deja que pase inadvertida esta res-
puesta no apropiada y hace que el oi-D acarreado por sv-D sea el que tome el
protagonismo en la clase; esto es: el Teorema Localizacion de Puntos permite
justificar tedricamente la existencia del rayo. El objeto inmediato de Dina esta en
concordancia con el objeto inmediato del profesor; claro, ella provee una garantia
tedrica para justificar la rotacion del rayo. No obstante, el profesor no pretendia
que se aludiera a tal garantia (i.e, TLP), sino al PRYN.

Algunos posibles interpretantes que motivaron a Dina a mencionar aquel
sv-D son:

* Para construir el nuevo rayo primero se debe “localizar’ un punto con ubi-
cacion especial, lo cual se garantiza con el TLP.

* |a aplicacion del TLP requiere de un rayo y una medida. El TLP se usa para
transferir medidas. Aqui tengo un rayo y una medida que debo transferir,
entonces el TLP me sirve.

* En los ultimos problemas que se ha abordado en clase, el TLP siempre sur-
ge como justificacion de un paso de un procedimiento. Este caso no debe
ser la excepcion.

8 sv-X, 0i-X, 0d-X e i-X denotan respectivamente a signo vehiculo, objeto inmediato, objeto dinamico e
interpretante asociado al sujeto X.
% El nimero encerrado por los corchetes indica la fila de la trascripcion donde esta ubicado el sv referido.
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En cualquiera de los dos primeros interpretantes, habria indicios para inferir
que el significado que Dina da al TLP no corresponde al pretendido por el profe-
sor. El primer interpretante implicaria no contar inicialmente con un rayo sino
mas bien generarlo con la aplicacion del supuesto teorema, es decir, estaria
intercambiando, en cierta medida, las condiciones suficientes y necesarias del TLP,
por ende, usando como garantia un enunciado que no corresponde a un hecho
geometrico verdadero en el sistema teorico disponible.

En relacion con el sequndo, Dina aludiria a hechos descriptivos relacionados
con el TLP como: este se aplica para transferir medidas, o para aplicarlo se debe
tener un rayo y un numero. No habria una precision sobre el tipo de medidas
(asociadas a longitud de segmentos o amplitud de angulos) ni sobre las condi-
ciones especificas que deben tener los rayos y el numero para poder aplicarlo.

En el caso del tercer interpretante posible, Dina estaria actuando en respuesta
mas al contrato didactico de la clase (la respuesta a algo debe estar en el marco
de lo que se ha venido estudiando), que a la evocacion consciente del TLP en
términos de su pertinencia para justificar el paso del procedimiento.

CICLO 2. {ESTAN DE ACUERDO CON LA PROPUESTA DE DINA? -RESPUESTA DE MARIA

El profesor interpreta el aporte equivocado de Dina como un indicio de la nece-
sidad de revisar el significado del TLP en términos de su uso; probablemente, el
sv;-D lo sorprende tanto que considera que no es suficiente una explicacion de
su parte (i-p), razon por la cual pretende que los estudiantes se percaten de la
necesidad de examinar y reconocer la posible pertinencia del uso de TLP para la
construccién de un rayo como rotacién de otro (odd,).

La intencion de estudiar la propuesta de Dina en la tarea en cuestion, se
concreta en la siguiente interaccion entre profesor y una estudiante:

3. Profesor:  Teorema Localizacion de Puntos, dice Dina. éPor qué Teorema Loca-
lizacion de Puntos?.. éDe acuerdo? o éNo de acuerdo?

4. Maria: [Disiente moviendo la cabezal
5. Profesor: ~ ¢éPor qué no de acuerdo, Maria? Dices que no.

6. Marfa: Porque es que, o sea, el rayo, necesitamos que ese rayo que me
aparezca, tenga la medida del otro, entonces ahi, si localizamos un
punto mas... Por decirlo... Mas arriba, entonces pues no va a ser igual.
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El odd, del profesor se concreta en su seqgundo sv-p [3]. El objeto inmediato
(0i,-p) del profesor acarreado en tal sv-pes justificacion (solicitada) del uso o no
del TLP como garantia tedrica para la construccion de un rayo. Maria es la prime-
ra estudiante que se aventura a dar una respuesta (sv-M) [6]. En esta respuesta
encontramos evidencia de que la estudiante quiere justificar por qué el TLP no es
garantia tedrica para construir un rayo en Cabri (0i-M), asunto que esta en con-
cordancia con el oi,-p. Su interpretante, probablemente, esta constituido por un
razonamiento con el que intenta invalidar el uso del TLP para esta situacion; para
ello, alude a una conclusion vaga y que iria en contravia de lo esperado, que se
desprenderia de haber localizado un punto gracias a la aplicacién del TLP. Es
decir, seguin su argumentacion, si el TLP se usara, apareceria un nuevo punto en
un semiplano; pero no se sabe exactamente dénde (dice ella mds arriba del que
necesita). Si fuera asi, que el punto apareciera mds arriba, el rayo determinado
con tal punto no serfa el que se necesita. Claro, este debe guardar relacion con
un numero; en palabras de Maria, debe tener la medida de otro rayo; con el
punto nuevo, no se sabria si el rayo que aparece tiene la medida del otro rayo.

En sintesis, para argumentar su posicion, Maria recurre aun uso hipotético del
1LP (ie, la localizacion de un punto) conllevaria a un resultado que no se corres-
ponde con lo deseado (od,-M). Infortunadamente, aunque ella alude a un hecho
que permite hacer corresponder un rayo con un nimero y a la existencia de un
rayo, no hace una mencion explicita al PRYN ni a los casos donde el TLP es Uutil:
aquellos donde lo que se desea construir son segmentos congruentes y no an-
gulos congruentes.

CiIcLo 3. ¢éPOR QUE NO ES PERTINENTE EL USO DEL TLP? -RESPUESTA DE ANTONIO

Con la intervencion de Maria, el profesor interpreta que ella se acerca a lo que él
pretende: uso del PRYN para justificar el paso de construccién en cuestion y alu-
sién a la no pertinencia del TLP en ese contexto. El profesor supone que ella tiene
en mente a qué se quiere llegar y que la forma hipotética en como se usaria el
TLP para ‘localizar” un punto no garantiza la posicion del rayo requerido. Pese a
esto, reconoce que a la respuesta de Maria le falta precision y explicitacion. Ella
habla de medida de un rayo, pero no precisa a qué rayo se refiere (i.e, no espe-
cifica que el numero debe ser la medida del ZBAG o aquel que le corresponda
con el numero asignado al rayo AB) ni explicita el hecho geométrico (PRYN) que
permite relacionar el rayo con un nimero; ademas, aunque alude al uso hipoté-
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tico del TLP (y con ello intenta referirse a la no pertinencia de su uso en este
contexto), no menciona en qué situaciones genéricas se puede usar tal teorema.

De este interpretante se infiere como objeto dinamico del profesor el mismo
odd, presentado antes, dado que el profesor espera la misma precision en las
respuestas de los estudiantes. Al ponerse en juego ese odd,, tiene lugar la si-
guiente interaccion entre el profesor y Antonio:

7. Profesor:  Pero, ésa no es una razon muy buena, Maria. Hay algo
mas. {Por qué si o no Teorema Localizacion de Puntos?

8. Antonio:  No se puede.
9. Profesor:  ¢éPor qué no se puede?

10. Antonio: Porque el Teorema Localizacién de Puntos es ubicar un
punto en un rayo que ya estd, ubicar un punto con una
medida, es darle a ese punto un nimero.

11. Profesor. ¢En dénde? Y éen dénde queda?
12. Antonio:  En un rayo.
13. Profesor:  En un rayo. Ac, épor qué la cosa no funciona?

14. Antonio:  Porque todavia no tenemos el rayo. Tenemos que sacar el
rayo. Por decir, si vamos a utilizarlo en ese caso (sefala
hacia el tablero donde se ve una figura como la que se
presenta aqui)... seria por decir: ubicar un punto E en el
rayo AD o en el rayo AB, pero no podemos sacar de ahi...

Con el sv-p [7] se concreta el odd,, y se vislumbra el respectivo objeto inme-
diato que, por el momento, no ha cambiado (i, sigue siendo oi,-p). Como res-
puesta a esta pregunta, Antonio provee un signo vehiculo [8 y 10]. Con ello, el
estudiante profiere un objeto inmediato (0i,-A) que en principio no se correspon-
de con oi,-p: EI consecuente del TLP. Posiblemente, Antonio tiene alguna de las
siguientes dos interpretaciones de aquel teorema que, en cualquier caso, le seria
suficiente para fundamentar su argumentacion, pues, en esencia, ambas relacio-
nan un punto (no un rayo) con un numero. Especificamente, tales interpretacio-
nes son: i) el TLP permite ubicar un punto en un rayo que ya se tiene, a partir de
una medida [se infiere de lo subrayado en la intervencion 10] y ii) el TLP permite

52 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 27, NUM. 2, AGOSTO DE 2015



Oscar Molina, Patricia Perry, Leonor Camargo y Carmen Samper

asignar un numero a un nuevo punto [se infiere de lo no subrayado en la inter-
vencién 10]. Con lo dicho, el objeto dindamico de Antonio (od,-A) asociado, seria:
El uso del 1P en la situacion no permite argumentar la existencia del rayo de-
seado, puesto que tal Teorema provee un punto. Este od,-A estaria en consonan-
cia con oi,p.

De cada una de las dos posibles interpretaciones de Antonio, se vislumbra el
significado que puede tener del TLP para ese momento: el Teorema o bien permi-
te localizar un punto en un rayo dado, con base en un nimero, o bien permite
asignar un numero a un punto dado. Estos dos usos no son equivalentes. Ello
sugiere una confusa comprension del TLP en este punto de la interaccién o una
comunicacion no adecuada de lo que Antonio quiere decir. Cabe comentar que
el primer significado no es del todo acertado por cuanto no precisa las condicio-
nes del numero con el cual se ubica el punto (P) en el rayo dado y con respecto
a qué punto (Q) ese numero se establece como la distancia PQ; queda la duda
de si ese numero representa una distancia o sencillamente es un numero sin
alguna condicion.

Con respecto a la intervencion de Antonio, el profesor genera un interpretan-
te en el que posiblemente reconoce que el estudiante se aproxima a lo esperado:
el TLP no es pertinente para justificar el paso del procedimiento en cuestion alu-
diendo al consecuente de este hecho (el Teorema permite ubicar un punto en un
rayo que va se tiene a partir de una distancia dada). No obstante, se percata
también de que su respuesta acarrea la imprecision mencionada. En relacion con
esto, el profesor genera un segundo objeto dinamico didactico (odd,), que espe-
cifica el odd;: precision del antecedente y consecuente del TLP para decantar por
qué no es pertinente su uso en este caso.

El odd, se intenta poner en juego con la pregunta (sv-p) que el profesor dirige
a Antonio [13]. El objeto inmediato (oi,-p) acarreado en ese signo es justificacion
(solicitada) de la no pertinencia del uso del TLp como garantia teérica de la exis-
tencia de un rayo, mediante rotacion, que conforma un dngulo congruente a otro.
Como se evidencia, el oi;-p es una especificacion del oi,-p.

Ante tal pregunta, Antonio provee su segundo signo vehiculo [14]. EI quiere
precisar la no congruencia entre las condiciones del TLP y los datos de la situa-
cion, razon por la cual el TLP no es pertinente (0i,-A), objeto inmediato que se
corresponde con el del profesor (oi-p) y el odd,. Para construir la justificacion,
probablemente Antonio ahora tiene en su interpretante parte de las condiciones
del antecedente del TLP para poder usarlo: tener un rayo. El parece decir que lo
que se necesita en esta situacion es construir un rayo, no partir de él, como exi-
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giria el Teorema. Si este se usara, se localizaria un punto en los rayos que tiene
a su disposiciéon segun la situacion (AD o AB por ejemplo), razon por la cual no
existirfa un nuevo rayo. En sintesis, el od,-A inferido se corresponde con los od;-
Ay od,-M antes mencionados: un uso hipotético del TLP conllevaria a un resultado
que no se corresponde con lo deseado, razon por la cual tal Teorema no permite
argumentar la existencia de rayo.

Cabe resaltar que Antonio, al aludir parcialmente tanto a las condiciones del
antecedente del TLP como a sus consecuencias necesarias (ubicar un punto en
un rayo), da su significado de tal Teorema en este punto de la interaccion, hecho
que nos permite descartar la sequnda interpretacion inferida antes: el TLP permite
asignar un numero a un nuevo punto. Es probable que la insistencia del profesor
con sus preguntas fuera exitosa en términos de la obtencién de una precision del
significado del TLP por parte de Antonio.

CICLO 4. éPOR QUE NO ES PERTINENTE EL USO DEL TLP? -RESPUESTA DE JUAN

El intercambio con Maria y Antonio, al parecer, lleva al profesor a interpretar
como insuficientes las precisiones hechas: se ha dicho, casi de manera completa,
qué permite obtener el TLP y qué se quiere obtener en el caso actual, pero no se
ha explicitado que la garantia tedrica para lograrlo es el item ii del PRYN y no el
TLP, y que se requiere tener un numero entre 0y 180 y un rayo. El profesor sabe
que Maria, en su momento, aludio tacitamente al postulado (menciona que el
rayo que aparece debe tener la medida de otro), y que Antonio se refirio a la
necesidad de construir un rayo (dice que hay que sacar el rayo), aun cuando no
explicito como hacerlo. Posiblemente, el profesor infiere que los signos interpre-
tantes de los estudiantes permitirian, en conjunto, acercarse a su oi,-p (Justifica-
cion —solicitada- de la no pertinencia del uso del TLP como garantia tedrica de la
existencia del rayo). En tal sentido, produce un nuevo objeto dinamico didactico
(odd.) con el cual pretende complementar el odd, y, con ello, que los estudiantes
complementen lo dicho por Antonio. EI odd, tiene que ver con la precisién de i)
los antecedentes y consecuentes del TLP'y PRYN y ii) las razones por las cuales es
pertinente el uso del Postulado y no el del Teorema en la situacion en cuestion.
La siguiente interaccion intenta poner en juego tal odds,.

15. Profesor: - Ahiii mas o menitos la cosa. ¢Alguien quiere decir algo en relacion con lo
que dice Antonio?
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(]

18. Juan: Para tener un angulo tenemos que tener dos rayos no colineales, enton-
ces con la localizacion de puntos pues voy a tener un punto y ahi, si tene-
mos el rayo, van a ser dos rayos colineales.

El sv-p [15] no es interpretado por Juan en el sentido que el profesor quiere, y
con su respuesta (sv-)) solo clarifica lo dicho por Antonio (su objeto inmediato
y dinamico coinciden con oi;-A y od,-A, respectivamente). Con su intervencion,
hay indicios de que Juan ha comprendido el ejemplo de Antonio, le sigue la idea
y la explica. Su interpretante debe contener algo como lo que sigue: Juan parte
del hecho de que para tener un angulo se necesitan dos rayos no ¢ collneales Si
se usara el TLP para construir un rayo que junto con otro (e.g, AB AC 0 XD) forme
ese angulo, lo que se lograria es ubicar un punto (por ejemplo £) sobre alguno
de esos rayos. Consecuencia de lo anterior, con el punto E se construiria un rayo
colineal (AE 0 XB a cualquiera de los dados; en otros términos, el ‘nuevo” rayo
construido y el que se tenia, serian un mismo rayo, razon por la cual no habria
angulo, objeto que es el que se quiere determinar. De lo anterior, inferimos que
la idea de Juan no es distinta a la de Antonio y su analisis es parecido al hecho
por Maria en su momento; su intervencion no aporta en relacion con lo preten-
dido por el profesor en su odd,.

CICLO 5. SIGNIFICADO PRETENDIDO DEL TLP EN TERMINOS DE SU USO

Luego de la intervencion de Juan, el profesor parece interpretar como no afortu-
nada su pregunta en relacion con su odd,, razon por la cual su siguiente inter-
vencion pretende centrar 1a atencién de los estudiantes en los aspectos que
fueron mencionados en tal objeto dinamico didactico. Para ello, y teniendo pre-
sente las intervenciones, con explicaciones no completas, de Antonio, Maria y
Juan, pregunta explicitamente a los estudiantes sobre el uso del TLP. Asi surge un
nuevo objeto dinamico didactico (odd,) mucho mas preciso que el odd,: situa-
ciones genéricas donde es pertinente el uso del TLP para no aplicarlo inadecua-
damente. La siguiente interaccion, pone en juego tal odd,.

19. Profesor:  [..] oiga, en términos generales, ipara qué utilizamos el Teorema Localiza-
cion de Puntos? [.] Diganme ustedes, en téerminos generales. Ya ustedes
ubicaron las situaciones y abstraigo y digo, de manera general, yo como que
utilizo esto para qué, ipara qué lo utilizamos?
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20. Laura: Para copiar una medida.

21. Profesor:  Medida de équé?

22 Laura: Jal [Cara de desconcierto].

23. Profesor:  ¢Para copiar medidas de qué?

24. Laura: De segmentos... de rayos... Pues es que se pueden copiar medidas con tal de
tener un rayo y un punto éno? [Cara de inseguridad].

El odd, se manifiesta en el sv-p[19] en el cual el oi,-p acarreado es el para
qué del TLp. Laura comprende la pregunta del profesor y profiere su sv-L[20].
Claro, ante la solicitud de precision del profesor [21 y 23], ella complementa su
signo vehiculo [24] acarreando el oi,-L: Repuesta dada sobre para qué se usa el
TLP aludiendo a su antecedente. Con esto, la estudiante afirma que el TLP permi-
te copiar medidas de segmentos o rayos y lo argumenta diciendo, con inseguri-
dad, que es posible copiar medidas siempre que se tenga un rayo y un punto.
Parece no tener claro aquello que respecta a los rayos: probablemente recuerda
que el TLP alude a un rayo y a un numero positivo que se convertird en una
distancia, pero no recuerda bien el asunto (i-L). Asi, el od,-L es que el TLP permi-
te copiar medidas relacionadas con segmento y con rayos, hecho que coincide
con el oi,-p.

El profesor interpreta que la estudiante, aunque tiene una idea general sobre
para que se usa el TLP, le falta precision de los objetos que se pueden copiar a
través de su medida mediante el TLP, razon por la cual hace otra pregunta en la
que solicita especificidad, claro, en el marco del odd,;:

25. Profesor:  Pero entonces dime, {de rayos?, émedidas de rayos o medidas de segmentos?
26. Antonio:  [En voz bajal De segmentos.

27. Profesor:  De segmentos, entonces.

28 Laura:  [Cara de decepcion].

29. Profesor:  O... éno?

30. Laura:  Si.

31. Profesor:  Bueno, entonces vuelve a decir como seria la cosa, ¢para qué utilizas en ge-
neral el Teorema Localizacion de Puntos?

32 Laura:  Para copiar la medida de un segmento [ademan con indice y dedo del cora-
z6n de mano derecha evoca accién con compas].
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El profesor profiere el sv-p[25] buscando precisién en lo que ha dicho
Laura. Especificamente, quiere que se manifiesten los objetos que se pueden
copiar mediante su medida a través del TLP (oi-p). El profesor valida la inter-
vencion timida [27] de Antonio (sv-A) pero al ver la cara de desconcierto de
Laura, a ella se dirige para ver si tiene algo mas qué decir; Laura reafirma lo
dicho por Antonio. Probablemente, la respuesta de Antonio persuade a Laura
y ella logra precisar que un rayo no tiene medida y que el TLP se ha usado
para copiar segmentos, es decir, construir un segmento con igual medida de
otro dado (i-L). Ante la reafirmacion de Laura, y con el objetivo de que quede
claro para la clase y para ella misma para qué se usa el TLP, el profesor ge-
nera su sv-p [31]. La respuesta de Laura, nuevo sv-L [32] acarrea un oi,-L (el
TLP permite copiar medida de segmentos) que precisa oi-L. Para este caso,
od,-L coincide con oi,-L (Objetos —dados- que permite copiar el TLP: medidas
de segmentos).

El profesor termina este episodio, haciendo una intervencién en la que, a
manera de sintesis, apoya lo establecido por Laura y ejemplifica como se utiliza
el TLP de manera general, para construir un segmento congruente a otro dado.
El profesor espera que este sea un significado en uso del TLP. Hasta este mo-
mento, se ha precisado para qué se usa el TLP, pero no se ha explicitado por
completo la no pertinencia del uso TLP para responder a la tarea de la clase,
esto es: dado que la situacion involucra medidas de angulos, pues se pide
construir un angulo congruente con otro dado, el TLP no es util. Hacer esta ex-
plicitacion se convierte en el odd.. Para ello, el profesor termina su intervencion
de sintesis, con una pregunta. En seguida tiene lugar una interaccion entre él
y estudiantes:

33. Profesor:  [.] {Acd [senala en el tablero el paso del procedimiento donde se construye
un rayo a partir de una rotacion de otro] estamos pensando en equidistan-
cias o segmentos congruentes?

34. Antonio:  [En voz bajal Igualdad de medidas.

35. Profesor:  En igualdad de medidas, es cierto (dirigiéndose a Laura) por eso yo te pre-
gunté... igualdad de medidas, pero {de quién? (Acd en este caso es medidas
de quien?

36. Angela:  [Voz bajal De los angulos.
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37. Profesor:  Medidas de angulos, pero sin miedo, y aca.. el Teorema Localizacién de
Puntos es otro tipo de medidas. Entonces, te vuelvo a decir (dirigiéndose a
Dina) Dina, éserd que la propuesta tuya Localizacion de Puntos aplica?

38. Dina: [Mueve la cabeza de lado a ladol.

39. Profesor:  Definitivamente no aplica...

Con el sv-p [33], el profesor quiere que los estudiantes noten que el contexto
exige un tratamiento con medidas de angulos y no de segmentos. Asi, la men-
cion de que la situacion demanda involucrar medidas de angulos y no de seg-
mentos se convierte en el oi-p. Antonio timidamente profiere un sv-A en el que
alude a igualdad de medidas, pero no especifica los objetos que se relacionan
con tal igualdad. El profesor entonces complementa su sv con otra pregunta [35].
Angela profiere un sv-An [36] siguiendo la conversacién del profesor. Lamenta-
blemente, el profesor no indaga sobre la respuesta de Angela para precisar lo
que ella puede estar interpretando al respecto. Se infiere que el oil—An es la si-
tuacion que involucra igualdad de medida de dngulos; en consecuencia, el
profesor parece entender que para todos es clara la no pertinencia del TLP, razén
por la cual hace una afirmacién, a manera de conclusion, en la que da a enten-
der que ante el hecho de que la situacion alude a medidas de angulos, no es
pertinente usar el Teorema Localizacion por cuanto este se usa para medidas de
otro tipo de objetos (segmentos) [37]. Como resultado de lo anterior, y para cerrar
el episodio, el profesor se dirige a Dina, estudiante que aludié al TLP para justifi-
car teoricamente la construccion de un rayo, para tener alguna idea de com-
prension sobre todo lo que habia pasado producto de su intervencion [37]. Ella
no articula respuesta alguna; solo mueve la cabeza de lado a lado, quiza des-
concertada o quiza porque aun no tiene claro lo ocurrido. El profesor no indaga
qué puede haber detras del gesto de Dina; concluye diciendo “Definitivamente
no aplica’. Probablemente supone que para todos, incluyendo Dina, el proceso
previo es suficiente para dar claridad sobre la no pertinencia del TLP en este
contexto.

Casi de manera inmediata, Camilo alude al PRYN para justificar la construc-
cion de angulos y ahora la clase se orienta hacia lo que el profesor habia
planeado.
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RESULTADOS DEL ANALISIS
Y ALGUNAS CONCLUSIONES FINALES

Hemos analizado un episodio que nos resulto de interés porque ilustra un caso
de rara ocurrencia en la clase que sirve de escenario a esta investigacion. Por
lo regular, la conversacion instruccional publica a través de la cual participan
los estudiantes en el desarrollo de los temas se da acorde con lo planeado por
el profesor, es decir, las respuestas de los estudiantes van, en alguna medida,
por el camino previsto por el profesor. En esta ocasion no fue asi. La insdlita
respuesta de Dina lleva al profesor a guiar una semiosis colectiva enfocada en
el TLP, teorema estudiado y utilizado en clases anteriores, y no en el PRYN, que
es la garantia teorica de la justificacion que estaban emprendiendo. El profesor
ve en el error de Dina una oportunidad para indagar sobre el significado per-
sonal de los estudiantes relativo al TLP. En relacién con esto ultimo, de los obje-
tos dindmicos y algunas veces de los interpretantes, inferimos distintos
significados presentes en cierto momento de la interaccion. En la siguiente ta-
bla, resaltamos en negrilla tales significados; presentamos el estudiante que
profiere un sy, su iy su od inferidos. Ademas, los odd y los oi del profesor, para
intentar hacer comentarios respecto de la convergencia de los od de los estu-
diantes a estos oi.

Cico 1

oi-p: Garantia tedrica (solicitada) que permite justificar la existencia de un rayo
producto de la rotacion de otro.

i) Para construir un rayo que forme un angulo con un rayo dado se debe ‘localizar’
un punto con ubicacion especial; esto se garantiza con el TLP; 0 ii) la aplicacion del TP
requiere de un rayo y una medida. EI TLP se usa para transferir medidas. Aqui tengo
un rayo y una medida que debo transferir, entonces el TLP me sirve; o iii) en los tltimos
problemas abordados en clase, el TLP siempre surge como justificacion de un paso de
un procedimiento. Este caso no debe ser la excepcion.

DINA

El TLP permite justificar teéricamente la rotacion de un rayo en Cabri.

od-,D
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odd;: Pertinencia del TLP para la construccion de un rayo como rotacion de otro.

oi,-p: Justificacion (solicitada) del uso o no del 1LP como garantia tedrica para la
rolacion de un rayo.

Razonamiento en el que intenta invalidar el uso del TLP en la situacion. Si el TLP se
usa, aparecerfa un nuevo punto en un semiplano, pero no se sabe exactamente
doénde, quizd mas arriba. Si es asi, el rayo que se determinaria con tal punto no

fii serfa el que se necesita. Este debe guardar relacién con un ntimero, debe tener la
<§< medida de otro rayo; con el punto nuevo, no se sabria si el rayo que aparece tiene
la medida del otro rayo.
= | Uso hipotético del TLP conllevaria a un resultado que no se corresponde con lo
= | deseado.
Cico 3

odd;: Pertinencia del TLP para la construccion de un rayo como rotacion de otro.

oi,-p: Justificacién (solicitada) del uso o no del 1LP como garantia teérica para la
rotacion de un rayo.

i) EI TLP permite ubicar un punto en un rayo que ya se tiene a partir de una medida,
o ii) el TLP permite asignar un néimero a un nuevo punto.

ANTONIO

od-A

El uso del TLP en la situacion no permite argumentar la existencia del rayo deseado.

odd,: Precision del antecedente y consecuente del TLP para decantar por qué no es
pertinente su uso en este caso.

oi,-p: Justificacién (solicitada) de la no pertinencia del uso del TP como garantia
tedrica de la existencia de un rayo, mediante rotacion, que conforma un dngulo
congruente a otro.
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Una de las condiciones del antecedente del TLP: tener un rayo. En esta situacion se
necesita construir un rayo, no partir de él. Si este se usara, se localizaria un punto en

o _
5 los rayos que tiene a su disposicion segun la situacion, razén por la cual no existiria
E un NUevo rayo.
<
< | Un uso hipotético del TLP conllevaria a un resultado que no se corresponde con lo
8” deseado, razén por la cual tal Teorema no permite argumentar la existencia de
rayo.
CicLo 4
odd,: Precision de i) los antecedentes y consecuentes del TLP y PRYN y i) las razones
por las cuales es pertinente el uso del Postulado y no el del Teorema en la situacion.
0isp
Al usar el TLP para construir el rayo en cuestion, lo que se lograria es ubicar un punto
_ | sobre alguno de los rayos dados. En consecuencia, con el punto se construiria un rayo
— colineal a cualquiera de esos rayos; el rayo “‘nuevo” construido junto con el que se
= tenia, serfan el mismo. No habrifa angulo.
g Un uso hipotético del TLP conllevaria a un resultado que no se corresponde con lo
S | deseado, razon por la cual tal Teorema no permite argumentar la existencia de rayo.
CicLo 5

odd,: Situaciones genéricas donde es pertinente el uso del 1L para no aplicarlo in-
adecuadamente decantando especificamente para qué sirve.

oi,-p: El para qué (solicitado) del 1LP.

El TLP permite copiar medidas de segmentos o rayos. Probablemente recuerda que el
TLP alude a un rayo y a un numero positivo que se convertird en una distancia.

LAURA

od,-L

TLP permite copiar medidas relacionadas con segmento y con rayos.
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odd,

ois-p: Objetos (solicitados) que se pueden copiar mediante su medida a través del
TP,

Es persuadida y logra precisar que un rayo no tiene medida y que el TLP se ha usado
para copiar medida de segmentos; i.e, para construir un segmento con igual medida
de otro dado.

LAURA

—
gm El TLP permite copiar medida de segmentos.

odds: Complementacion de por qué no es pertinente usar el TLP en este caso; falta
explicitar que esla situacion involucra medidas de dngulos y no de segmentos.

oie-p: Explicitacién (solicitada) de que la situacién demanda involucrar medidas de
dngulos y no de segmentos.

La situacion implica el uso medidas de angulos y el TP involucra distancias entre
puntos; en otras palabras, medidas de segmentos. Probablemente, los estudiantes
piensan que no es pertinente usar el TLP en la situacion.

VARIOS

La situacion involucra igualdad de medida de angulos, luego el TLP no es pertinen-
te en esta situacion.

od-E

A continuacion exponemos comentarios generales respecto de tales significa-
dos. En relacién con los primeros cuatro ciclos, resaltamos que los estudiantes
participantes en ellos, salvo Dina, tienen cierta afinidad en el significado del TLP.
En el caso de Dina, no se evidencia una comprension acertada del consecuente
o antecedente del Teorema (ver interpretantes iy ii de Dina, respectivamente). Si

nos valemos de tales interpretantes, podriamos esbozar dos posibles significados
otorgados al TLP:

El TLP permite localizar primero un punto para luego determinar el rayo.

El TLP se aplica para transferir medidas, sin importar a qué objeto se le atribuira la
medida, y para aplicarlo se deben tener un rayo y un nimero.
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Resaltamos que aunque la respuesta de Dina no es la que el profesor espera
(alusion al PRYN), ella responde al oi,-p ya que provee una garantia teérica para
validar la existencia del rayo en cuestion. Hay una correspondencia entre la res-
puesta dada y la pregunta del profesor en el sentido de proveer una garantia,
pero no la hay en términos del contenido geométrico.

Para el caso de Marfa, Antonio y Juan, sus objetos dinamicos (od,-M, od,-A y
od,-J) convergen entre si y, de alguna forma, con los objetos inmediatos del pro-
fesor oi,-p y oiy-p. Decimos que convergen entre si dado que todos aluden a la
no pertinencia del TLP para justificar teéricamente la existencia de un rayo como
rotacion de otro; ademas, coinciden en que al suponer un uso del Teorema en la
situacion, se obtiene un resultado que contradice hechos ya establecidos en el
sistema. Si se quiere determinar un significado del TLP a la luz de tales objetos
dindmicos (y de los interpretantes), el mismo seria algo como lo que sigue:

EI TLP no es Util para garantizar tedricamente la existencia de un rayo que surge por
rotacion de otro en Cabri, dado que el Teorema provee la existencia de un punto
(Maria) en su consecuente y precisa de un rayo y un ndmero en su antecedente
(Antonio y Juan).

Mencionamos que existe cierta convergencia entre los objetos inmediatos del
profesor con los objetos dindmicos de los estudiantes, puesto que ellos dan res-
puestas al sv del profesor, intentando precisar la no pertinencia del TLP para la
existencia del rayo; sin embargo, estas no son lo suficientemente satisfactorias
para el profesor.

En relacion con el Ciclo 5, dilucidamos dos significados otorgados al TLP. Uno
asociado a od,-L y otro asociado al od-E (el cual fue construido con las interven-
ciones de varios estudiantes):

El TLP permite copiar medida de segmentos.
EI TLP no es pertinente en una situacion que involucra igualdad de medida de angulos.

El primero de estos significados esta en consonancia con el oi,-p y 0is-p,
mientras que el segundo se corresponde parcialmente con el oig-p. Para el ultimo
caso, decimos que hay una correspondencia parcial dado que los estudiantes
timidamente aluden a que la situacion en cuestion involucra medida de angulos,
pero es el profesor quien complementa la idea diciendo que el TLP se usa para
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otro tipo de medidas, movido por las respuestas de Laura en su intervencion in-
mediatamente anterior. El profesor, quiza, no da espacio para que algun estu-
diante conjugue los significados 1, 2 y 3 de manera tal que se provea una
respuesta completa, como la que él espera: que explique la no pertinencia del TLP
en la situacion. Probablemente supone que para todos, incluyendo Dina, el pro-
ceso previo es suficiente para dar claridad sobre el asunto y tener un significado
mas o menos completo de tal Teorema, a saber:

El TLP no es util para garantizar teéricamente la existencia de un rayo que surge por
rotacion de otro en Cabri, dado que el Teorema exige un rayo y un numero positivo
en su antecedente y provee en su consecuente la existencia de un punto en el rayo
cuya distancia al extremo del rayo es tal numero. Asi, en esencia, el TLP permite co-
piar medida de segmentos, razon por la cual su uso no es pertinente en una situacion
que involucra igualdad de medida de angulos.

Resaltamos con letra negrilla elementos que nunca se precisaron en las
intervenciones de los estudiantes y a la cuales el profesor aludié implicitamen-
te en su intervencion 31. Se resalta que aun cuando el profesor quiso involu-
crar en dos objetos dinamicos didacticos (odd, y odd,) esas condiciones, los
estudiantes no le correspondieron. A partir de este ultimo hechoy con el animo
de plantear un asunto para reflexion, hacemos un comentario final con respec-
to a la mediacién del profesor. Si bien exploto el error cometido por Dina para
indagar significados del TLP y en tal sentido, hay momentos en que los sv-p son
afortunados (v.g, en el Ciclo 3, la insistencia del profesor con sus sv, condujo a
precisar el significado que Antonio tenia del TLP en ese momento), hay otros
episodios en los que tales sv no fueron completamente eficaces. Como dijimos,
cuando el profesor intenta poner en juego su odd, en el Ciclo 4, definitivamen-
te su sv parece no cumplir su objetivo, puesto que Juan soélo sigue la argumen-
tacion de Antonio y nunca precisa los antecedentes y consecuentes del TLP 0
PRYN, que era lo que el profesor pretendia. El hecho de que los sv-p no sean
siempre eficaces, muestra un asunto interesante en la mediacion de un profe-
sor; nos referimos a la tension que tiene cuando debe decantar qué tanto su-
giere, en sus sv, las respuestas de los estudiantes, de manera tal que ellos,
autobnoma y genuinamente, aludan al aspecto del objeto que el profesor inten-
ta poner en juego, asi sea parcialmente. Queda la tarea de hacer un estudio
que intente dar respuesta a la pregunta.
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