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Dificultades de los estudiantes de grado once
al hacer transformaciones de representaciones
de una funcion con el registro figural como
registro principal
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Resumen: En este trabajo se exploran las dificultades presentadas por 50 estu-
diantes colombianos del grado once -grado escolar que antecede al ingreso a
la universidad- al hacer conversiones entre diferentes registros de representa-
cion de una funcion. La investigacion fue desarrollada en tres etapas: revision
documental, diseno de instrumentos y exploracion, y analisis e interpretacion de
resultados. En ella se presentaron seis situaciones problema a los estudiantes,
pero aqui solo se analizan los resultados correspondientes a uno de dichos pro-
blemas. Se encontraron serias dificultades relacionadas con: el reconocimiento
de los elementos de una funcion y como se relacionan éstos; el establecimiento
de congruencias entre los elementos de dos 0 mas registros; el transito al interior
de un registro, y la complejidad intrinseca del propio concepto.

Palabras clave: registro figural, registro analitico, representacion semidtica,
funcion, conversion entre registros.

Abstract: The present research explores the difficulties encountered by 50
Colombians students in 11" grade -the school grade before the admission to the
university- in their transit across different function representation registers. The
research has been developed in three stages: literature review, tools' design and
exploration, and results analysis and interpretation. It introduced six situations
problems to students, but we only analyze the results for each of these problems.
Serious difficulties were encountered relating to function elements recognition
and their relationship, the establishment of congruence between the elements
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of two or more registers, the transit into a register, and the intrinsic complexity
of the concept itself.

Keywords: registration figural, analytical register, semiotic representation,
function, conversion between register.

INTRODUCCION

Los trabajos que involucran funciones resultan problematicos para estudiantes
de diferentes niveles (Najera, 2008); sin embargo, brindan una gran oportuni-
dad para explorar diferentes representaciones del mismo objeto en un mismo
ambiente, lo que facilita su estudio. Por tanto, “hablar de representacion equivale
a hablar de conocimiento, significado, comprensién, modelizacion, etc” (Font,
Godino y D'Amore, 2007, p. 1).

En este marco, el trabajo con situaciones contextualizadas que involucran fun-
ciones aparece como una alternativa que, por una parte, facilita hacer transforma-
ciones de tipo conversion (hacer transformaciones al cambiar de registro) y/o de
tipo tratamiento (hacer transformaciones sin cambiar de registro), y por otra, per-
mite relacionar los elementos de los registros involucrados y asignarle significado
y sentido a cada una de estas representaciones en relacién con las otras (Amaya
y Gulfo, 2009). Lo anterior facilita el estudio de funciones, y éste se potencia si se
realiza en un ambiente natural de camaraderia y cooperacion mutua.

Este trabajo nace del andlisis de la teoria de Duval (1999, 2004), lo propuesto
en los estdndares del National Council of Teachers of Mathematics (2000) y del
Ministerio de Educacion Nacional de Colombia (MeN) (2005), frente a resultados
de investigacion sobre dificultades de los estudiantes al hacer el transito entre
diferentes registros de representacion de una funcion (Dolores, 2004; Gatica,
Maz-Machado, May, Cosci, Echevarria y Renaudo, 2010; Hitt, 2000, 2003) vy
sobre el abordaje de tal concepto por parte de los estudiantes. Dichos resulta-
dos ponen en evidencia una descompensacion al identificar y luego relacionar
los elementos de una representacion en uno o varios registros, lo que podria
impedir el desarrollo del pensamiento variacional, indispensable para el acceso
al calculo (Hitt, 2003).

La falta de asociacion por parte de los estudiantes del contenido de dos o
mas registros puede resultar problematico al considerar la importancia de las
representaciones semioticas como medio de acceso al conocimiento matema-
tico, para el cual se requiere la integracion sinérgica entre dos o mas registros
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(Duval, 2004). Esta falta de asociacién también puede impedir la comprension
de conceptos como el de funcion, el cual prepara a los estudiantes para con-
ceptualizar el limite, la continuidad, la derivada y la integral definida como
limite de una suma (Men, 2005). Por lo anterior, cobra importancia el analisis
de las dificultades que presentan los estudiantes en el abordaje de situaciones
problema que involucren funciones como elemento para la implementacion de
estrategias que faciliten la comprension de este concepto.

A partir del contexto descrito y de la relevancia de las representaciones
semioticas en el proceso de aprendizaje de las matematicas, la investigacion se
orientd con la siguiente pregunta: (Qué dificultades presentan los estudiantes
del grado once al hacer transformaciones tipo conversién o tipo tratamiento
entre registros de representacion de una funcion? En este articulo sélo se pre-
senta el analisis de uno de los problemas planteados en ella.

FUNDAMENTACION TEORICA

Se parte del hecho de que la actividad matematica suscita en muchos alum-
nos dificultades de aprendizaje que no se encuentran en ofras areas del
conocimiento, quizas porque la actividad matematica requiere un modo del
funcionamiento cognitivo, especificado por el papel central que desempenan las
representaciones semidticas en el desarrollo de los conocimientos matematicos
y del cual los alumnos deben tomar conciencia (Duval, 2012).

El recurso a las representaciones semioticas en el aprendizaje en educa-
cién matematica es inevitable. Duval (1999) considera que no hay noesis sin
semiosis, porque no hay conocimiento que un sujeto pueda movilizar sin una
actividad de representacion, sobre todo en matematicas por cuanto ‘el acceso a
los objetos matematicos se hace Unicamente mediante la produccion de repre-
sentaciones semioticas” (Duval, 2012, p. 15). Lo anterior permite establecer lo
fundamental de este concepto y su importancia en los procesos de ensefanza
y aprendizaje de las matematicas. En otras palabras, si el trabajo de establecer
congruencias entre los elementos de un concepto matematico al hacer el transi-
to entre diferentes registros de éste es la Unica forma de comprenderlo, entonces
es necesario hacerlo.

Un sistema semiotico de representacion es una manera de materializar una
idea, de expresar externamente un concepto. Para Duval (1999), un sistema
semidtico de representacion es un registro de representacion si permite las
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siguientes actividades cognitivas asociadas a la semiosis: 1) la presencia de una
representacion identificable; 2) el tratamiento de una representacion, que es la
transformacion dentro del propio registro en el que ha sido formada, y 3) la con-
version de una representacion, que es la transformacion de la representacion en
otra representacion de otro registro, en la que se conserva la totalidad o parte
del significado de la representacion inicial.

Conforme a los planteamientos de Duval (1999), los registros de representa-
cion se pueden entender como un medio de expresion caracterizado por signos
que le son propios y por formas de organizacién y tratamiento que también le
son propias.

Ademas, las representaciones de un mismo objeto pueden resultar hete-
rogéneas, o sea, que el contenido de una representacion en un registro dado
puede resultar diferente al contenido de esa representacion en otro registro, por
lo que es necesario tener en cuenta esta heterogeneidad si se quiere que los
estudiantes comprendan los conceptos matematicos.

Duval considera que los fendmenos de congruencia y no congruencia mere-
cen una especial atencion porque son en si mismos dificultades intrinsecas de
la conversion, y ésta es condicion necesaria para la conceptualizacion, porque
‘la comprension en matematicas requiere la coordinacion y el funcionamiento
en sinergia de varios registros” (Duval, 2012, p. 16). Esto es, la actividad mate-
matica requiere una coordinacion interna que ha de ser construida entre los
diversos registros de representacion que puedan ser elegidos y usados. Sin esta
coordinacion, dos representaciones diferentes significan dos objetos diferentes
sin ninguna relacion entre si.

Una conversion puede ser congruente en un sentido y no serlo en el otro
(Duval, 2004), es decir, se pueden encontrar facilmente elementos en el regis-
tro de llegada que correspondan a elementos en el registro de partida y no
encontrarlos en el sentido contrario; estas incongruencias son muy comunes en
conversiones que involucran el registro algebraico.

De lo anterior, puede deducirse que el andlisis de las diferentes representa-
ciones de un objeto matematico y de las interacciones entre éstas podria propi-
ciar el éxito en los procesos de ensefianza y aprendizaje en Matematicas. Este
es un asunto de suma importancia pues, como se ha venido argumentando, la
posibilidad de movilizar y coordinar varios registros de representacion semidtica
en una situacion dada es esencial.

Para tener acceso a cualquier conocimiento matematico, Duval (2004) con-
sidera que se deben conectar por lo menos dos de los sistemas de representa-
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cion del objeto que se aprende, por lo que la adquisicion de un concepto en
un individuo se dara en el momento en que haya una coordinacion libre de
contradicciones entre las diferentes representaciones del objeto representado
(Hitt, 2000).

Lo anterior implica que, en el marco de la teoria de Duval, la comprension
integral de un concepto se basa en la coordinacion de al menos dos registros de
representacion de dicho concepto. Coordinacion que se manifiesta mediante el
uso rapido y espontdneo de la conversion cognitiva, es decir, del reconocimien-
to de un mismo elemento en diferentes registros de representacion del objeto
estudiado (Gatica et al, 2010). Por tanto, se necesita cierta congruencia entre las
representaciones estudiadas para que al aprendiz se le facilite la identificacion
de un mismo elemento en un registro de partida y en otro de llegada y sea
capaz de movilizarlo dentro del registro en que se esté trabajando.

El docente de matemdticas, en su funcién de orientador y facilitador de
ambientes de aprendizaje con la sola actividad de hacer conversiones o trata-
mientos, puede propiciar que los estudiantes logren avances significativos en
su formacion matematica. Esta formacién ha preocupado en los ultimos anos
a educadores matematicos e investigadores en educacion matematica, cuyos
resultados de indagacion ofrecen una vision de las matematicas y su ensenan-
za y unos recursos educativos que pueden guiar a docentes de matematicas a
consequir por lo menos los niveles minimos de desempeno de los estudiantes.
En este sentido, el National Council of Teachers of Mathematics (2000, citado en
Godino, Batanero y Font, 2003, p. 105) sugiere:

» Comprometer a los estudiantes en tareas que impliquen la resolucion de
problemas, el razonamiento y la comunicacion.

» Comprometer a los estudiantes en el discurso matematico que amplia su
comprension de la resolucion de problemas y su capacidad para razonar
y comunicarse matematicamente.

» Aplicar transformaciones y describir relaciones espaciales usando geome-
tria de coordenadas y otros sistemas de representacion.

En Colombia, el MEN (2005) considera que:
El estudio de los patrones esta relacionado con nociones y conceptos propios

del pensamiento variacional, como constante, variable, funcion, razén o tasa
de cambio, dependencia e independencia de una variable con respecto a otra,

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 2, AGOSTO DE 2013 123



Dificultades de los estudiantes de grado once al hacer transformaciones

y con los distintos tipos de modelos funcionales [.] Y uno de los propositos de
cultivar el pensamiento variacional es construir la comprension y uso de los
conceptos y procedimientos de las funciones y sus sistemas analiticos para el
aprendizaje con sentido del cdlculo. El desarrollo de este pensamiento se inicia
con el estudio de regularidades y la deteccion de los criterios que rigen esas
reqularidades o las reglas de formacion para identificar el patrén que se repite
periodicamente.

Al identificar en qué se parecen y en qué se diferencian los términos de
estas sucesiones 0 secuencias, se desarrolla la capacidad para identificar en
queé consiste la repeticion de un patron y la capacidad para reproducirlo por
medio de un cierto procedimiento, algoritmo o formula [.] Para desarrollar
este pensamiento desde los primeros niveles de la Educacién Basica, es muy
apropiado analizar de qué manera cambia, aumenta o disminuye la forma
o el valor en una secuencia o sucesion de figuras, numeros o letras; hacer
conjeturas sobre la forma o el valor del siguiente término de la secuencia,
intentar generalizarlas; estas actividades preparan a los estudiantes para la
construccion de la expresion algebraica a través de la formulacién de una
regla recursiva que muestre como construir los términos siguientes a partir de
los precedentes y el hallazgo de un patron que los guie mas o menos directa-
mente a la expresion algebraica (p. 67).

De lo planteado por el MEN (2005), se deducen las multiples relaciones que
pueden derivarse entre la produccion de patrones de variacion, el proceso de
modelacion y muy particularmente el estudio de las nociones de variable y
funcion, como las perspectivas mas adecuadas para utilizar el registro figural, el
algebraico, el geométrico, el analitico y el del lenguaje materno como andamios
para el acceso al calculo en la Educacion Media.

Por otro lado, uno de los topicos de mayor importancia en cualquier proceso
de aprendizaje que se pretenda lo constituyen los errores cometidos por los
estudiantes, por lo que la necesidad de analizarlos es evidente. “Esto permite
determinar los medios para corregirlos y concientizar al estudiante de que los
comete, y asi convertirlos en un medio en el proceso de construccion del cono-
cimiento” (Vergnaud, 1991, citado en Carrion, 2007, p. 19).

Brousseau (1999) sostiene que el error y el fracaso no tienen el papel sim-
plista que a veces se les quiere hacer representar. Brousseau considera que:
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El error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del
azar, segun se crefa en las teorias empiristas o conductistas del aprendizaje,
sino que es el efecto de un conocimiento anterior que tuvo su interés, su éxito
y que ahora se revela falso o simplemente inadaptado (p. 3).

Teniendo en cuenta lo anterior, se puede deducir que los errores son impres-
cindibles a la hora de retroalimentar el proceso de ensenanza y aprendizaje con
el fin de mejorar los resultados del aprendizaje de los estudiantes. Ademas, los
errores parecen ser connaturales de cualquier proceso matematico, en particular
de los procesos asociados a las transformaciones de representaciones de una
funcion.

Carrion (2007) considera que ‘todo proceso de instruccion potencia la
generacion de errores” (p. 20), y clasifica en tres tipos los cometidos al operar
expresiones algebraicas:

1) Errores de entrada, en éstos los estudiantes, aunque realizan los cal-
culos de manera correcta, operan una expresion diferente a la que se
les propone, es decir, eligen el proceso correcto, pero presentan errores
en su proceso de solucion, por ejemplo, cambiar los términos de las
expresiones o alterar el uso de los paréntesis o inventar numeros que
no estan en la expresion. Estos errores por lo general conducen a resul-
tados incorrectos.

2) Errores de operacion, en los que los estudiantes distorsionan el proceso
de obtener el resultado de cada operacion realizada de manera indepen-
diente por mal uso de las operaciones o de los signos.

3) Errores de escritura que se presentan al comunicar el procedimiento
de transformaciéon de la expresion, aunque se escojan las operaciones
adecuadas y éstas se realicen correctamente. En los errores de este tipo,
el estudiante realiza los calculos secuencialmente sin cometer errores
en la ejecucion de las operaciones y es muy comun que se obtengan
resultados correctos.

METODOLOGIA

En este trabajo se analizan las dificultades presentadas por los estudiantes
del grado once al hacer transformaciones de representaciones de una funcion,
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partiendo del registro figural como registro principal. Se hizo un estudio des-
criptivo de casos (Servan y Servan, 2010) con un enfoque empirico cualitativo.
El estudiante debia identificar el contenido de la representacion figural de una
funciéon y hacer conversiones o tratamientos. Aqui se analizan las dificultades
de comprension invocando sus concepciones, esto es, los errores conceptuales
al hacer transformaciones en el registro principal o desde éste hacia otro registro
solicitado.
El estudio fue desarrollado en tres etapas:

Revision documental: se buscaron bases para el analisis de las dificulta-
des de los estudiantes con el concepto de funcion, ya fuera por transfor-
maciones tipo conversion o tipo tratamiento.

Disefno y exploracion del instrumento: se elabor6 un instrumento tipo
cuestionario, compuesto por algunas indicaciones por escrito y una hoja
de papel en blanco. Se partio de una representacion en el registro figural
como registro principal, se pidié hacer algunas transformaciones tipo tra-
tamiento y tipo conversion para observar si las variaciones en el registro
principal eran percibidas como tales en el registro de llegada y analizar
las dificultades que presentaran los estudiantes al hacer la transforma-
cion. La validacion del cuestionario se realizo a través de pares del area
de matematicas y un pilotaje aplicado a ocho estudiantes. El cuestionario
se aplicd a todos los estudiantes luego de algunos ajustes buscando
claridad y adecuacion en el tiempo de solucion.

Andlisis e interpretacion de resultados: se hizo el andlisis de las resolu-
ciones de los estudiantes, teniendo en cuenta las categorias de analisis
previas que se presentan en el cuadro 1 y las inductivas producto de
las variaciones en las respuestas como resultado de la gran variedad de
éstas a cada una de las cuestiones planteadas (Andréu, 2001). Se tuvo
en cuenta también si las dificultades se dieron al hacer conversiones o
tratamientos.

Se reitera, respecto de la metodologia, que en este articulo sélo se analizaron
las respuestas a un unico problema, el cual se presenta mas adelante.
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CATEGORIAS DE ANALISIS

Se establecieron como unidades de andlisis los resultados de las resoluciones
de los estudiantes a las diez cuestiones que se les plantearon en el cuestiona-
rio. Las categorias de andlisis previas se obtuvieron al enlistar los indicadores
que permitieran determinar la relacion de la situacion funcional con el contexto
sociocultural de los estudiantes y analizar cuales de ellos se prestaban mas para
contextualizarlos por medio de preguntas en la situacién planteada. Se selec-
cionaron los siguientes indicadores: reconocer los elementos de la situacion
funcional en el registro figural; identificar como se relacionan éstos; modelar la
situacion funcional; encontrar un patron de regularidad y crecimiento; utilizar
el concepto de ecuacion para encontrar una incognita y describir los procesos
realizados tratando de dar respuesta a las preguntas o cuestiones planteadas.

Las categorias de analisis resultaron de las diferentes variantes en las res-
puestas dadas a cada una de las cuestiones planteadas y se fueron deduciendo
paso a paso (Andréu, 2001). La relacion establecida entre los elementos de la
funcion obedecié mas a la interconexion de los conceptos involucrados en las
perspectivas de la situacion propuesta que a la suma de éstos para englobar la
funcion como un todo.

PARTICIPANTES

La poblacién objeto de estudio la constituyd un grupo de 50 estudiantes de
undécimo grado de la media académica de una institucion educativa de
caracter oficial de Sincelejo, Colombia, con edades entre 15y 17 afnos, en un
curso ordinario de pre-célculo de fin de bachillerato. Ellos ya habian estudiado
conceptos basicos de funciones en dos cursos previos y al comienzo del curso
durante el cual se desarroll6 la investigacion.

INSTRUMENTO
Por parte del docente que impartia el curso, a cada estudiante del grupo se le
entregd una hoja de papel de area Ay se les dio la siguiente instruccion: la hoja

de papel se corta por la mitad y una de las dos mitades se aparta, el pedazo
que queda se corta también por la mitad, uno de los dos pedazos se aparta y
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Cuadro 1 Categorias de analisis y modelo del tipo de preguntas planteadas
a los estudiantes en cada situacion

Nam. | Categorias de analisis T|po_de preguntas
o0 cuestiones planteadas
Identificacion de los ¢Qué cantidades intervienen en la situacion?
elementos de una ¢Cudl es el area total de los pedazos apartados
1 funcion después de un corte n cualquiera?
¢Es posible terminar este proceso? ¢En qué corte?
¢Cudntos cortes es posible hacer?
Relacion entre los ¢Cudles de las cantidades varian y cudles

2 elementos de una permanecen fijas (constantes)? éQué relacion de
funcién dependencia hay entre las variables?

3 Modelacion de una Encuentra una expresion matematica (una
situacion funcional formula) que modele esta situacion.
Identificacion y ¢Cudl es el area de los pedazos cortados en los
uso de un patron cortes 6, 12, 15, 20 y 30?

4 de regularidad y
crecimiento de una
funcion
Utilizar el concepto de Si el area total de los pedazos apartados es

5 ecuacion para encontrar IOZSA, ien qué corte estamos?
una incognita 1024
Descripcion de los Describe el proceso que seguiste para responder
procesos realizados la pregunta k

6 tratando de dar
respuesta a las
preguntas o cuestiones
planteadas

asi sucesivamente. En seguida se muestran dos secuencias con las areas de los
pedazos cortados y apartados hasta el cuarto corte (véase la figura 1).

Para el diseno de la situacién, se pusieron en juego los registros geomé-
trico, aritmético, algebraico y del lenguaje materno, cada uno con sus propias
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Figura 1 Secuencias presentadas a los estudiantes

Corte 1 2 3 4

Area del pedazo cortado A A A A
2 4 8 16

A A 3A 7A 15A
Area total de los pedazos apartados -5 T < 6

reglas y procedimientos; de manera que por medio de las propiedades de uno
se reconocieran y pudieran trabajar las del otro o, de otro modo, que con las
contribuciones de cada uno se aportara al logro de los propositos de la tarea.
Con el disefio de la situacion y su implementacion se pretendio el analisis de
dificultades de los estudiantes con nociones como variable, dependencia, incég-
nita, ecuacion, dominio, rango, secuencias, patron de regularidad, modelacion y
concepcion de infinito.

En cada item se tratd de involucrar algun elemento de la funcion. El estu-
diante debia identificarlo y tratar de encontrarle una representacion en otro o
en el mismo registro. Se buscaba analizar las dificultades del estudiante en
el abordaje que hacia de cada elemento al tratar de dar una respuesta. Por
ejemplo, al darles el valor de la funcion en un corte determinado y pedirles que
determinaran el corte en que se estaba, se involucro el concepto de incégnita y,
en su proceso de solucion, se esperaba que el estudiante pudiera identificar los
elementos de la secuencia en la representacion figural y lograra coordinarlos
con elementos congruentes en alguno de dos registros: haciendo una conver-
sion al registro algebraico mediante el concepto de ecuacion, o también por
conversion al registro analitico aritmético resolviendolo por tanteo.

TECNICAS DE RECOLECCION Y PROCESAMIENTO DE LA INFORMACION

Se utilizaron cuatro tipos de técnicas: cuestionarios escritos con preguntas
abiertas, observacion participante, entrevistas semiestructuradas y grupos de
discusion. Se observé cuidadosamente a los estudiantes mientras solucionaban
el cuestionario, atendiendo cualquier dificultad con la prueba. Se entrevistd sélo
a aquellos estudiantes cuyos resultados presentaron interpretacion dudosa o
resultaron de interés. Las entrevistas se hicieron tomando como base las pre-
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guntas del cuestionario. El trabajo se realizé durante el seqgundo semestre de
2012, se aplicaron seis cuestionarios, aqui se presentan solo los resultados de la
situacion en la que se tomd el registro figural como registro principal.
Finalmente, se pidi¢ a los estudiantes que se organizaran en grupos de tres
0 cuatro, seguin sus propias preferencias. Organizados de esta manera discutian
las respuestas que cada miembro del grupo habia dado a la situacion, de tal
modo que entre ellos develaran sus dificultades al informar sus hallazgos a sus
companeros (Roig, Llinares y Penalva, 2011) y escuchar sugerencias de éstos.
Las transcripciones de los registros orales, y también la de los escritos, fue-
ron trabajadas siguiendo técnicas de andlisis de contenido de acuerdo con un
conjunto de ideas basicas (Bernardez, 1995): segmentacién en unidades por
criterios tematicos y temporales; agrupamiento sobre la base de las categorias
definidas, identificando las distintas modalidades. Se agruparon en un cuadro
las respuestas con los porcentajes de aciertos por categorias de andlisis; poste-
riormente se describen cualitativamente las caracteristicas de tales dificultades.

RESULTADOS Y ANALISIS

En el cuadro 2 se muestra el porcentaje de aciertos por cada categoria de res-
puestas dada por los estudiantes a la situacion que se les presento.

A continuacion se muestran algunos de los resultados del proceso por cate-
gorias de analisis:

IDENTIFICACION DE LOS ELEMENTOS DE UNA FUNCION

A pesar de que en el momento de la aplicacion de esta prueba los estudiantes
ya habian estudiado funciones, 36% no pudo identificar los elementos de la
funcion en el registro figural; 52% no dio cuenta de como se relacionan dichos
elementos, como ha informado Dolores, confunden los elementos del dominio
con los del rango (Dolores, 2004), al no identificar los coeficientes y en algunos
casos confundirlos con los exponentes, lo que lleva a cometer errores de escri-
tura, entrada u operacion (Carrion, 2007). Estos errores impidieron encontrar las
respuestas solicitadas o relacionar adecuadamente los elementos de la funcion
al hacer las transformaciones.

En cuanto al reconocimiento del dominio y el rango de la funcion analiza-
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Cuadro 2 Resultados para la situacién dada en una representacion figural

Categorias de las respuestas Nam. de estudiantes %
Identificacion de los elementos de una funcion 32 64
Relacion entre los elementos de una funcion 24 48
Modelacién de una situacion funcional 18 36

Identificacion y uso de un patrén de regularidad

L - 36 72
y crecimiento de una funcion
Utilizar el concepto de ecuacion para encontrar A 8
una incognita
Descripcion de los procesos realizados tratando de dar 13 2%

respuesta a las preguntas o cuestiones planteadas

da, en el registro analitico -secuencias numéricas- sélo 8% de los estudiantes
identifico el dominio y el rango. En el registro figural, los estudiantes mostraron
una vision limitada de estos elementos. Para ellos, los intervalos de variacion
de la funcion no van mas alla de lo visible, lo que probablemente ocasiono
que ningun estudiante pudiera identificarlos; esto evidencia falta de conexién
entre los dos registros de representacion que ellos mismos habian realizado y
manipulado (Meel, 2003).

RELACION ENTRE LOS ELEMENTOS DE UNA FUNCION

Al relacionar los elementos de cada secuencia, por ejemplo, muchos estudian-
tes consideraban que '/, es mayor que '/, porque 4 es mayor que 2, decian
el doble que, queriendo decir la mitad de, es decir, confundian la terminologia
usual al referirse a los términos de la secuencia, lo que indica que las dificul-
tades fueron causadas por el pobre manejo de las normas internas en estos
registros de representacion (Meel, 2003), las que, segun Duval (2004), son bien
distintas en cada uno de ellos.

Al manipular los trozos de papel sobreponiéndolos sobre una hoja sin
partir para que los relacionaran con mayor facilidad, uno de ellos dijo que
1/, era mayor porque medio pan es mas que un cuarto de pan. Esto lleva a
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pensar que los estudiantes tienen dificultades para ver propiedades geomé-
tricas en los objetos; esto es, sin “ojo geométrico” desarrollado (Sinclair, 2003,
citado en Fujita, Jones y Yamamoto, 2004), recurren a realizar manipulaciones
concretas para inferir ciertas propiedades y hacer las transformaciones en este
registro (Meel, 2003) o para establecer conexiones con otros, como el analiti-
co. En otras palabras, los estudiantes, en su mayoria, no lograron establecer
congruencias entre los elementos de una funcion cuando se pasa del registro
figural al analitico o viceversa. Esto evidencia sélo una interpretacion local
de la situacion (Benitez, 2010), al identificar elementos de la secuencia que
les permitié movilizarse en ella, mas no establecer conexiones con el registro
figural (Duval, 2004).

A continuacion, se muestra el manuscrito de un estudiante que no pudo
relacionar adecuadamente los valores de la secuencia con los trocitos de papel
correspondientes, pues asocia '/, con 3/,, '/ con 7/;y '/, con ¥/, (véase la figu-
ra 2), como si fueran fracciones equivalentes, segun él, porque tienen el mismo
denominador. Cabe destacar que este estudiante reconocié los elementos de la
funcion en el registro figural y los asocié con una de las dos secuencias; sin
embargo, no pudo coordinar las secuencias numeéricas entre si ni encontrarles
equivalencia con las que resultaron en el registro figural.

De los estudiantes, 48% presento dificultades al hacer el emparejamiento
de los elementos de las secuencias numéricas con los trozos de papel, parti-
cularmente en la segunda secuencia, en la que muy pocos pudieron disponer
los términos %/, , ’/y, ¥*/,¢, etc, en papel, y tampoco pudieron asociarlos a su
equivalente en la secuencia numérica; quizas porque ésta se formaba por
acumulacion de los trocitos de papel y para conformar un término habia que
deshacer el anterior. Este hecho no deja de ser preocupante, ya que tal coor-
dinacion, seguin Duval (2012), es condicion necesaria para la comprension en
matematicas.

MODELACION DE UNA SITUACION FUNCIONAL

En cuanto a la modelacién de la situacion, llamé mucho la atencion una estrate-
gia que utilizd 72% de los estudiantes: “‘sumar el numerador con el denominador
da el numerador, y el denominador mas el denominador da el denominador’, lo
que puede comprobarse al darle valores a n en la expresion 2”2; L Esta estra-
tegia, que fue usada como referencia para lo que se trataba de comprender, es
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Figura 2 Respuesta dada por un estudiante a la situacion planteada.
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una accion que busca volver cercana y concreta una idea o un concepto para
su apropiacion y manejo (Men, 2005). Aunque esta respuesta no es del todo
explicita porque no se hacia referencia a cual de las dos secuencias se referian,
si es un indicio bien claro de que los estudiantes encontraron un patron de
regularidad fuera de toda expectativa. Es decir, intuitivamente encontraron un
modelo, que expresaron con algo de dificultad en el lenguaje materno. Aqui la
dificultad estuvo en el paso de la representacion figural a la analitica, facilitan-
doseles mas el paso a la del lenguaje materno, que tradicionalmente ha sido
tan problematica como la analitica.
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IDENTIFICACION Y USO DE UN PATRON DE REGULARIDAD
Y CRECIMIENTO DE UNA FUNCION

De los estudiantes, 72% sigui6 el patrén propuesto en la situacion, pero 16%
no termino el proceso y 56% no logro dar la respuesta solicitada, no obstante
identificar el patron de regularidad de la situacion; es decir, determinaron la
regla de comportamiento de la situacion (Ursini y Trigueros, 2006), pero no la
utilizaron exitosamente para dar sus respuestas.

DESCRIPCION DE LOS PROCESOS REALIZADOS TRATANDO DE DAR RESPUESTA
A LAS PREGUNTAS O CUESTIONES PLANTEADAS

En cuanto a la descripcién de los procesos realizados, se puede afirmar que
las dificultades estuvieron relacionadas con las inconsistencias en las descrip-
ciones, con los propios procedimientos o con ambos. Al tratar de describir los
procedimientos que habian realizado, se limitaban a repetir nuevamente dichos
procedimientos (Chaucanés, Amaya, Escorcia, Teheran, Lopez y Medrano, 2009).
Algunos describieron un procedimiento errado y otros ni siquiera intentaron
describirlo.

UTILIZAR EL CONCEPTO DE ECUACION PARA ENCONTRAR UNA INCOGNITA

Las soluciones en el registro analitico fueron de tipo aritmético y solo 8% de
los estudiantes utilizo la letra como incognita al identificar el corte n-ésimo
como la cantidad desconocida, dado el valor de la funcion (1?5§4A), es decir,
encontrar el corte en que se estd cuando se sabe el valor de la secuencia
-determinar los valores de la variable independiente dados los de la varia-
ble dependiente-, es decir, interpretaron los simbolos literales como nimero
generalizado o como variable. Este grupo, ademas, obtuvo y utiliz6 la formula
Zln yznz—',,lpara modelar la situacion, utilizandola para dar respuestas a otras
preguntas que se les plantearon, por lo que se les facilité resolver la totalidad
del cuestionario.

A los estudiantes se les dificultd demasiado aceptar que el drea de la hoja
fuera Ay no una cantidad fija dada. La dificultad estuvo asociada al uso de

la letra como variable en relacion funcional (Ursini y Trigueros, 2006) y a su
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comprension en este contexto que le permitiera resolver la ecuacion (Ochoviet
y Oktag, 2011), ya que no pudieron determinar el drea de cada trozo de papel
en cada corte -los valores de la variable dependiente, dados los de la variable
independiente. Ademas, 64% de los estudiantes consideraron que los valores
de la secuencia dependian del tamano original de la hoja de papel.

CONCLUSIONES

Aunque los alumnos participantes ya habian tenido numerosas experiencias
que involucraban conversiones y tratamientos entre registros de una fun-
cion, los resultados de esta investigacion permiten concluir que tienen serias
dificultades al hacer transformaciones con el registro figural como registro
de partida a cualquiera de los otros registros en los que se les pidio hacerlo.

Las dificultades estuvieron relacionadas con tres aspectos especificos: 1) el
reconocimiento de los diferentes elementos de una funcién y como se rela-
cionan éstos; 2) el establecimiento de congruencias entre los elementos del
registro de partida y los del registro de llegada, y 3) la complejidad intrinseca
del concepto en estudio (Hitt y Morasse, 2009).

En el primer caso, especificamente, se muestra la dificultad que tienen los
estudiantes para identificar los elementos de una funcién en cualquiera de sus
registros y, por tanto, para poder establecer relaciones de dependencia entre
ellos. También se muestran las dificultades para identificar las cantidades que
intervienen en una situacion, cuales de ellas cambian y cudles permanecen
fijas, lo que les pudo impedir hacer transformaciones en el interior de dicho
registro.

En el segundo caso, se refiere la dificultad para elaborar un registro a partir
de los elementos identificados en el registro figural, es decir, para establecer
congruencias entre este registro y aquellos a los que se migro; esto evidencia
que la conversion entre registros no se realiza de manera espontanea (Duval,
2012; Gatica et al, 2010; Hitt, 2003). Especialmente, se observa la dificultad en
el paso del registro figural al algebraico, mas no al del lenguaje materno.

En el tercer caso, la dificultad radica en que los estudiantes tienen difi-
cultades para concebir la letra como variable en relacion funcional (Ursini y
Trigueros, 2006), la cual ha sido reportada entre las diversas dificultades que
se presentan con el concepto de funcion en los procesos de aprendizaje y
ensenanza (Dolores, 2004; Quintero y Cadavid, 2008). Estos resultados ratifican
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que el aprendizaje de la nocion de variable debe ser uno de los objetivos funda-
mentales en la ensenanza del calculo, sobre todo por cuanto es imprescindible
para la comprension de conceptos tales como continuidad, limite o derivada de
funciones (Gatica et al, 2010).

REFLEXIONES FINALES

Por los resultados expuestos en este trabajo, seria deseable que mediante la
ensenanza se dieran las conexiones entre los subconceptos involucrados en
una funcion, al establecer congruencias entre sus elementos en diferentes regis-
tros que faciliten el aprendizaje de tal concepto y el acceso al calculo. Desde
este punto de vista, en un primer acercamiento, no solamente es importante
entender y atender las dificultades de los estudiantes al manipular cada una
de esas representaciones, sino también el analisis de las tareas de tratamiento
y conversion entre representaciones que se proponen a los estudiantes (Duval,
1999, 2004, 2012).

Hitt (2003) considera que es importante no priorizar el recurso a algun regis-
tro en detrimento de otros cuando se esta promoviendo un proceso de cons-
truccion de algun concepto matematico. Ademas, hay que tener presente que,
seguin Duval (2004), la conversién de las representaciones semidticas constituye
una actividad cognitiva que no es espontanea y que es dificil de realizar para
la gran mayoria de los alumnos; pero a su vez es una de las actividades mas
importantes para el aprendizaje, puesto que la habilidad de efectuar conversio-
nes favorece la coordinacion de los distintos registros, que es imprescindible
para la conceptualizacion amplia de los objetos matematicos, {puede haber
algo de mayor preponderancia en el aprendizaje de las matematicas?

Teniendo en cuenta las tareas de conversion al promover un mejor enten-
dimiento de las funciones y permitir el desarrollo de procesos de visualizacion,
deberian establecerse conexiones mas potentes entre los elementos de una
funcion en sus diferentes registros de representacion para propiciar una mejor
comprension del concepto.

Al comparar los resultados de la exploracion realizada mediante este trabajo
con los referentes tedricos que la sustentaron, reiteramos lo que ya algunos
investigadores han senalado: que seria deseable que el estudio de las funcio-
nes en la escuela se abordara desde todos los registros de representacion de la
funcion, proponiendo transformaciones entre tantos registros como sea posible
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y dentro del registro en que se esté trabajando. Por lo que se deberia iniciar
este tipo de trabajo en la escuela desde los grados inferiores hasta lograr la
iniciacion al calculo, donde el uso de tales tratamientos y conversiones entre
registros se vuelva cotidiano.
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