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Resumen: La investigacion que se reporta a continuacion utiliza la Teoria APOE
como marco teérico y metodoldgico con el objetivo de explicar el rol del cuerpo
(o campo) en la construccion del concepto espacio vectorial. Las tres componen-
tes propuestas por el ciclo de investigacion —descomposicion genética; diseno
v aplicacion de instrumentos, y andlisis y verificacion de datos— determinan
la estructura general del estudio. Resultados obtenidos indican que el rol del
cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial esta vinculado, a través
de la combinacion lineal de vectores, con la existencia de vectores linealmente
independientes.
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The role of the field in the construction of the concept of Vector Space
Abstract: The research reported here uses the APOE theory as theoretical and
methodological framework, in order to explain the role of the field in the con-
struction of the vector space concept The three components proposed by the
research cycle —genetic decomposition, design and application of instruments
and data analysis and verification— determine the overall structure of the study.
The results obtained indicate that the role of the field in the construction of vec-
tor space concept is linked with the existence of linearly independent vectors,
through the linear combination of vectors.
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ANTECEDENTES

El concepto de espacio vectorial, de gran importancia en algebra lineal, ha
recibido atencién de los especialistas en diferentes paises. Investigadores
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franceses (Dorier, Robert, Robinet y Rogalski, 1997) hacen referencia al obstd-
culo del formalismo. Este obstaculo ocurre cuando los estudiantes tratan de
manipular mecanicamente numeros, vectores, ecuaciones, coordenadas, etc. ks
decir, cuando se encuentran bajo una avalancha de nuevas palabras simbolos,
definiciones y teoremas’.

Estos autores concluyen que ‘para la mayoria de los estudiantes, el alge-
bra lineal no es mas que un catdlogo de nociones muy abstractas que ellos
nunca pueden imaginarse” (Dorier, Robert, Robinet, y Rogalski, 1997: 116). Asi
también, se ha reportado que el discurso matematico escolar del algebra lineal
privilegia el tratamiento algoritmico a través de las llamadas técnicas de reso-
lucién, en desmedro de la comprension conceptual de nociones basicas (Dorier
y Sierpinska, 2001). Otras investigaciones apuntan a las dificultades que los
estudiantes tienen cuando estan aprendiendo el concepto de espacio vectorial
y la construccion esquema en sus tres niveles: Intra, Intery Trans del concepto
espacio vectorial (Parraguez y Oktag, 2010).

MARCO TEORICO: TEORIA APOE

El uso de la Teoria APOE (Acciones, Procesos, Objetos y Esquemas) para explicar
la construccion de los conceptos de Algebra Lineal es relativamente reciente
(Trigueros y Oktag, 2005; Oktag, Trigueros y Vargas, 2006; Ku, Trigueros y Oktag,
2008; Parraguez y Oktag, 2010; Roa y Oktag, 2010), aunque este acercamien-
to tedrico ha sido usado con éxito en investigaciones relacionadas con el
aprendizaje de conceptos matematicos del Calculo, Andlisis, Algebra Abstracta,
Matematica Discreta y Logica. La Teoria APOE esta interesada en las construc-
ciones mentales de los estudiantes cuando estan aprendiendo un concepto
matematico. Cuando se estd usando esta teoria, los investigadores primero
hacen una descripcion de un modelo que explica el camino que los estudiantes
pueden seqguir en la construccion de los conceptos propuestos.

Este modelo es conocido como la descomposicion genética (Asiala et al,
1996; Roa y Oktag, 2010) y consiste en construcciones mentales (Acciones,
Procesos, Objetos y Esquemas) y mecanismos mentales (tales como asimi-
lacion, interiorizacion, encapsulacion y coordinacion) puestos juntos de una
manera que permite explicar el aprendizaje del concepto en cuestion. Debe
enfatizarse que la descomposicion genética se da en términos de construccio-
nes cognitivas y de un analisis de conceptos del algebra lineal a ensefary no
solo en términos de resultados matematicos. Una vez planteadas estas ideas
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basicas, a continuacion se explican brevemente las principales nociones cogni-
tivas que se han utilizado en esta investigacion, y que se pueden encontrar, por
ejemplo, en Dubinsky et al (1994), Asiala et al (1997) y Brown, A, De Vries, D,
Dubinsky y Thomas (1997).

Se hace referencia a una concepcion accion de un concepto cuando el
estudiante puede realizar calculos y trasformaciones de objetos matematicos
como resultado de una indicacion externa que le proporcione detalles precisos
de los pasos a seguir, como por ejemplo, reemplazar numeros por variables en
una férmula, o bien cuando puede realizar multiples pasos algoritmicos, siendo
cada paso provocado por uno previo.

Cuando el estudiante reflexiona sobre estas acciones, puede pensar sobre
los pasos sin tener que realizarlos explicitamente. En este caso, se dice que
las acciones han sido interiorizadas y el estudiante muestra una concepcion
proceso. Dos 0 mas procesos pueden ser coordinados para formar un nuevo
proceso.

Cuando surge la necesidad de realizar transformaciones en estos procesos,
el estudiante los encapsula en objetos y ahora puede aplicar acciones sobre
esas nuevas entidades construidas. En este caso, se evidencia una concepcion
objeto del concepto en cuestion.

Finalmente, objetos, procesos y acciones relacionados con el concepto en
cuestion forman una estructura coherente llamada esquema, que puede ser
evocada para resolver situaciones problema. Un nuevo objeto puede ser asimi-
lado a un esquema existente; de esta manera se tiene un esquema ampliado
para incluir nuevos objetos.

Segun Piaget y Garcia (1983, 1989), el desarrollo cognitivo de los esquemas,
que lleva a la comprension o construccion de los conceptos, pasa por tres nive-
les —la triada Intra, Inter y Trans—. El nivel de evolucion de un esquema se deno-
mina Intra cuando la concepcion objeto del concepto se mantiene aislada de
otras acciones, procesos, objetos y esquemas. Por ejemplo, el estudiante puede
verificar si diferentes conjuntos pueden ser espacios vectoriales o no, pero no
ve la estructura inherente de espacio vectorial en todos ellos. En el nivel Inter
de evolucion de un esquema, el objeto comienza a tener relaciones estructu-
rales con otros conceptos; en el caso de los espacios vectoriales, hay algunas
conexiones con sub-espacios, transformaciones lineales, bases, etc. En el nivel
Trans el estudiante construye la estructura o modelo con todos sus vinculos que
subyace en la actividad que esta desarrollando.
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UNA DESCOMPOSICION GENETICA DEL CONCEPTO ESPACIO VECTORIAL
Y EL ROL DEL CUERPO EN SU CONSTRUCCION

En lo que sigue, se considera que (¥, + () es un espacio vectorial sobre el
cuerpo K siy solo si: (V, +) es un grupo abeliano.

1. O:KxV—V,es una funcién que cumple:
@QVaeK)(Vx, yEN @O x+y)=a®Oxta®y)
b)VabeK)(VxeV) ((ath) Ox=a OQxtbOx)
QNVabeK)(Vxel) ((ab) ©x=a@® (bO x))
NVxeN(1Ox=x

Ademas, la estructura algebraica (K, + ¥, es cuerpo siy solo si:

() (K, +) es un grupo abeliano;
(i) (K - {0} *) es un grupo abeliano y
(i) * distribuye con respecto a la +.

Tomando como antecedente el trabajo realizado por RUMEC (Research in
Undergraduate Mathematics Education Community), en Parraguez y Oktag
(2010), se presenta una descomposicion genética que modela un posible cami-
no mediante el cual los estudiantes pueden construir el concepto espacio vecto-
rial. En ese trabajo se describen tanto las construcciones como los mecanismos
mentales que podrian tener lugar cuando los estudiantes estan aprendiendo
este concepto, centrandose por un lado en la coordinacion entre la suma de
vectores y la multiplicacién de un vector por un escalar, y por otro en la relacion
del esquema espacio vectorial con conceptos independencia lineal y base de
un espacio vectorial.
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Overacion Binari Funcion ~ Conjunto
peracion Binaria P a— (Esquerna) - (Esquema)
Aplicar Operacion Binaria a
elementos especificos de un
conjunto (Accién)
INTERIORIZACION
Aplicar Operacion Binaria Axiomas en General
a elementos —cualesquiera— (Esquema)
del conjunto. (Proceso)
ENCAPSULACIONl ASIMILACION
Cuerpo
Conjunto con Operacidn Binaria __ Conjunto con dos Operaciones Binarias
que satisface axiomas diferentes (Objeto)
(Objeto)
Suma l Multiplicacion por escalar
Conjunto con una Operacin Binaria Conjunto con una Operacidn
(Objeto) sobre un cuerpo (Objeto)

Coordinacion
(mediante leyes distributivas)

Conjunto con dos Operaciones (una sobre un cuerpo)

que satisface axiomas
(Objeto)
INTRA / INTER TRANS
Objetos, procesos, acciones, Relaciones a través de subespacios, Los esquemas pueden ser evocados
y esquemas aislados, —> combinaciones lineales, = cuando sean necesarios para resolver

bases. etcétera problemas. Estdn conscientes
, .
de la estructura.

Figura 1. Descomposicion genética del concepto espacio vectorial como esquema
(Parraguez y Oktag, 2010: 215)
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De acuerdo a la Descomposicion Genética presentada en Parraguez y Oktag
(2010) el concepto espacio vectorial es un esquema construido fundamental-
mente por la relacion de tres esquemas: conjunto, operacion binaria y axioma,
junto con la coordinacion de los procesos que subyacen al objeto suma de
vectores y al objeto multiplicacion por escalar, y los axiomas que involucran la
suma de vectores y la multiplicacion por escalar, permitiendo emerger un nuevo
objeto que puede ser llamado espacio vectorial. (Ver Figura 1).

En Parraguez y Oktag (2010) se describe la construccion del objeto espacio
vectorial; es decir, la descomposicion genética que corresponde a la coordina-
cion entre los procesos operaciones suma y multiplicacion por un escalar, que
junto a su axiomatica definen al espacio vectorial como objeto. Los resultados
de esta investigacion muestran que cuando los estudiantes carecen de las cons-
trucciones descritas en la descomposicion genética como prerrequisito, se hace
muy dificil que desarrollen un esquema suficientemente fuerte del concepto
espacio vectorial.

Con base en la descomposicion genética presentada anteriormente, en este
articulo se discutira el papel que juega el cuerpo para la comprension profunda
del concepto espacio vectorial. Cuando se dice “‘comprension profunda” se esta
pensando que las siguientes construcciones y mecanismos mentales estarian
involucrados: 1) interiorizar acciones, 2) coordinar dos o mas procesos de modo
que los estudiantes respondan a situaciones en las que lo necesitan y 3) encap-
sular procesos.

Como se ha explicitado en la descomposicion genética previamente presen-
tada, es importante observar si el estudiante muestra las construcciones menta-
les necesarias respecto al cuerpo, y al papel que este juega en la construccion
del concepto del espacio vectorial. Al respecto, es posible senalar que un cuerpo
es un conjunto con dos operaciones binarias diferentes, construido de manera
similar al del concepto espacio vectorial; es decir, para construir el concepto de
cuerpo, un estudiante empieza por activar sus construcciones mentales acerca
de los conjuntos y la operacion binaria. Esto implica que el estudiante aplica una
operacion binaria especifica a pares de elementos especificos de un conjunto,
como una accion. Esto es, dados dos elementos de un conjunto especifico y una
operacion binaria determinada, puede encontrarse el elemento resultante. Esta
accion es interiorizada en un proceso que implica pensar sobre lo que la ope-
racion binaria hace a todos los elementos de un conjunto, de manera general.
Después, este proceso es encapsulado en un objeto al cual el estudiante puede
aplicar acciones. En este punto el objeto “conjunto con operacion binaria” puede
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ser asimilado por el esquema de axiomas (el cual contiene cuantificadores) para
dar lugar a un nuevo objeto que es un conjunto con una operacion binaria que
satisface axiomas. El estudiante puede verificar si todos los axiomas de grupo
abeliano se satisfacen o si hay algunos que no se cumplen. Los objetos que
son conjuntos con dos tipos de operaciones (suma y multiplicacién) pueden
ser coordinados a través de los procesos que los relacionan y los axiomas de
distributividad que involucran ambas operaciones, para que emerja un nuevo
objeto que puede ser llamado cuerpo.

ASPECTOS METODOLOGICOS
ESTUDIANTES PARTICIPANTES EN LA INVESTIGACION

Los participantes fueron diez voluntarios de la carrera de Licenciatura en
Matematica de una universidad latinoamericana en Chile: seis de cuarto semes-
tre (cursaban Algebra Lineal 1) y cuatro de octavo semestre (cursaban Teoria
Algebraica de Numeros).

La totalidad de ellos habfa cursado la asignatura Algebra y Geometria®. Este
es un curso inicial de Algebra Lineal, con énfasis en las aplicaciones sobre
espacios geométricos de dimensiones dos y tres, que se propone el manejo de
métodos del Algebra Lineal, tanto en el dmbito de la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales como en el de problemas elementales al alcance de esos
métodos. El estudiante se prepara asi para un estudio mas avanzado en el
topico y se provee, ademas, de una herramienta para el calculo de varias varia-
bles y de una conceptuacién adecuada para el estudio de la geometria y las
estructuras algebraicas.

En ese curso del plan comun, el concepto de espacio vectorial suele introdu-
cirse mediante explicaciones relacionadas con la definicion de espacio vectorial
V" sobre un cuerpo K. Dicho procedimiento de explicacion consiste en aclarar
qué significa que (¥,+) tenga estructura de grupo, que K tenga estructura de
cuerpo y que ¥V va a ser un K-espacio vectorial, si y solo si cumple con las
propiedades (a), (b), (c) y (d) de la pagina 136.

Los estudiantes que participaron en el estudio habian trabajado los con-
tenidos basicos del Algebra Lineal: sistemas de ecuaciones lineales, espacios
vectoriales y transformaciones lineales. Sin embargo, tomando en cuenta las

' Del plan comun -primer afio— de las carreras de Pedagogia en Matematica y Licenciatura en

Matematica.
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consideraciones expuestas arriba, esto no necesariamente implica una com-
prension profunda de los conceptos involucrados.

DISENO DE INSTRUMENTOS PARA LA RECOLECCION DE DATOS

Se discutirg, con base en la descomposicion genética anterior, el papel que
juega el cuerpo

Para recopilar la informacién que permita discutir, con base en la descom-
posicion genetica realizada por Parraguez y Oktag, el papel que juega el cuerpo
para que los estudiantes logren una comprension profunda del concepto espacio
vectorial, se disenaron entrevistas semiestructuradas de seis preguntas, en las
que cada pregunta fue creada con la intencion de examinar construcciones
mentales especificas dispuestas en la Figura 1. En la pregunta 1:

Pregunta 1

3 ) ) 3
¢Z5 es un subespacio vectorial de R™,

fue disenada con la intencion de observar si el estudiante aplica una operacion
binaria especifica a pares de elementos especificos de un conjunto, como una
accion o un proceso, para mostrar primero que Zs no es un subcuerpo de R,y
en segundo lugar mostrar que Z3 no es subespacio vectorial de R®

Por otro lado, la Pregunta 2:
¢Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elementos?

fue disenada con el proposito de observar algunos elementos de las construc-
ciones mentales que hace el estudiante hasta la evolucién de esquema a un
nivel Inter de espacio vectorial. Pero también, en esta pregunta, subyace una
conexiéon importante, de identificar operaciones y propiedades (de la pagina
136), cuando cuerpo y espacio vectorial sean el mismo conjunto, en el esquema
correspondiente. Esto permite observar si el estudiante muestra las construc-
ciones necesarias respecto del cuerpo y el papel que juega el cuerpo en la
definicion del espacio vectorial.

Cuando el estudiante reflexiona sobre los axiomas para construir un ejemplo,
significa que percibe al conjunto de axiomas como una totalidad y se da cuenta
de las propiedades de la estructura llamada espacio vectorial. Esto indica que,
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para contestar esta pregunta, el alumno, por un lado, necesita una concepcion
proceso para construir ejemplos concretos de espacios vectoriales y, por otro,
haber encapsulado dicho proceso para poder pensar en el cumplimiento de pro-
piedades en aquellos ejemplos que las satisfacen. También, si el estudiante es
capaz de argumentar que el espacio vectorial con dos elementos no es Unico;
es decir, si se da cuenta de que puede haber mdas de un espacio vectorial con
dos elementos y puede dar ejemplos concretos de sus afirmaciones, se conside-
rara que muestra una concepcion objeto, ya que ha encapsulado el proceso de
averiguar axiomas para que un conjunto llegue a constituir un espacio vectorial.
Aungue no esta incluido en la pregunta explicitamente, podria resultar util iden-
tificar en si mismo un cuerpo con un espacio vectorial, para mostrar los niveles
de esquema. Por ejemplo, el estudiante evidenciara un nivel Inter respecto del
esquema de espacio vectorial, si establece relaciones entre la estructura alge-
braica de un cuerpo y la estructura algebraica de un espacio vectorial, llegando
a concluir que “todo cuerpo es un espacio vectorial sobre si mismo’”.

La Pregunta 3:

SSK=7Z3y V= {(x, x, x)|xeK } con la suma y el producto modulo 3.
¢Es v un espacio vectorial sobre K?,

fue elaborada para mostrar como el estudiante encapsula el proceso de trabajar
con espacios vectoriales finitos donde las operaciones que lo definen son no
usuales, sobre un cuerpo finito.

* Otros espacios vectoriales con dos elementos sobre cuerpos distintos serian, por ejemplo:

Wv= {-1,1} sobre R con las operaciones:
Suma: v, + v.= v; v, para todo v, v:€ V'

Multiplicacién por Escalar: v = 1, para todo v € V'y para todo « € R

i) V= {-1.1} sobre Z. con las operaciones:
Suma: v, + v2= v, v, para todo v, v.€ V

Multiplicacion por Escalar: 0°1=1, 0'(-1)=1, 1'1=1, 1°(-1)=-1
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La Pregunta 4:

¢IR es un espacio vectorial sobre Q? (con las operaciones usuales, donde @
representa al conjunto de los nimeros racionales),

fue disenada para mostrar como el estudiante encapsula el proceso de trabajar
el espacio vectorial sobre un subconjunto de él. A partir de los argumentos
dados por los estudiantes, se espera tener un panorama general acerca de las
construcciones mentales de los alumnos, respecto al rol que juegan el espacio
vectorial y el cuerpo de los escalares, cuando hay una inclusion entre los dos
conjuntos.

La Pregunta 5:

éQ es un espacio vectorial sobre R? (con las operaciones usuales, donde R
representa al conjunto de los nimeros reales),

fue elaborada para mostrar coémo el estudiante desencapsula el objeto espacio
vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales.

Consideramos que la construccion del cuerpo se da en forma paralela
e implicita a la construcciéon del concepto espacio vectorial. Por eso utilizaremos
las cinco preguntas anteriores correspondientes a la entrevista que ocupamos
para documentar la descomposicién genética anterior, Parraguez y Oktag (2010),
y que guardan relacion con el cuerpo.

La Pregunta 6 estd conformada por los siguientes incisos:
Sea R* un R-espacio vectorial y
L(R?, R?) = {f: R*>R’|fes una transformacion lineall,

Se definen las siguientes operaciones:

Suma + R*xX R*—>R?
((a,b), (c,d))—) (a te b+ d)

Multiplicacion por escalar @ : L (]Rlz, ]RZ) X R? —» R?
(fx)—>fOx=f(x)
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Si sabemos que (]R%z, +) es un grupo abeliano,

a) ¢Qué axiomas faltan para que R* sea un espacio vectorial sobre L(RZ, RZ)?,
ése cumplen dichos axiomas?

b) ¢El conjunto §(1,0), (01)}. es linealmente independiente bajo la suma vy la
multiplicacion por escalar definidas anteriormente?

c) Comente y justifique.

Es importante hacer notar que esta ultima pregunta no forma parte del
grupo de preguntas disenadas para documentar la descomposicion genética
de la Figura 1, sino que fue creada explicita y puntualmente para indagar con
mas profundidad cémo estudiantes que trabajan bien con operaciones usuales
que definen al espacio vectorial y que conocen las definiciones de base de un
espacio vectorial y conjuntos linealmente independientes quedan, sin embargo,
atrapados en operaciones no usuales, porque no manejan la estructura de
grupo y de combinacion lineal que subyace a estos conceptos, donde la estruc-
tura algebraica de cuerpo como objeto forma parte importante de este anda-
miaje estructural; por ende, los argumentos proporcionados por los estudiantes
estarian evidenciando construcciones mentales especificas relacionadas con la
construccion del cuerpo.

Se debe subrayar que esa pregunta se convertira en el objeto de observacion
mas importante para mostrar las evidencias que dan los estudiantes, con res-
pecto al rol del cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial.

ANALISIS Y VERIFICACION DE DATOS

A partir de la descomposicion genética presentada en la Figura 1, se analizan
los resultados detectando qué elementos no han sido considerados o en cudles
de las construcciones dadas hipotéticamente en dicha figura, se muestra el rol
que juega el cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial como
esquema. Esto estd hecho para las construcciones mentales especificas con
las que cuenta el analisis tedrico, dispuesto en la Figura 1, y que son las que
sustentan la construccion del concepto espacio vectorial y cuerpo: conjunto,
operacion binaria y axioma, como esquema.

A continuacion se dan a conocer resultados de las entrevistas para ver en
detalle las construcciones y mecanismos mentales que parecen estar haciendo
los estudiantes en la construccion del concepto espacio vectorial, y documentar
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asi el rol del cuerpo en la construccion. En los extractos que siguen, los estu-
diantes son numerados de ES1 a ES10 y el entrevistador es E.
Algunos ejemplos de la entrevista

La entrevista estuvo orientada a observar como y hasta donde los estudiantes
podian prestar atencion a la estructura algebraica sobre la cual un espacio
vectorial define sus escalares. En la pregunta 6 de la entrevista, juega un papel
importante el cuerpo en el esquema de espacio vectorial. Por eso esta pregunta
es relevante para documentar si el estudiante muestra las construcciones men-
tales necesarias respecto al cuerpo y el papel que este juega en la construccion
del concepto espacio vectorial, como se ha previsto en la descomposicién gené-
tica. En relacién con esto, un conflicto que puede presentarse es que no le cause
ningun problema al estudiante que la multiplicacion por escalar estd definida
sobre un anillo que no es un cuerpo.

En el siguiente extracto vemos que el estudiante 5 reflexiona sobre Ia rela-
cién que existe entre las dos operaciones. El fue el tnico de los diez estudiantes
entrevistados que reflexiond sobre el conjunto donde se definen los escalares.
Al respecto senalé:

[127ES5] O sea, por lo que yo conozco, en este conjunto de las funciones linea-
les esta... La multiplicacion es la composicion, o sea, por lo general, no
sé si habra otra; creo que hay otras cosas como algo de convolucion,
creo que me han dicho unos profesores, nunca he visto eso pero
bueno... Me guio segun lo basico, la suma de funciones que siempre
esta definida y la multiplicacién no es —que serfa la composicién—; de
hecho, hay otras cosas por ejemplo: estd la... una funcion se multiplica
con un escalar real.

[128E] También, ino es cierto!

[128ES5] Si.

[129E] Multiplicacion por escalar.

[129ES5] Claro, pero ahi entonces deberfa ser esto, deberia ser un cuerpo de

L(]RZ, ]Rz) con la operacién suma de funciones y la composicién de
funciones, ese es el cuerpo.

Posteriormente el ES5 comprob6 uno a uno los axiomas (a), (b), () y (d) de la
pagina 136, concluyendo que (]R{z, +, @) es un espacio vectorial sobre L(]Rz, ]R{Z).

144 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013



Marcela Parraguez Gonzalez

Para mirar la dependencia lineal del conjunto {(1,0), (Ol)} el ES5 recurre a la
definicion. Veamos un extracto de la entrevista para ver lo que sucede:

[142ES5]

[143E]
[143ES5]

[144E]
[144ES5]

Después de
sequir, y es ahi

[147E]
[147ES5]

[148E]
[148ES5]

[149E]
[149ES5]

Para el ESS5,

O sea, para ver si los vectores son linealmente independientes voy a
utilizar la definicién que conozco, pero con esas nuevas operaciones:
fFOMLO+gO01)=(00ysifygson cero, entonces el conjunto
es linealmente independiente.

Me podria especificar que cero son fy g.

Si. Hum... Como f'y g son funciones, entonces deben ser la funcion
nula... Pero mi problema no es ese... INo sé como seguir!

¢Como?.. dQué quiere decir?

Eso. Que no sé que mas hacer... Solo puedo escribir

F1,0)+ g (01) = (0,0) ..pero, segun yo recuerdo, estos vectores (1,0) y
(0,1) en R*son linealmente independientes, pero con otras operacio-
nes... Pero no sé qué esta pasando aqui.

un rato, el ES5 le declara a la entrevistadora que no sabe cémo
donde esta interviene, diciendo lo siguiente:

¢Podrias mirar si un solo vector es linealmente independiente?

A ver, lo voy a intentar con el (1,0).. Ah.. Ese vector es linealmente
independiente porque no es el vector nulo..

Lo puedes probar?

Eeeeee.. Si hago lo mismo que antes, pero con un vector, me queda
£@,0)=(00) ..y fes una funcion lineal..

¢Qué puedes decir de eso que has escrito?

No sé... Porque hay varias funciones lineales que al valorarlas en (1,0)
me dan (0.0)... Pero, no logro darme cuenta... éQué significa?

como puede observarse a partir de los dialogos anteriores, fue

imposible llegar a concluir que el conjunto {(1,0)} no es linealmente indepen-
diente y, por ende, no pudo responder lo que se preguntaba.

Con respecto a esta misma pregunta 6 de la entrevista, el resto de los estu-
diantes se limité a enlistar los axiomas (ver figura 2), en relaciéon a que L(RZ, ]R{Z)
es un cuerpo, como fue el caso del estudiante 3:
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Aé »xioma. (clavsum ,@). Se cuwz/ e
3 Por videroh ok g
AT axcowma (diorpibutivi DAD).

($+9)0x=fox ryox

A$ A gy

(J‘))QK = f(‘SQK) = 5(}.@*)
M AT {Oxex

A0 Arome £Olxty) s £ foy
Figura 2. Lista de axiomas que escribe el ES3

Este estudiante, posteriormente, procedié a averiguar si dichos axiomas se
cumplian o no (ver figura 3), concluyendo que (]R{Z, +, G)) no es un espacio

vectorial sobre L(]RZ, ]R{Z) .

A7 Geg)casfen rgen
Ch‘))ﬂk sfox +9ox

#F+9)t = fen + gea
Fox » 4o,

T.ose cowmmple.

7 @loxs (ryea
OF)oa =6f)ox

riise cunple

2 Hmee 1 oy 1=fex)
. Fuvetof comstmrre
© Mo se cunple

ne: ‘{0(**7):{():»):
Lo st cumple, Sa cuwple Sdameans
P FUNCloMes  LiveaLwss,

Figura 3. ES3 verificando axiomas
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Y para el resto de las preguntas, el ES3 respondio y argumenté que
{(1,0), (0,1)} es linealmente independiente, porque ese conjunto es la base cano-
nica para R®

Hasta el momento se puede decir que el ES5 y el ES3 estan dando eviden-
cias de que han construido los procesos relacionados con los axiomas que con-
tienen ambas operaciones: suma de vectores y multiplicacion por escalar, pero
sin reflexionar sobre los procesos suma y producto que constituyen la estructura
algebraica del conjunto de los escalares.

Detengamonos aqui para considerar lo siguiente: si la estructura esta defi-
nida de manera que los vectores sean los elementos de R? pero los escalares
pertenezcan al anillo L(]Rz, ]R{Z), entonces no se cumple que
fOx=0f=0vx= 0),siendofeL(]R2,]R2)yxe R’

En efecto, si consideramos x, € R? —{(O, 0) | entonces por teorema de com-
pletacion® de la base existe y € R*tal que {xo,y } es una base para R* (R* como
R espacio vectorial). Luego por el teorema fundamental del algebra lineal existe
f=R*— R’una funcién lineal tal que f(x,) = 0, pero f'(y) # 0, entonces f no
es la funcién nula.

Esto trae como consecuencia que ningun vector de IR? es linealmente inde-
pendiente; por lo tanto, no hay base para R* ¢éPor qué? Porque la estructura
algebraica de los escalares es un anillo que no es un cuerpo.

Otra pregunta, la numero 2 de la entrevista tenia el proposito de observar
algunos elementos de las construcciones mentales que tiene el estudiante,
hasta la evolucion de esquema a un nivel Inter de espacio vectorial.

En la entrevista con el ES4 se obtuvo lo siguiente:

[63ES4] Es posible que exista un espacio vectorial que tenga solo dos elemen-
tos: si.

[65E] ¢Cual?

[64ES4] Asi como de memoria, no me acuerdo.

[66E] Si tu dices si, tienes que decir por qué piensas que si. Si dices que si,
tu mente algo te esta diciendo. &Y por qué si?

[65ES4] Porque entre ellos puedo hacer las operaciones.

> Sea V un espacio vectorial sobre K, con dimV=n, y un conjunto de vectores en V linealmen-

te independiente X={v, ..., v}, r<n, entonces existen vectores v.., ... , v. en V, tal que el conjunto
{vy «, v,} es base de V.

EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013 147



El rol del cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial

[67E] Pues, entonces, arguméntame el si; no importa que no sea o si no me
puedes decir cual, pero tu tienes una razon para decirme que si, esa
razon necesito conocerla.

[66ES4] Porque entre ellos puedo hacer la operacion, puedo emplear las ope-
raciones necesarias para ser un espacio vectorial.

[68E] Me tienes que nombrar qué operaciones estas pensando.

[67ES4] iAh! Porque por ejemplo si tomo el caso de R? dos elementos de R?,

alguno en especifico, entonces el cuerpo va a ser R* y puedo agarrar
los elementos para multiplicar de R.

[69E] Entonces, anota todo eso que me estas diciendo.

[68ES4] Prefiero contarselo.

[70E] Es que yo en la respuesta necesito el argumento, necesito ponerlo
ahi, el argumento, porque todos los estudiantes dan argumentos dis-
tintos.

[69ES4] .. Necesarias para.. Ah, no creo... Para...

[71E] ¢No te aventurarias a decir qué elementos tendrian que estar mas o
menos?

[70ES4] éCudles serian? Si, plano, dos rectas que formen un plano.

En esta respuesta podemos apreciar un esquema débil de conjunto,* el cual
es un prerrequisito en la descomposicion genética, que influye negativamente
en la construccion del concepto de espacio vectorial.

Otro estudiante, el ES6, piensa que no es posible tener un espacio vectorial
con dos elementos, ya que uno tiene que ser el elemento identidad para la
suma, y el otro elemento, sumado con el mismo, estara “fuera del conjunto”.
Este estudiante concluye que no es posible tener un espacio vectorial con un
numero finito de elementos. De acuerdo con el analisis, este estudiante tiene
un esquema de operacion binaria débil, que también es un prerrequisito; para
construir el espacio vectorial como objeto, lo cual no le permite desarrollar
algunas construcciones necesarias para tener un esquema de espacio vectorial
fuerte, sustentado en la estructura algebraica del cuerpo.

Cabe aclarar que es la totalidad de la entrevista la que da una idea de las
dificultades del estudiante para darse cuenta del rol que tiene el cuerpo en la
construccion del concepto espacio vectorial y las concepciones que muestra; sin

* El esquema de un concepto es débil, cuando la coherencia de este lo es. La coherencia entendida

segtin Dubinsky (1991) como una herramienta mental que permite determinar si una situacion matema-
tica se puede manejar con dicho esquema o no.
* El esquema de un concepto es fuerte, cuando la coherencia (en el sentido de Dubinsky, 1991) lo es.

148 EDUCACION MATEMATICA, VOL. 25, NUM. 1, ABRIL DE 2013



Marcela Parraguez Gonzalez

embargo, estos diez estudiantes entrevistados han dado evidencias de que no
han incorporado la razén de ser de un cuerpo en la estructura de espacio vec-
torial, ya que éstos quedaron ciegos a realidades compuestas estructuralmente,
como argumentar que en la pregunta 6 el conjunto {(1,0), (O,l)} es linealmente
dependiente.

DISCUSION

El proceso de investigacion, sequido de entrevistar a algunos estudiantes, ha
permitido llegar a la conclusion de que no hay una valoracion de la estructura
de cuerpo para construir el concepto espacio vectorial. Es decir, los estudiantes
muestran un desmerecimiento por indagar en este conjunto con dos operacio-
nes binarias diferentes que satisfacen axiomas —llamado cuerpo-. Esto, aunque
no se puede explicar completamente en terminologia que utiliza la teoria APOE,
se relaciona con una descoordinacién, que se da entre los procesos que subya-
cen ente la concepcion objeto de espacio vectorial y de cuerpo.

Espacio vectorial

Conjunto con una Operacidn Binaria Conjunto con dos Operaciones Binarias

yuna mulﬂp.li(adon por escalar, diferentes, que satisface axiomas
que satisface axiomas (Objeto)

(Objeto)

Cuerpo

Descoordinacion

Prueba de ello es la afirmacion que realiza el estudiante 5, para la primera
parte de la pregunta 6:

[129ES5] Claro, pero ahi entonces deberfa ser.. esto deberia ser un cuerpo de
L(]R{Z, ]Rz) con la operacién suma de funciones y la composicién de
funciones, ese es el cuerpo.

En la afirmacion [129ES5] el estudiante menciona y reconoce que para que

R* sea un espacio vectorial sobre el conjunto L(RZ, ]Riz), este ultimo “deberia
ser un cuerpo’, y asume esto como un hecho, algo que debe ser asi, razon por
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la cual no siente la necesidad de demostrar ni verificar, procediendo a revisar
cuestiones que le parecen mas importantes, como los axiomas que definen al
espacio vectorial.

El ES5 fue el Unico de los diez entrevistados que hizo mencion explicita a las
operaciones que definen a L(]RZ, ]R{Z) para que llegase a conformar un cuerpo,
cuestion de cumplimiento imposible, y una de las razones es que L(RZ, ]Rlz) con
la operacion compuesta de funciones no cumple la conmutatividad.

Este proceder de los estudiantes entrevistados para esta primera parte de la
pregunta 6, muestra que ellos no toman conciencia de la importancia de esta
estructura de cuerpo en la construccion del concepto espacio vectorial.

Una pregunta que se puede plantear es: éicomo podemos ayudar a que los
estudiantes den importancia a la estructura de cuerpo en la construccion del
concepto espacio vectorial?

Cada etapa de la descomposicion genética presentada en esta investigacion
requiere atencion para hacer las construcciones necesarias que demanda la
concepcion esquema del concepto espacio vectorial. Ademas, hay que enfrentar
a los estudiantes a situaciones problematicas que consideren operaciones suma
y multiplicacion por escalar diferentes a las usuales, para que ellos puedan
reflexionar y analizar el porqué una estructura (IK, V, ®, (D) requiere de los
axiomas:

a®(®v)=(a®v)®(a®v,) dndea€Kav, v,EV
a+B)®v=(a®v)D(B®v),dndea peKnrveTV
aB)®v=a® (B®v), dondea, PEKAVEV

para que sus componentes:
(uerpo

(onjunto con dos Operaciones
Binarias diferentes

Suma Multiplicacion
de Vectores Por escalar

no queden como estructuras aisladas cuando construyen el esquema del con-
cepto de espacio vectorial.
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Considerar que estas operaciones no son independientes una de la otra y
analizar la razon de ser del cuerpo en cada uno de los axiomas que comprende
la definicion de espacio vectorial, asi como también en conceptos que sustentan
al algebra lineal —como el de base de un espacio vectorial-, puede generar la
reflexion de esta estructura de cuerpo para el concepto espacio vectorial, mas
alla de la mecanizacion. Evidencia de ello es que el ES5 y el ES3, a pesar de que
pueden manejar las operaciones no usuales de la pregunta 6 y la definicion de
vectores linealmente independientes, no pueden argumentar por qué el conjun-
to {(1,0), (O,l)} no es linealmente independiente. Este argumento solo se podria
elaborar si el estudiante tuviera pleno reconocimiento del rol de esta estructura
de cuerpo en la construccion del espacio vectorial.

En este camino, es importante mencionar los materiales propuestos por
Weller y sus colegas (Weller et al, 2002), donde el trabajo con espacios vecto-
riales se inicia con acciones sobre vectores especificos de espacios vectoriales
de dimension finita como Z 3 e sobre un cuerpo finito Z.

Ahora, las nociones geométricas indudablemente estan presentes en la
mente de algunos estudiantes cuando piensan en el concepto espacio vectorial.
Fue el caso del ES1, quien esbozd algunas transformaciones lineales de L(]R{Z, ]RZ),
las cuales posteriormente declaré que no le servian, para mirar el comporta-
miento de L(]Rz, IRZ). Ver Figura 4.

o?ﬂzﬁ) 2 ;((2,5)
0= (54)= Alss)
ﬁou = NxY)

Lo sw vy !

Figura 4. ES1 esbozando algunos elementos de conjunto L(RZ, ]R2>
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Por su parte, en el problema 3, el estudiante 4 también intenta acudir a
representaciones de tipo geométrico. Sin embargo, abandona sus intenciones
rapidamente cuando, al parecer, este tipo de representacion no le permite entre-
lazar los conceptos involucrados. Por lo anterior, considero de gran importancia
abordar esta problemética mas alla de los espacios vectoriales R*y R es decir,
pensar en como estas representaciones geométricas de vectores particulares
pueden contribuir con la generalizacién de argumentos sobre otros espacios,
0 como el uso de estas representaciones limita la construccion adecuada del
concepto.

Para finalizar, quiero mencionar, en relaciéon a la matematica de la
pregunta 6 de la entrevista, que el hecho que la siguiente proposicion
(fOx=0)=(f=0vx=0), sea falsa para L(R?, R?) y xER’, trae como consecuen-
cia que ningun vector de R? es linealmente independiente. Esto me permite
sugerir que, una de las posibles descripciones de la importancia del cuerpo
en la construccion del concepto espacio vectorial es que permite asegurar la
independencia lineal de un vector, porque si un espacio vectorial esta definido
sobre un anillo (como fue el caso de la pregunta 6), trae como consecuencia la
inexistencia de vectores linealmente independientes.

Este argumento no se encontrd en las respuestas de los estudiantes entrevista-
dos. No fue suficiente que manejaran operaciones binarias no usuales (como en
la pregunta 6) y la definicién de vectores linealmente independientes para abordar
el rol de la estructura de cuerpo en la construccion del espacio vectorial.

Ahora, asegurar la independencia lineal de un vector es teéricamente un
paso primario (a partir del teorema de completaciéon de la base) para mostrar
conjuntos linealmente independientes en un espacio vectorial. Y digo primario
porque siempre a partir de un vector linealmente independiente se puede cons-
truir una base para el espacio vectorial donde ¢l es linealmente independiente.

Ya que la independencia lineal es fundamental para comprender el concep-
to de base en un espacio vectorial, el concepto base es esencial para el teorema
fundamental del algebra lineal, el cual se refiere a la existencia de trasforma-
ciones lineales cuando se definen en una base del espacio vectorial de partida
de la transformacion lineal.

Sin duda, abordar esta problematica desde su misma naturaleza abstracta®
ofrece un campo de posibilidades para desarrollar en los estudiantes procesos

® Jun -IK espacio vectorial de dimension mayor o igual a dos yL(V, ? = {{ : V—> V/fes una transformacion linealz
definen una estructura “de espacio vectorial’, considerando como vectores los elementos de ¥, y como escalare:
las transformaciones lineales de 7" en ¥, ponderando a través de la evaluacion de funciones.
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de abstraccién que promuevan el desarrollo de su pensamiento matematico, ya
que en esta estructura se cumplen formalmente todas los axiomas de espacio
vectorial (excepto, por supuesto, que los escalares sean un cuerpo), pero no
existen conjuntos linealmente independientes, porque L(V, V) es un anillo que
no es un cuerpo.
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