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Resumen: Este articulo tiene como objetivo informar los resultados de la puesta
a prueba de una propuesta didactica para la ensefianza de la optimizacion dind-
mica, en particular del cdlculo de variaciones. El diseno de la propuesta se hizo
con base en la teoria APOE v se puso a prueba en una institucion de ensenanza
superior. Los resultados obtenidos del andlisis de las respuestas de los estudian-
tes a un cuestionario y una entrevista ponen de manifiesto que los estudiantes
muestran concepciones proceso y, en ocasiones, objeto de los conceptos abs-
tractos de esta disciplina como resultado de su aplicacion, aunque se detectaron
algunas dificultades que resultaron dificiles de superar para dichos alumnos.
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Abstract: The purpose of this paper is to present the results of a research study
on a didactical proposal to teach Dynamical Optimization, in particular, Calculus
of Variations. The proposal design was based on ApOS theory and was tested
at a Mexican private university. Results obtained from the analysis of students’
responses to a questionnaire and an interview show that students construct
process conceptions, and in some cases, object conceptions of this discipline’s
abstract concepts. Some problems were however difficult to overcome for these
students.
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INTRODUCCION

La optimizacion dindmica estudia la obtencion de la solucion optima de sistemas
que evolucionan en el tiempo susceptibles de influencia mediante decisiones
externas. Si bien en un principio los problemas de interés relacionados con esta
disciplina se hallaban en la ingenierfa o en las ciencias exactas, hoy se estudian
problemas de esta naturaleza cada vez con mayor frecuencia en el marco de las
ciencias econémicas y sociales.

Este articulo inicia con una breve explicacion sobre las motivaciones que propi-
ciaron el diseno y validacion de la propuesta didactica, asi como los antecedentes
de este trabajo en la literatura. Puesto que la propuesta se diserio a partir del
analisis de las posibles construcciones mentales necesarias para el aprendizaje
de los conceptos involucrados, se presenta brevemente la teoria APOE que lo sus-
tenta, asi como algunas razones que justifican su eleccion. A continuacion, se des-
cribe la metodologia seguida en el andlisis y evaluacion de la propia secuencia
didactica. Por ultimo, se presentan la propuesta didactica seguida de los resul-
tados obtenidos en la investigacion sobre su aplicacion en el aula y se sugieren
algunas alternativas para mejorarla.

ANTECEDENTES

Se pueden considerar como antecedentes indirectos de este trabajo aquellas
investigaciones relacionadas con investigaciones educativas que informan acerca de
propuestas didacticas que utilizan como marco tedrico la teoria APOE, va que el
interés de esta investigacion es similar. Encontramos en la literatura elementos que
permiten considerar que una propuesta didactica basada en esta teoria puede ser
exitosa en términos del aprendizaje de los estudiantes. Por ejemplo, Weller, Clark,
Dubinsky, Loch, Mc Donald y Merkowsky (2003) informan actitudes positivas y
resultados interesantes de aprendizaje de estudiantes en diversos cursos disenados
con base en la teorfa APOE, y Salgado y Trigueros (2009) informan los resultados de
un trabajo mas completo (Salgado, 2007) acerca de una propuesta didactica para
ensenar el tema de conteo a estudiantes universitarios. Sus resultados indican
que, si bien los estudiantes presentan muchas dificultades para aprender los con-
ceptos asociados al conteo, es posible disenar una secuencia didactica, basada en
la teoria APOE, que permite a los estudiantes superar dichas dificultades. Por otra
parte, en la conferencia internacional sobre Algebra Lineal y sus aplicaciones del
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2002, Weller informo que los alumnos que siguieron un curso de esta disciplina
sisuiendo un texto basado en la teoria APOE (Weller, K, A. Montgomery, J. Clark,
1. Cottrill, M. Trigueros, I. Armon y E. Dubinsky, 2000), e impartido en dos univer-
sidades diferentes, tuvieron resultados positivos.

En cuanto a la revision de textos que incluyen el tema optimizacion dinamica
enfocada en la economia, se encontrod que la mayoria presentan el tema a partir de
definiciones formales y demostraciones rigurosas. Se dan unos cuantos ejemplos,
pero incluyen pocas aplicaciones a la economia. En cuanto a aplicaciones en
contexto econémico, existen pocos textos y los que existen tienen relativamente
pocas aplicaciones (Cerds, 2001; Chiang, 1992: Lomeli y Rumbos, 2003). El con-
tenido de estos textos no esta basado en investigacion en Matematica Educativa
y no se detectd ningtin trabajo de esta disciplina relacionado con el tema de la
presente investigacion.

MARCO TEORICO

La teorfa APOE (Dubinsky, 1991, a, b, ¢, 1994, 1996, a, b, ¢, 2001; consiste en una
teoria cognitiva-constructivista basada en el mecanismo de “abstraccion reflexiva”
que Piaget utilizaba para explicar la construccion del conocimiento. Dubinsky
retomo este mecanismo para dar cuenta de la manera en que se pasa de un
estado de conocimiento a otro en el caso de los conceptos matematicos de nivel
universitario. Ademas de la abstraccion reflexiva como mecanismo de conoci-
miento, las componentes principales de la teoria APOE son los distintos tipos de
concepcion que se presentan en el proceso de construccion de los conceptos
matematicos. Dichos tipos de concepcion son: accion, proceso, objeto y esquema.
El paso de uno a otro requiere mecanismos ligados a la “abstraccion reflexiva™
interiorizacion, coordinacion, encapsulacion, generalizacion y reversion.

Asi, se dice que un estudiante muestra un tipo de concepcion accion sobre un
concepto si tinicamente puede utilizar algoritmos o reglas dictadas por una fuente
externa o interna, como la memoria, pero sin mostrar comprension de ellos.
Al llevar a cabo acciones sobre objetos matematicos conocidos vy al reflexionar
sobre el concepto bajo estudio, el alumno interioriza las acciones en procesos; ello
le permite llevarlas a cabo sin necesidad de reglas especificas o saltarse pasos
en los algoritmos. Si en algiin momento el estudiante tiene necesidad de ejercer
acciones sobre un proceso, éste se encapsula en un objeto sobre el cual puede
realizar nuevas acciones. Distintas acciones, procesos vy objetos pueden interre-
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lacionarse entre si para formar un esquema. El esquema también puede incluir
esquemas construidos previamente. Cuando un esquema se utiliza de manera
coherente v es posible hacer acciones sobre ¢l como un todo, se dice que el esque-
ma se ha tematizado y puede considerarse como un objeto.

En la aplicacion de la teorfa APOE, un paso fundamental consiste en disefiar un
modelo, basado en la experiencia de los investigadores, el andlisis historico vy el
analisis de resultados previos de investigacion, el cual describa las posibles cons-
trucciones que un alumno lleva a cabo para aprender un concepto matematico.
Este modelo, que se conoce como descomposicion genética, sirve como base
teorica para la investigacion de las construcciones de los alumnos y también
como modelo para el diserio de actividades destinadas a la ensefianza del o de
los conceptos de interés. La descomposicion genética no es Unica y constituye
un elemento esencial en la investigacion.

DESCOMPOSICION GENETICA

Como se menciono anteriormente, en el caso del presente trabajo, ademas de la
experiencia de los investigadores, se llevd a cabo un andlisis historico-epistemo-
logico del desarrollo de la optimizacion dinamica (Lenstra, Rinnoy y Schrijver,
1991) que proporciond elementos para el disefio de la descomposicion genética.
Asi, por ejemplo, consideramos que la optimizacion dinadmica tuvo su origen
en problemas geométricos y fisicos, pero que los problemas relacionados con
la economia desempenaron un papel importante en su desarrollo; asi que las
acciones que se llevaron a cabo para la solucion de estos tipos de problemas se
incluyeron en la descomposicion genética propuesta.

Los esquemas que supuestamente los estudiantes deben haber construido
previamente son:

1. Un esquema de funcion que incluya la construccion de funciones de una
y de varias variables, sus derivadas, funciones vectoriales de variable real
(trayectorias) y derivadas e integrales de funciones vectoriales de variable
real, al menos como proceso, v que incluya relaciones que permitan al
estudiante distinguir los distintos tipos de funciones, sus propiedades
y representacion geométrica.

2. Un esquema de espacio vectorial que incluya la construccion del concepto
de espacio vectorial y de base de un espacio vectorial, al menos como
concepcion accion.
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3. El concepto de conjunto como un proceso que permita determinar sus
elementos y comparar conjuntos.

4. Los conceptos de ecuacion diferencial y de solucion como un proceso que
permita resolver ecuaciones de segundo orden vy sistemas de ecuaciones
lineales y con coeficientes constantes.

Llamamos esquema de funcional al esquema que se desea que los alumnos
construyan en el curso. Este esquema incluye los conceptos de funcional lineal, con-
diciones necesarias de primer orden de optimizacion dinamica, condiciones sufi-
cientes de segundo orden de optimizacion v condiciones de transversalidad.

Para construir el concepto de funcional, es necesario desencapsular el esquema
de funcion vy el de espacio vectorial para construir las acciones o procesos que
permiten definir distintos tipos de funciones, en particular aquellas con dominio
en cualquier espacio vectorial normado; como caso especial, son necesarias las
acciones que permiten iniciar el proceso de construccion como objeto de funcio-
nes con dominio en R" como dominio de una funcién més general cuyo rango
son los reales. En la historia se observa que éstas fueron las acciones que Newton
llevo a cabo en la solucion del problema de la braquistbcrona v que mas tarde
fueron retomadas por Bernoulli. Mediante estas acciones, fue posible incorporar
la variacion, es decir, la variable tiempo v su relacion con las trayectorias en los
problemas de optimizacion. Las acciones sobre estas tltimas funciones se interio-
rizan en un proceso que se puede coordinar con la concepcion proceso de otros
tipos de funciones para hacer posible su comparacion con el fin de generalizar la
nocion de funcion conocida por los alumnos en una definicion general de fun-
cionales. Este proceso se encapsula en un objeto sobre el cual se pueden ejercer
nuevas acciones. Evidentemente, las funciones reales que aparecen en el esquema
de funciones también serian funcionales; de hecho, este tipo de funciones fue el
que utilizo Newton para definir las variaciones, aunque él no las llamaba atn fun-
ciones. La reflexion sobre las acciones que permite a los alumnos construir funcio-
nales y compararlas con otros tipos de funcion permite interiorizarlas en un
proceso en el que se distinguen las caracteristicas de aquellas funciones que
no se pueden considerar como funcionales y las que si lo son. Este proceso se
coordina, ademas, con el esquema de funcion de manera que dicho esquema
se enriquezca al incluir la nocion de funcional.

Por otra parte, se efectian acciones sobre diversas funciones para calcular una
integral sobre una trayectoria (integral de linea). Estas acciones se interiorizan en
el proceso que permite generalizar la nocién de funcion para considerar esta
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operacion como una funcion cuyo dominio es una trayectoria y cuyo rango (en
los reales) esta dado por el conjunto de valores obtenidos para cada trayectoria.
La coordinacion de este proceso con aquel que lleva a la interiorizacion de la
nocion de funcional permite a los alumnos considerar que una integral de linea
es un caso particular de funcional.

Este proceso se debe coordinar con el proceso requerido para representar
graficamente las curvas para las que se calcula la integral sobre una trayectoria
y con el resultado de este calculo para comparar las trayectorias y determinar
la 6ptima.

Una vez construido el concepto de funcional como un proceso, se ejercen
sobre él acciones que permiten considerar la primera variacion, a fin de encontrar
una condicion de primer orden para hallar la funcional cuyo valor es optimo; es
decir, acciones sobre la integral para determinar la travectoria para la cual la
primera variacion de la funcional sea cero (DJ(x*) = 0). Estas acciones se interio-
rizan en un proceso que puede compararse y coordinarse con el seguido en la
optimizacion de funciones.

Las acciones antes mencionadas consisten en aquellas que permiten calcular
incrementos en funcionales mediante la consideracion de la variacion:

J(x(t)+h(t))—1(x(t))=}f (1) + (). x(6) + A1) t |at —7f x()x(t).t|d.

que requiere desencapsular el objeto integral del esquema de funciones y la
posibilidad de utilizar sus propiedades elementales como procesos, asi como el
proceso de aproximacion lineal de funciones para coordinarlo con los procesos
necesarios para simplificar la definicion de incremento, considerar la derivada de
la funcional y expresar la condicion necesaria de optimizacion como

b

Dj(x(t))h(t):[h[fx —jtr;]dtzo, o

f, _if_ — (), que se conoce como ecuacion de Euler.
X
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Las acciones que se ejercen sobre la ecuacion de Euler conducen a encon-
trar una ecuacion diferencial de segundo orden que es equivalente a ella. Estas
acciones se interiorizan en un proceso que se coordina con el proceso de solu-
cion de una ecuacion diferencial de manera que permite encontrar el conjunto
solucion de la ecuacion diferencial y, con ello, el valor optimo de la funcional en el
caso de problemas especificos. Este proceso se generaliza en otro proceso que
permite encontrar las condiciones de primer orden de problemas de optimizacion
en general.

La construccion del proceso que permite obtener la segunda variacion de la
funcional es analoga a la construccion de proceso para la primera variacion. Para
construir las condiciones de suficiencia, se desencapsula el esquema de funcion,
a fin de considerar el proceso que permite obtener las condiciones de suficiencia
para la optimizacion de una funcion con dominio en R”, v los procesos de calculo
de la integral de este mismo tipo de funciones vy los que permiten el uso de sus
propiedades elementales para coordinarlos con los procesos analogos en el uso
de funcionales y construir asi las condiciones suficientes de segundo orden para
funcionales como un proceso que permite determinar si una travectoria que
cumple con la condicién necesaria para la primera variacion es un maximo o
un minimo.

Las condiciones de transversalidad se pueden construir generalizando el proce-
so de construccion de la funcional y el proceso que permite considerar los cambios
en las condiciones de frontera e incluir el tiempo como variable. Las acciones
mencionadas en la construccion de la funcional v de la primera variacion se repi-
ten en este caso para construir las condiciones que se deben considerar en el
proceso de optimizacion.

Todas las construcciones descritas anteriormente se relacionan entre si para
construir el esquema de funcional.

METODOLOGIA

La teoria APOE induce su propia metodologia, en ella deben seguirse los siguientes
pasos: disefio de una descomposicion genética de los conceptos bajo estudio; disefio
y aplicacion de instrumentos didacticos y de validacion de la propuesta didactica y
presentacion del andlisis de los resultados obtenidos al utilizar los instrumentos
de validacion de la propuesta v, de acuerdo con éstos, proponer cambios en la pro-
puesta didactica o en la descomposicion genética, asi como investigaciones futuras.
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Una vez propuesta la descomposicion genética, se llevo a cabo el diseiio de
la propuesta didactica en si, al igual que el de los instrumentos de validacion,
utilizandola como base.

En el disenio de la propuesta didactica, se considerd que las funcionales pue-
den proceder de problemas abstractos o de problemas concretos de aplicacion
en los que la trayectoria y su valor tienen un significado especifico. Estos proble-
mas de aplicacion, junto con la definicion de espacio vectorial, desempeiaron
un papel importante en el renacimiento de la optimizacion dindmica: Pontryagin,
Boltiansky y Mishenko utilizaron el trabajo de Newton y Bernoulli, junto con las
aplicaciones para desarrollar la definicion de funcional que ahora conocemos.
Puesto que, historicamente, el proceso de definicion de las funcionales se inicio
con el trabajo sobre aplicaciones, en particular las relacionadas con la asignacion
optima de recursos, se considerd pertinente que las acciones de construccion
del esquema de funcional se iniciaran justamente con problemas de la misma
naturaleza de los que dieron origen tanto al célculo de variaciones como a la
teorfa de control. Pero también se considerd que no debemos olvidar que
la construccion de los conceptos abstractos requiere la ejecucion de acciones
sobre objetos de la propia matematica, lo cual, dicho sea de paso, fue lo que los
autores antes mencionados hicieron en sus propuestas, ademas de interiorizar-
las en procesos que se coordinan con los esquemas de variable y variacion para
definir las funcionales adecuadas para la modelacion.

La propuesta didactica estuvo formada por un conjunto de siete actividades
que se trabajaron colaborativamente en clase, con el objetivo de brindar oportu-
nidades que permitieran a los estudiantes construir los conceptos bajo estudio.
En particular, se destind por lo menos una actividad a la construccion de cada
concepto. En la primera, se introdujo a los estudiantes en el tipo de problemas que
estudia la optimizacion dinamica; se utilizaron en particular los problemas que die-
ron origen al calculo de variaciones, aunque utilizando notaciéon moderna, con
el objetivo de introducir las acciones necesarias para modelar el problema de la
braquistocrona y algunos problemas de aplicacion a la economia y construir,
a partir de ellos, el concepto de funcional y la necesidad de optimizacion de este
tipo de funciones.

Entre las actividades que se propusieron en particular para la construccion
del concepto de condiciones necesarias de primer orden para optimizar funcio-
nales de interés, se encuentran las siguientes:

1. En un cierto instante t, una empresa dispone de un stock x(t,) = x, de
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un determinado producto. El costo de almacenaje por unidad de dicho

producto es de ¢ unidades monetarias. La empresa puede utilizar las uni-

dades que tiene en el stock para venderlas en cierto mercado. La venta de

g unidades de este bien en el mercado proporciona un ingreso I(g).

i. En economia se supone que la funcion de ingreso es concava. Dar
arsumentos de tipo econdémico que justifiquen esta hipotesis. Escribir
la funcion de utilidad en cada instante de tiempo.

ii. ¢La funcion de beneficios es concava o convexa? (Justificar.)

La solucion de estas dos partes de la actividad requiere las acciones necesa-
rias sobre objetos economicos y sobre la funcion, como objeto, para determinar,
por una parte, la concavidad o convexidad de las funciones vy, por otra, para
construir la funcion utilidad v la funcion beneficio.

iii. ¢Qué relacion existe entre g y x?

En esta parte, se requieren acciones o procesos para distinguir las variables
que aparecen en el problema y construir las relaciones necesarias entre ellas.

iv. La empresa desea distribuir sus existencias de modo 6ptimo durante
cierto horizonte de planificacion [t, ], de modo que maximice su
beneficio total a lo largo de ese periodo. (Se supone que en ese tiempo la
empresa no puede obtener mas unidades del bien y que las unidades
no vendidas en el horizonte temporal dado no tienen ningin valor
después del instante t;.) Utilizando, en particular, los incisos ii y v,
escribir analiticamente el problema de optimizacion de la empresa.

El trabajo con esta parte de la actividad requiere la interiorizacion de las
acciones ejercidas previamente en procesos que permitan considerar las distintas
trayectorias posibles que corresponden al problema y construir la funcional, asi
como considerar el proceso de acumulacion del beneficio en dichas trayectorias
para generalizar los procesos que intervienen en el problema de optimizacion
estatica en uno de optimizacion dinamica.

v. Utilizar la restriccion para eliminar la variable y llevar a cabo las accio-
nes y procesos analogos a los de la optimizacion estatica para llegar a
la ecuacion de Euler y aplicarla.
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En esta parte, los alumnos deben llevar a cabo las acciones o procesos que les
permitan determinar, por una parte, las condiciones de primer orden, es decir,
las acciones o procesos necesarios para determinar que la ecuacion de Euler des-
empefia el papel de las condiciones de primer orden en este tipo de problemas,
asi como coordinarlos con el proceso de solucidon de ecuaciones diferenciales
necesario para utilizar dichas condiciones en la busqueda de la trayectoria Optima
para obtener un beneficio 6ptimo.

vi. Dar una interpretacion econémica a la ecuacion de Euler.

En esta parte del problema, es necesario que los alumnos coordinen los proce-
sos que han construido en su estudio de la economia con los procesos incluidos
en la ecuacion de Euler para hacer posible su interpretacion.

vii. ¢Coémo podriamos verificar que efectivamente se trata de un maximo?
(Sugerencia: efectuar los procedimientos analogos a los de optimizacion
estatica; en particular, revisar los dos primeros incisos del problema.)

En esta parte del problema, se requiere nuevamente ejercer acciones o proce-
sos sobre las funciones que se realizaron en los primeros incisos para generalizar
el proceso de funcion y coordinarlo con procesos analogos sobre funcionales
que permitan construir las condiciones suficientes de segundo orden para opti-
mizacion de funcionales.

Es claro que una sola actividad como la anterior no es suficiente para construir
los conceptos abstractos que se requieren en la optimizacion dinamica. Por ello, se
utilizaron distintas actividades, algunas basadas en aplicaciones y otras centradas
Unicamente en las matematicas para dar oportunidades a los alumnos de repetir
el mismo tipo de acciones vy reflexionar sobre ellas y asi lograr su interiorizacion
en los procesos descritos en la descomposicion genética.

También se disenaron los instrumentos de validacion para evaluar la propuesta
didactica. Estos instrumentos consistieron en dos cuestionarios que se aplicaron
a los estudiantes a lo largo del semestre y un tercer cuestionario y una entrevista que
se aplicaron al final del curso y que permitieron, entre otras cosas, determinar los
tipos de construccion mostrados por los estudiantes sobre los conceptos en estudio.
Una hipétesis de este trabajo consiste en que, al considerar de manera global todos
los instrumentos de validacion, se podria apreciar la evolucion de la construccion
de estos conceptos a lo largo del curso en el caso de alsunos estudiantes.
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Los cuestionarios se aplicaron a todos los estudiantes del grupo, mientras que
la entrevista semiestructurada se aplico a un grupo de alumnos seleccionados por la
maestra del curso, atendiendo a su trabajo en el curso y en los exdmenes de mane-
ra que representaran una muestra de 14 alumnos con diferente desempeno.

A continuacion y a manera de ejemplos, se presentan algunos problemas que
se utilizaron repetidamente en los cuestionarios y en la entrevista. Se presenta,
asimismo, el andlisis que se hizo con base en la descomposicion genética.

1. ¢Cudles de las siguientes son funcionales y por qué?
X

i) f(x) = f(th +5)dt; i) fx V) =x2+ % iii) f(x, X’, t) =142

0
5 T
iv) J(x): /xz(t)dt,vl+x’2 : fx2+x'2 t
0 0

En este problema se espera determinar si los estudiantes han llevado a cabo
las acciones necesarias para distinguir cuando son espacios vectoriales los domi-
nios de las funciones presentadas en los distintos incisos y cuando son ntiimeros
reales sus codominios, como en el caso de los incisos ii v iii, y si han interiorizado
dichas acciones en el proceso de comparacion vy distincion de aquellas expresio-
nes que son funcionales vy las que no lo son.

3

2. Resolver: Opt. J(x) = /(xx’ —x'z)dt X(O) =5, x(3)(libre)
0
Se espera que los estudiantes lleven a cabo las acciones necesarias para plan-

f
tear la ecuacion de Euler: f, — 7; =0, en este caso donde flx, x, 1) = xx"— x?,

asi como las acciones de escribir las condiciones iniciales v de transversalidad.
De acuerdo con sus supuestos, se puede considerar si estas acciones se han
interiorizado en un proceso que se puede coordinar con el proceso que permite
plantear y resolver la ecuacion diferencial resultante.

1
3. La travectoria optima para el problema: f (4x —x’2 —x? )e—o-“dt esta dada
0

EDUCACION MATEMATICA, vol. 22, num. 3, diciembre de 2010 97



Propuesta didactica en optimizacion dinamica. Investigacion en el aula

por: xX(t) = 2 + Ae %!t + Bel®I Determinar si la trayectoria optima dada es
maxima o minima, justificando la respuesta.

Esperamos que los estudiantes lleven a cabo por lo menos las acciones nece-
sarias para construir la matriz hessiana y operar con ella, a fin de determinar si
la funcion es concava o convexa.

La elaboracion de los instrumentos de validacion, con base en la descompo-
sicion genética antes mencionada, incluye la propuesta de los criterios objetivos
que permiten el andlisis de las respuestas de los estudiantes y, mediante éste,
poder determinar el tipo de concepcion de cada uno de ellos. Es importante
aclarar que el tipo de concepcion de cada alumno sobre cada uno de los con-
ceptos en estudio se determino basandose en toda la informacion obtenida y no
Unicamente con base en una pregunta aislada. En el anexo 1 se muestra com-
pleto el cuestionario 3, asi como las preguntas de la entrevista semiestructurada
que se utilizo con los estudiantes seleccionados.

El analisis de las respuestas de los estudiantes a los instrumentos de valida-
cion y a los instrumentos didacticos fue llevado a cabo de manera independiente
por dos investigadores. Los resultados se negociaron entre ellos para lograr
mayor objetividad.

RESULTADOS OBTENIDOS

Los resultados obtenidos del analisis de los instrumentos descritos antes con el fin
de evaluar la propuesta didactica se pueden dividir en dos rubros:

1. La eficacia didactica de la propuesta considerando, por una parte, el apren-
dizaje de los alumnos en términos globales, es decir, como grupo v, por otra,
la motivacion de los estudiantes en el curso.

2. La valoracion de las actividades propuestas y de la descomposicion geneé-
tica que las sustenta en términos de las construcciones que se observaron
en los estudiantes, nuevamente, considerando al grupo en su totalidad.

APRENDIZAJE GLOBAL DE LOS ALUMNOS

El andlisis de las respuestas de los alumnos a los cuestionarios permitié hacer un
seguimiento de las construcciones de los alumnos a lo largo del curso. En este
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trabajo, sin embargo, y con el fin de valorar el conocimiento que construyeron
los alumnos en el curso, nos concentraremos en los resultados del analisis del
ultimo cuestionario v de la entrevista a los estudiantes del grupo con el que se
trabajo la propuesta didactica.

El concepto de funcional resulto el méas dificil para los estudiantes. Considera-
mos que esta dificultad esta relacionada en gran parte con el concepto de espacio
vectorial normado. Este concepto es complejo; la literatura en educacion matema-
tica informa que este concepto resulta dificil para los estudiantes (Trigueros y
Oktag, 2005; Maracci, 2006; Parraguez, 2009). Este estudio confirma esa dificul-
tad en las respuestas de los alumnos. Por ejemplo, en el problema 1, méas de la
mitad de los estudiantes afirmé que el primer inciso representaba una funcional,
va que consideraron los nimeros reales como espacio vectorial o confundieron
la notacion tomando la variable x como una funcion, ya que en otros problemas
se habia considerado la funcion x(t).

Otra respuesta bastante comun fue considerar el cuarto inciso del mismo
problema como funcional, porque “su dominio son curvas, como en los ejemplos
que vimos en clase”, o alguna frase equivalente.

Los alumnos que dan este tipo de respuestas muestran ser capaces unica-
mente de seguir las acciones determinadas en un algoritmo o la memorizacion
de las caracteristicas de los funcionales utilizados con mayor frecuencia en clase
y no son capaces de realizar las acciones necesarias para analizar el dominio y
el codominio de cada funcion.

Alrededor de 30% de los estudiantes no considero las funciones de varias
variables como casos particulares de funcional. La mayoria de estos alumnos fue
capaz de responder otras preguntas relacionadas con funcionales de manera
correcta, pero al mostrar dificultad con esta pregunta, ponen de manifiesto que
no han interiorizado las acciones en un proceso.

Al pedir a los alumnos ejemplos de funcional, alrededor de la mitad de los
estudiantes exhibieron ejemplos del mismo tipo que los vistos en clase, donde,
por razones curriculares, se favorece el estudio de funcionales cuyo dominio es un
espacio de funciones derivables dos 0 mas veces. Sin embargo, algunos estudian-
tes mostraron ser capaces de realizar las acciones que les permitian distinguir las
funcionales de las que no lo son y proponer ejemplos de funcionales distintas de
las favorecidas en clase en algunos contextos particulares. Estos alumnos dieron
muestra de haber interiorizado las acciones mencionadas anteriormente en un
proceso de funcional.
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5

Por ejemplo, cuando se pregunto si J(x): fxz(t)dt,'\/lﬂ’z era 0 no

0
funcional, un estudiante respondi6 en el tercer cuestionario: “Aunque se parece
a los ejemplos de clase v la x debe ser funcién derivable, pues aparece su deri-
vada, el rango no son los reales, por lo que no debe ser funcional’.

Otro estudiante dio un ejemplo de funcional diferente de los vistos en clase:

Sea M :{AEMM} el conjunto de matrices de 2x2, que es un espacio

vectorial de dimension cuatro. Una norma para este espacio podria definirse
como la suma del valor absoluto de sus entradas. Un ejemplo de una funcional
Jde M en R (escribe ] : M — R) seria: x) = det(A)”.

Es comun observar la tendencia de los estudiantes a repetir lo que se hizo en
clase, pero se puede considerar que, sea por falta de actividades al respecto, sea
por falta de reflexion de los propios alumnos, en este curso hicieron falta las
oportunidades para reflexionar en el uso de espacios vectoriales diversos como
dominio de funcionales.

Consideramos que, en general, el tipo de concepcion de funcional mostrado
por los alumnos puede considerarse de tipo accion; algunos alumnos mostraron
una concepcion tipo proceso y solo un estudiante mostro haber construido una
concepcion tipo objeto de funcional. Este estudiante fue capaz de coordinar
los procesos analiticos v geométricos requeridos en los problemas en general
y dio muestras de haber encapsulado el proceso resultante. Por ejemplo, en el
ultimo cuestionario respondio: Una funcional es una funcion cuyo dominio es
un espacio vectorial normado v su rango, los reales y, al proporcionar ejemplos
concretos, empezo dando ejemplos con funciones de varias variables y termind
utilizando dominios en espacios vectoriales de dimension infinita, como es el
caso de las funciones derivables, e incluso propuso la norma para tales espacios
y, ademas, explicd brevemente la no posibilidad de interpretacion geométrica
para este ejemplo:

Sea V = {x(t) :x(t)e C?2 [a, b]/\ te [a, b]} el espacio vectorial de las funciones
dos veces diferenciables sobre el intervalo cerrado [a, b, donde puede definirse

la norma de dicho espacio como: Hx(t)H = Sup‘x(t)
b

t E[a,b], v un ejemplo de fun-

funcional sobre este espacio seria: J(X) = f(x'z —3x+ 5t2)dt, aunque no se

a
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puede dar una interpretacion geométrica, va que el dominio es un conjunto
de funciones.

Si bien muchos alumnos presentaron dificultades para distinguir las funcio-
nales de otro tipo de funciones, la mayor parte de ellos, mas de 80% de quienes
respondieron el cuestionario y todos los que se entrevistaron, mostraron haber
interiorizado las acciones necesarias para plantear la ecuacion de Euler, que es
el resultado de las condiciones de primer orden para la optimizacion por calculo
de variaciones, asi como las acciones que se requieren para la manipulacion de
dicha ecuacion con el proposito de obtener la ecuacion diferencial asociada a ella.
Un gran numero de estudiantes, también mas de 80%, mostraron ser capaces
de coordinar el proceso de plantear y manipular las condiciones necesarias y el
proceso de solucion de la ecuacion diferencial resultante.

Frovonbo g dasbico el enbremo de lo fvnacnol
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j’L‘:‘,J (xai—.-é")Jg Reorw B , XC3) lLbre
o
= sancamy e €
Fen,0,a) s ns ~%™ 2 to i Evder — Ligreny
- . PR L T S
I o Y b

2> S = 0+ 2w o

—_=> X220
5 - ;(Na Co
@ o - X(t)» Cot + <,

Coc wn edo oo qee

RS 7_9:‘(’-0- <, [:", C, =38

A\ tener X¢1) Libre
Acrernos ot condioch de tionivosalded

. & i 2 = 252 - =>
({A‘)i-.:o s ' <
x ()= 2(=xw)~o
Por vn lado lereres X()_)“L‘)t.'(_;))
e SRR 2 AN T R R R e -

&t - 2 Co = 3C +5
e -> —Com s & fCaE

Fo X(6) = =-5& +

Foew clovbhearla obhecenrcs

Ern ? B i cEA achioro da b
( ) «( 4 -'l.) ’;&mf furcrene! e en

‘)“ﬁ "“ = Ponto sdica

Cuando se toman en consideracion las respuestas a la pregunta 4 del cues-
tionario, como se muestra en el ejemplo de la figura anterior, podria caber la sos-
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pecha de que los alumnos estuvieran utilizando procedimientos memorizados v,
en ese caso, solo podria considerarse que muestran una concepcion accion de
las condiciones necesarias de optimizacion. Por ello, en el cuestionario y en la
entrevista se incluyo otra pregunta (la numero 5) que requeria llevar a cabo las
acciones necesarias para plantear la ecuacion de Euler y posteriormente otras
acciones que permitieran transformar dicha ecuacion de una manera especifica
que no podria haberse memorizado. Mas de tres cuartas partes de los estudian-
tes fueron capaces de obtener la ecuacion diferencial requerida en la pregunta:

d—"
1+ x’2

n =0, mostrando que habian interiorizado las acciones men-

cionadas con anterioridad en un proceso y que coordinaron este proceso con el
requerido para llegar a la ecuacion diferencial. Entre las respuestas a esta pregunta,
se encuentra la de un estudiante que da muestras de haber coordinado también
esos procesos con el de solucién de una ecuacion diferencial mas complicada
que las que aparecen por lo general en el curso: Sea x = tan(0) = t = sen(0),

v como % = tan(e)em‘onces dx = tan(e) dt= Csen(@) lo que implica que x(t) =

Csen(t), () = —Ccos(t) + K.

Es posible suponer que este estudiante encapsulé los procesos antes men-
cionados en un objeto.

Todos los estudiantes del grupo, con excepcion de uno, mostraron que eran
capaces de aplicar las acciones necesarias para utilizar las condiciones de sufi-
ciencia para este tipo de optimizacion, como se muestra en la respuesta tipica
que dieron a la pregunta 6 del cuestionario:

foo For ) (=201 0
Utilizando la matriz hessiana: H=| * " | = ¢ po-
fx’x fx’x’ 0 —2e~0It

demos determinar que se trata de una travectoria minima.

Una vez maés, las respuestas a la pregunta 6 del cuestionario no son suficien-
tes para afirmar algo mas que la posibilidad de los estudiantes de realizar las
acciones necesarias para utilizar las condiciones de segundo orden y determinar
si la trayectoria optima encontrada resulta en un maximo o en un minimo de
la funcional. Para poder determinar si algunos estudiantes habian interiorizado
estas acciones en un proceso, se analizaron conjuntamente las respuestas a la
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pregunta 7 del mismo cuestionario en la que el criterio de uso del hessiano no
era aplicable y en la que habia que hacer un andlisis mas fino de la funcional.
Todos los estudiantes utilizaron la condicion de segundo orden en términos del
hessiano, pero no todos reaccionaron al darse cuenta de que no era aplicable.
Algunos de ellos mostraron haber interiorizado las condiciones de segundo
orden en un proceso, pues fueron capaces de utilizar otros elementos para deter-
minar si se trataba de un méximo o de un minimo. Por ejemplo, un estudiante
respondio: ... al no aplicar el criterio del hessiano, me percato de que geométri-
camente la funciéon es convexa, por lo que se trata de un minimo... Otro estu-
diante respondio: ..habria que considerar travectorias que pasen por los mismos
puntos y comparar el valor de las respectivas funcionales, solo que evaluar las
travectorias en este problema es dificil. Este estudiante muestra también que ha
coordinado distintos procesos en un nuevo proceso que le permite determinar
de diversas maneras si la funcional en cuestion es méaxima o minima para la
trayectoria optima encontrada. Un ejemplo méas que muestra la coordinacion
de distintos procesos exhibida por los estudiantes ante este problema es la res-
puesta de otro estudiante, que utilizo el proceso de conversion para transformar
este problema en uno equivalente utilizando la teoria de control y menciono
que unicamente habria que determinar el signo de H,, donde H representa el
hamiltoniano asociado al problema v u la variable de control. Menciono que,
como el problema propuesto era dificil operativamente, lo ejemplificaria con el otro
problema del cuestionario. Su respuesta textual fue: El problema dado, en el
lenguaje de teoria de control, se escribiria:

ey

3
() - (u‘r U" -\(1 )dt S.G  X=Xi¢
\

"l‘*'-x—lu-r)\-.o
Hx- -% = U-204Xz0 AN zAx->-U
A K: Rima _— y

y como H,, =—-2 <0 = es minimo.
Las respuestas dadas por este estudiante a lo largo de la entrevista confirmaron
que mostraba una concepcion de objeto sobre este concepto.
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Por tltimo, respecto al concepto condiciones de transversalidad, todos los estu-
diantes manifestaron de una u otra manera que dichas condiciones se obtienen al
considerar el intervalo de tiempo variable. En este caso, si bien todos mostraron
una concepcion de tipo de accién sobre este concepto, al menos aproximada-
mente la mitad del grupo mostro la posibilidad de haber interiorizado las acciones
en un proceso que fueron capaces de coordinar con el proceso geométrico co-
rrespondiente y de ilustrar las cuatro posibilidades entre considerar ty x(f) libres
o dadas y, ademas, dieron muestras de haber encapsulado el proceso resultante
de esta coordinacion en un objeto.

A partir de los resultados mostrados antes, es posible apreciar que los estu-
diantes del grupo piloto construyeron concepciones proceso vy, en ocasiones,
incluso concepciones objeto para todos los conceptos de interés en este estudio,
excepto el de funcional. A continuacion, se muestra un cuadro que resume los
resultados del analisis de las respuestas de los estudiantes entrevistados para
cada uno de los conceptos que componen el esquema de funcional.

En la primera columna del cuadro se muestran las iniciales de los estudian-
tes, el resto de las columnas representan los conceptos bajo estudio: funcional,
condiciones necesarias de primer orden, condiciones suficientes de sesundo orden
y condiciones de transversalidad. Las letras A, P, y O representan el tipo de concep-
cion que se determino que mostraba cada estudiante mediante criterios basados
en la descomposicion genética propuesta.

Inicial Cond. Cond. Cond.
estudiantes Func. ler. ord. transv.

Ge 0
Er
Ya
Ir
Ed
Fr
Ar
Pe
Al
Mi

1%}
c
&

o > (> |T|(>|>|T|>|>
o |>» |>»|T|TO|>»|TO|TO|T©|T©
o |>»|O|O|OD|O|O|O|>»|D
O|>» [ |O|>»|>» |O|O|>
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Inicial Cond. Cond. Cond.
estudiantes Func. ler. ord. sufs. transv.
Er p 0 0 A
Ma p p 0 0
Hu A p 0 A
Na A p P 0

Los resultados globales obtenidos del andlisis de todos los instrumentos de
validacion pueden resumirse de la siguiente manera:

Sobre el concepto de funcional, aproximadamente 35% de los estudiantes
mostrd una concepcion proceso y solo un alumno dio muestras de haber
construido una concepcion objeto.

Respecto de la aplicacion de las condiciones necesarias de primer orden: mas
de 70% de los estudiantes mostrd una concepcion proceso y tnicamente un
estudiante mostrd un tipo de concepcion objeto. Los resultados globales
obtenidos sobre las condiciones suficientes de sesundo orden muestran
que alrededor de 57% de los estudiantes mostrd una concepcion proceso
y 285% mostro una concepcion objeto.

Los resultados globales sobre condiciones de transversalidad ponen de mani-
fiesto que aproximadamente 43% de los estudiantes mostrd una concepcion
objeto v el resto (57%) mostrd una concepcion tipo accion.

Los resultados que los alumnos obtienen en general en los cursos de esta
materia ponen de manifiesto que los estudiantes presentan dificultades con
todos estos conceptos v que, en la mayoria de los casos, inicamente memorizan
los procedimientos necesarios para emplearlos. Los resultados antes mencionados
permiten afirmar que la propuesta didactica disenada para el curso piloto descrito
contribuyd a un aprendizaje mas profundo de los conceptos ensenados por parte
de los alumnos.

MOTIVACION DE LOS ESTUDIANTES

En las entrevistas con los estudiantes al término del semestre, aproximadamente
la mitad de los estudiantes opino favorablemente sobre las actividades que se

EDUCACION MATEMATICA, vol. 22, num. 3, diciembre de 2010 105



Propuesta didactica en optimizacion dinamica. Investigacion en el aula

utilizaron durante el semestre para el aprendizaje de los conceptos. Estos estu-
diantes emitieron comentarios como el siguiente:

Ar: Las actividades me ayudaron mucho a ver las relaciones entre sistemas
dinamicos v cdlculo de variaciones.

Mas de la mitad de los estudiantes coment6 que consideraban muy positivo que
el curso iniciara planteando problemas de optimizacion dindmica y que de ahi
surgiera la necesidad de resolver sistemas dinamicos:

Mi: Es la segunda vez que llevo la materia v ahora me cayeron muchos vein-
tes (refiriéndose a que habia entendido cosas) que antes ni sospechaba.

Hubo cinco o seis comentarios méas en este sentido hechos por estudiantes que
habian cursado la materia con anterioridad vy que podian comparar la didactica
utilizada en este curso con la manera tradicional de ensefiarlo, que es la que
se utiliza con mayor frecuencia. Coincidieron en que, gracias a la manera en que se
habia disenado el curso, fueron capaces de entender mejor la relacion entre los
sistemas dinamicos vy la optimizacion dindmica y que antes les parecieron dos
temas totalmente independientes.

La opinion de los alumnos fue compartida por la profesora del curso, quien
en una entrevista manifesto:

Pienso volver a dar el curso con el mismo orden, utilizando las mismas
actividades. En mi opinién, funcionaron bien, comparando con cursos que
he dado anteriormente, en éste los alumnos tuvieron claramente mejor
desempeno.

Otra opinion que manifestaron varios estudiantes se relacion6 con la moti-
vacion surgida del uso del contexto historico en el que se presentaron los pro-
blemas de optimizacion dinamica. Fue comtn encontrar comentarios como el
siguiente:

Ed: Me gustaron mucho las actividades del curso, pues cada una se partia
en pedacitos que ayudaban a entender mejor los conceptos v asi los pude
relacionar mejor con problemas que nos dejan en economia.
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Estas opiniones ponen de manifiesto que la propuesta didactica resultd
atractiva para los estudiantes y que motivo en ellos, por una parte, el gusto por
la materia y, por otra, el interés vy la sensacion de que aprendian los conceptos
que se les ensefaban.

VALORACION DE LAS ACTIVIDADES PROPUESTAS

Como parte de la validacion de la eficacia de la propuesta didactica, es importan-
te analizar los posibles efectos de cada una de las actividades empleadas durante
el curso en términos de las respuestas de los estudiantes a los tres cuestionarios
y a la entrevista. El andlisis de estas actividades nos permite determinar la evo-
lucion en las construcciones de los estudiantes conforme se fueron utilizando
las distintas actividades.

Los resultados de este analisis muestran una construccion paulatina de los
conceptos de interés por parte de los estudiantes vy, en algunos casos, es posible
observar un desarrollo considerable entre la aplicacion de un cuestionario vy el
siguiente. Con el fin de mostrar los cambios en las respuestas de los estudiantes
a los cuestionarios después de ir utilizando las actividades, se muestran (como
ejemplo) las respuestas de uno de los estudiantes.

En el primer cuestionario la respuesta de Ya relacionada con el concepto de
funcional fue: Una funcional son curvas que se dibujan en los reales y al pedirle
ejemplos, menciono: Una curva entre dos puntos; en el tercer cuestionario su
respuesta ante este tipo de preguntas fue: Una funcional es una funcion cuvo
dominio es un conjunto de curvas, a cada una de las cuales se les asocia un
ntimero real. En la entrevista su respuesta fue: Una funcional es una funcion que
va de un espacio vectorial cualquiera v se le asocia un ntimero real bajo algtin
criterio concreto y dio ejemplos en distintos contextos, uno de los cuales fue el

b

siguiente: f \1+y’2dx es una funcional que representa la longitud de una

a

curva. Optimizarla es buscar la curva que, al sustituirla en la integral, dé el menor
ntimero posible, o sea que el integrando es como el criterio que se usa para
optimizar. En este caso, claro, es la recta. De las respuestas del parrafo anterior,
podemos observar que, en el primer cuestionario, no menciona ni el dominio ni
el rango; en el tercer cuestionario, aunque da muestras de que su respuesta esta
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basada en la memoria, ya introduce explicitamente el concepto de dominio y
rango, mientras que en la entrevista generaliza el dominio y especifica la relacion
funcional entre dominio y rango. Se puede observar que las palabras que usa
Ya, por ejemplo “criterio concreto”, son semejantes al vocabulario empleado de
manera constante en las actividades trabajadas durante el curso. Este estudiante
muestra un cambio que puede considerarse significativo, puesto que inicia con
respuestas incompletas y, en la mayor parte de los casos, memorizadas, y termina
construyendo el concepto de funcional con un tipo de concepcién proceso.

En cuanto a las condiciones suficientes de sesundo orden, en su respuesta al
segundo cuestionario, Ya escribe el hessiano y utiliza el criterio basado en este
objeto matematico para determinar que la travectoria optima es minima. Escribe
la respuesta de la siguiente manera:

El hessiano queda: H = fa o = 2~ 0 , por lo que la

fx’x fx’x’ 0 —2e~01
travectoria es minima. En el tercer cuestionario, plantea el hessiano y agrega que
este criterio no funciona. Su respuesta textual es la siguiente: Como el hessiano

0 0 L . . .
queda: (0 2), este criterio no aplica y no dice nada méas. En la entrevista su

respuesta es:

Para determinar si es maximo o minimo.

) 4+ -6xrebasy " :V{' b [
y= Y- ASA e - ’ s+ ,/,,}Q
ey = % T . A 2 5 \ 1
lx Pex- S =y R (5 % ) f
U, =250
Ui -2 =Cted =222 0
=) vAbpws

Se puede aplicar también la condicion de Legendre que dice
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x’x” >0 minimo
fx’x’ < 0 mdximo

Se puede observar también que la funcion es concava. También podriamos
intentar con trayectorias vecinas.

Respecto a las condiciones suficientes de segundo orden, en el segundo v ter-
cer cuestionario las respuestas de Ya consisten en repeticiones memorizadas de
las definiciones. En cambio, en la entrevista menciona cuatro posibles maneras
distintas para determinar si la funcional es maxima o minima, dando muestras de
coordinacion entre cada una de ellas. En particular, coordina los procesos geomé-
tricos y analiticos y da muestras de encapsulacion de estos procesos, por lo que es
posible concluir que muestra una concepcion de tipo objeto de este concepto.

En el cuadro siguiente, se muestran los cambios de concepcion respecto
de los conceptos en estudio en los cuestionarios 1 y 3 y en la entrevista para
algunos estudiantes entrevistados.

Iniciales est. Funcional CN. ler. orden CS. 2°. orden C. transv.
| 3 E |1 2 3 E | 2 3 E | 2 3 E
Ya A|lA|P|P|P|P|]P|IA]A|]O]O]|]O]|O
Ar AlP|P|P|P|P|]P|]A]A]|]O]O|]O]|O
Ma p{P|P|P|P|P|P|]A[]O|]O|O]|]O]|O
Mi A|lP|P|P|P|P|P]OJ]O]O]O]O0]|O

Los datos que mostramos en el cuadro, basados en la respuesta de cada
alumno a todas las preguntas de cada uno de los cuestionarios y de la entrevista,
ponen de manifiesto que estos estudiantes tuvieron, a través de las actividades
trabajadas en el curso, las tareas y su propio estudio, oportunidades para reflexio-
nar en los conceptos involucrados en la optimizacién dinamica y mostraron, al
final del curso, construcciones tipo proceso en la mayoria de los casos para
los conceptos de funcional y de condiciones de primer orden, y de objeto, para las
condiciones de segundo orden vy las condiciones de transversalidad.

El andlisis de los datos mostré también que, si bien los estudiantes del curso
lograron construir los conceptos bajo estudio de mejor manera que lo que se habia
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observado en cursos impartidos por la misma maestra en ocasiones anteriores,
uno de los objetivos de la propuesta, la construccion de un esquema de funcional,
como se definio en la descomposicién genética, no se logro cabalmente, ya que,
si bien los alumnos construyeron relaciones entre los conceptos involucrados
en el esquema, esta construccion fue tnicamente parcial. Por ejemplo, v debido
quiza a su experiencia en optimizacion estatica, los alumnos relacionan las con-
diciones necesarias de primer orden con las condiciones suficientes de segundo
orden y conciben esta relacion como una generalizacion de lo que va conocen
del caso de la optimizacion dinamica. Sin embargo, cuando se trata de conceptos
nuevos como los de funcional, integral de linea y condiciones de transversalidad,
muestran dificultades para relacionarlos entre si. Podria decirse que los alumnos
desarrollaron un esquema en nivel intrafuncional y que algunos alumnos tal vez
estan en transicion hacia el nivel interfuncional, pero no se encontraron pruebas
de que algin alumno construyera un esquema coherente de funcional.

CONCLUSIONES

El objetivo central de este trabajo de investigacion consistio en el andlisis de una
propuesta didactica relacionada con la optimizacion dinamica. Los resultados discuti-
dos anteriormente permiten apreciar que la mayor parte de los estudiantes del grupo
construyeron concepciones de tipo proceso u objeto para casi todos los conceptos
analizados. Es posible asegurar también, en el caso de los alumnos entrevistados,
que las actividades disenadas, conjuntamente con toda la actividad del curso,
permitieron la construccion paulatina de los conceptos a lo largo del semestre del
curso piloto para todos los estudiantes, si bien a ritmos distintos y con resultados
también distintos. Sin embargo, las relaciones que los alumnos construyeron entre
los conceptos no resultaron ser tan solidas como se hubiera deseado. De estos
resultados, se puede concluir que la propuesta didactica diseriada funciono de
manera adecuada para estos estudiantes, pero requiere afinarse.

Fue posible apreciar también que los estudiantes mostraron la mayoria de las
construcciones predichas por la descomposicion genética, por lo que puede consi-
derarse como un buen primer modelo para describir las construcciones mentales
de los alumnos. Puesto que no fue posible determinar con claridad la construccion
de las relaciones entre los conceptos por parte de los alumnos, seria conveniente
revisar la descomposicion genética en términos de las acciones y procesos que
intervienen en dicha construccion para tenerlos en cuenta y refinarla.
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El analisis de los resultados obtenidos, en particular el relacionado con las
dificultades encontradas respecto al concepto de funcional, muestra que es nece-
sario poner mayor atencion en la manera en que los estudiantes construyen este
concepto. El analisis de los datos nos permite proponer como hipotesis que el
supuesto hecho en la descomposicion genética acerca del conocimiento previo
respecto a la nocion de espacio vectorial no fue apropiado y que es necesario
tener en cuenta su construccion, asi como la construccion del espacio vectorial
normado para que los estudiantes logren una construccion mas profunda del
concepto de funcional.

Estos resultados nos permiten concluir que la propuesta didactica diseriada
es pertinente v también eficaz. Dada la ausencia de estudios de investigacion en
Educacion Matematica acerca de la ensefianza y el aprendizaje de la optimizacion
dindmica, que es un tema que ha cobrado muchisima importancia en las areas de
aplicacion de las matematicas a la economia vy las ciencias sociales, podemos resal-
tar ademas la originalidad de la propuesta didactica y de la investigacion aqui presen-
tada. Los resultados de esta investigacion proporcionan informacion que nos parece
importante para la ensenanza de esta disciplina de una manera mas eficiente.

Queda, por tltimo, como tema abierto para futuras investigaciones la recon-
sideracion del papel que desempena el concepto de espacio vectorial en la
construccion del concepto de funcional, el analisis de las construcciones reque-
ridas en la construccion de los conceptos asociados a la teoria de control vy las
necesarias para fortalecer las relaciones entre los conceptos y hacer evolucionar
el esquema de funcional.
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ANEXO 1
TERCER CUESTIONARIO

1. ¢Cudl es la diferencia entre un problema de control ¢ptimo y uno de
célculo de variaciones?

2. a) Tanto en célculo de variaciones como en teorfa de control écudles son
las condiciones suficientes de segundo orden?
b) éPara qué sirven?

3. ¢Cudl es el papel de las condiciones de transversalidad en un problema
de optimizacion dinamica?

4. a) éQué es una funcional?

b) iCudles de las siguientes son funcionales y por qué?
X

) fx)= f (2t2 +5)dt; i) fix ) =X+

0

5
iii) f(x, X’ t) = \s“/l +x72 iv) J(x) = fxz(t)dt,\/l +x72
0

v) J(x) = ](XZ +x’2)dt
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5. Explica lo mas claramente posible en qué consiste un problema de opti-
mizacion dinamica y qué es lo que se busca como solucion utilizando el
calculo de variaciones.

6. ¢Para qué tipo de problemas funciona muy bien el hamiltoniano en tiempo
corriente? ¢Por qué?

7. ¢Cudl es la diferencia entre una variable de estado y una de control en un
problema de control 6ptimo?

8. a Encgntrar la funcion que hace que el valor de Jx(B] sea optimo si:

2
J[x(t)] = f(xz —3x72 +x%el =3t + 5xx')dt; sujeto a: X0) =1y x(;] - 371"

0

b) Determinar si es un maximo o un minimo
¢) Escribe el problema como un problema de control (no lo resuelvas)

9. Encontrar la funcion que hace que el valor de JIx(f)] sea 6ptimo si:
5

J[X(l‘)] = /(ux —u? —Xz)dl‘; sujeto a: X' = x + u, x(1) = 2 y x(5) libre
1

(Recuerda que conviene despejar u de la condicion necesaria para el hamil-
toniano.)

ENTREVISTA

1. a) Dadas las siguientes expresiones, determinar cudles son funcionales y
cudles son unicamente funciones (en caso de solo ser relaciones, justifi-
carlo).

y=x?

X 3
) f(x)= / (t2 +5)dt, i) f(x, v) = f f (5x3y+8x)dy dx,
0

0 y=0

. [
iii) f[x,x, th V14X,
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considerando que x v y son variables independientes,
5 T

iv) J(x): fx(t)zdt, \1+x2 V) J(x):f x2+);2 dt

0 0

b) Determinar el dominio y el rango de cada una de las expresiones
anteriores.

¢) Con base en la respuesta dada en el inciso anterior, écambiarfa alguna
de las respuestas del inciso a? En caso positivo, éen qué consistirian
dichos cambios?

d) Dada una expresion analitica como en este ejemplo, écomo hacer
para determinar si es s6lo una relacion o si es funcion, o bien si es
funcional?

2. Dar tres ejemplos de funcionales. Justificar que sean funcionales.
3. 1) ¢Queé es una integral de linea? éHabias estudiado este concepto en

CUIsos previos?

i) ¢Como puede calcularse una integral de linea? En cursos previos,
¢habias calculado integrales de linea?

i) ¢Cudl es la representacion analitica de una trayectoria? ¢Las habias
estudiado en cursos previos?

iv) Dada una funcional, ¢de qué manera se puede relacionar con una
trayectoria?

v) dCudl es la diferencia entre una funcional y una trayectoria?

4. a) Encontrar los extremos de las siguientes funcionales y verificar que para
cualquier otra trayectoria que supusiéramos solucion (proponer al menos
dos), el valor de la funcional para estas trayectorias es mayor (en el caso

de minimo) o menor (en el caso de maximo):
0 2

) ()= [ -2t x(0)=20x(40)=0;
&
2 2
i) J(x):f 120c+x |dt, x(0)=1x(2)=17
0

o) Intuitivamente, équé quiere decir que dos trayectorias son “vecinas™
5. Dibujar en un plano cartesiano:
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i) Las posibles soluciones al problema de optimizacion, sefialando la que
consideras 6ptima.
b
S
ii) Sise quisiera resolver el problema de min f V1+x dt (que representa

to

la longitud de una curva entre los puntos P(t,, x(t,)) y Q(t, x(1,))), intui-
tivamente, écudl serfa la solucion éptima? Graficala.

iii) En el inciso anterior, équé tiene que ver la solucion optima con el
integrando de la funcional asociada?, ¢podria ser que la trayectoria
Optima estuviera en el lugar geométrico que representa el integrando
o no tiene nada que ver? Justifica brevemente.

iv) Del mismo inciso ii, puede mostrarse que es un minimo. ¢Cémo podemos
interpretar geométricamente este hecho?

v) De los incisos anteriores: si queremos optimizar una funcional, necesita-
mos un criterio que generalmente queda implicito en la funcional. ¢(Cual
es dicho criterio? (Sugerencia: observar con detalle el segundo inciso
de esta pregunta.)

vi) Dar un ejemplo de una funcional que se quiera optimizar, indicando
cudl es el criterio segin el cual se busca la optimizacion.

6. ¢De qué cambios especificos, al considerar el intervalo de tiempo en un
problema de optimizacion dinamica, surgen las condiciones de transver-
salidad? Grafica los distintos casos.

i) Dado el siguiente problema de calculo de variaciones:

4 o
Min f V1+x dt dado que X&) = x, y xX(t)) = X,, expresarlo como un
to

problema de control.

ii) Plantear sin resolver las soluciones del problema del inciso anterior.
7. En teoria de control:

i) ¢Qué es una variable de estado y qué es una variable de control?

ii) ¢Como puedes saber cudl es la variable de estado y cudl es la de control?
8. ¢Qué es lo que mas se te ha dificultado para:

i) Entender bien el concepto de funcional?

ii) Resolver problemas de optimizacion con funcionales?

iii) Determinar las condiciones de transversalidad?
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9. ¢En general, qué conceptos del célculo de variaciones o de la teoria de
control te han costado mas trabajo construir? ¢Por qué?

10. ¢Podrias construir a partir del concepto de funcional los conceptos que
tienen que ver con los principios necesarios, suficientes y de transversalidad?
¢O simplemente, los conoces de memoria? (A qué crees que se debe esto?

11. ¢Qué sugerencias darias para mejorar la ensenanza de los conceptos que
aparecen en calculo de variaciones o teoria de control?
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