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Resumen: El objetivo de la investigacion presentada aqui es caracterizar la acti-
vidad de planteamiento de problemas en el dominio de la probabilidad por
estudiantes universitarios. Nosotros describimos los recursos, los heuristicos y
el tipo de razonamiento de los estudiantes cuando planteaban problemas de
probabilidad condicional e identificamos la demanda cognitiva de los proble-
mas propuestos. Los estudiantes tenian que resolver un problema y generar un
problema original a partir de una situacion dada, involucrando en ambas tareas
determinados conceptos de probabilidad. Los resultados indican que la relacion
entre la manera de resolver los problemas v la actividad de formular problemas
es compleja, pero proporciona informacion sobre los procesos de aprendizaje de
la probabilidad en los estudiantes universitarios.
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Resolution and approach of problems: Contexts for learning of the probability
Abstract: The main goal of the research presented here is to characterize the
undergraduate students’ activities of problem posing in the domain of probability.
We describe the resources, heuristics, and type of reasoning when students
posed conditional probability problems and we identify the cognitive demand of the
problems formulated by students. Students had to solve a problem and create an
original problem from a given situation, involving in both tasks concepts of prob-
ability. The findings indicate that the relation between the way of solving problem
and the activity of problem posing is complex but it provides information about
undergraduate students” probability learning,
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INTRODUCCION

Un ambito relevante de investigacion en Didactica de la Matematica es el apren-
dizaje de las matematicas en distintos contextos. Las tareas relativas a la resolu-
cion vy al planteamiento de problemas son instrumentos que posibilitan indagar
sobre aprendizajes especificos de los estudiantes universitarios. De esta manera,
en las investigaciones sobre el aprendizaje, la resolucion de problemas tiene su
complemento ideal en el planteamiento de problemas, ya que el trabajo de los
estudiantes cuando resuelven y plantean problemas de mateméticas proporciona
informacion sobre los procesos de construccion y uso del conocimiento. Por
una parte, los procesos de resolucion de problemas activan el razonamiento vy la
comprension de los conceptos, mientras que los procesos de planteamiento de
problemas anaden a lo anterior un mayor nivel de abstraccion y la necesidad de utili-
zar adecuadamente el lenguaje natural y formal (Schoenfeld, 1992; Silver, 1994).
Esta situacion no es diferente para el caso de la resolucion y planteamiento de
problemas de probabilidad.

Por otra parte, los estudiantes que ingresan en la universidad tienen una serie
de creencias erroneas sobre probabilidad que dificulta notablemente su compren-
sion de esta materia (Serrano, Batanero, Ortiz y Caiiizares, 2005). Diversas investi-
gaciones muestran que sélo una minoria de estudiantes universitarios analiza los
fenémenos aleatorios desde el punto de vista formal de la teorfa de la proba-
bilidad y utiliza correctamente los procedimientos necesarios para el calculo de
la probabilidad de un suceso (Diaz, 2003; Guisasola y Barragués, 2002; Jones,
Langrall y Money, 2007).

La presente investigacion se integra en la interseccion de dos lineas: por una
parte, las investigaciones sobre el planteamiento y la resolucion de problemas
(Castro, 2008; Crespo, 2003; Kilpatrick, 1987) y, por otra parte, las investigaciones
sobre la comprension de los contenidos de probabilidad (Batanero y Sanchez,
2005; Jones, Langrall y Money, 2007; Jones y Thorton, 2005). Esta investigacion
se centra en el trabajo que desarrollan estudiantes universitarios de los estudios
de Ciencias Empresariales de la Universidad de Alicante cuando resuelven vy
plantean problemas de probabilidad, lo que permite, ademas, identificar rasgos
generales de su actividad matematica desarrollada en los procesos de resolucion
y planteamiento de problemas.
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SOBRE EL APRENDIZAJE DE LA PROBABILIDAD

La investisacion centrada en el andlisis del pensamiento probabilistico se ha
desarrollado fundamentalmente en las tltimas cinco décadas. En las décadas de
1950 v 1960 la investigacion fue acometida por Piaget e Inhelder y por psicod-
logos con distintas orientaciones teodricas. Si bien los estudios no estaban direc-
tamente referidos a la enseflanza y aprendizaje de la probabilidad, el alcance
de sus investigaciones, la metodologia v las conclusiones obtenidas por Piaget e
Inhelder fueron tan profundas que sus estudios han sido fundamentales en las
investigaciones posteriores (Jones y Thornton, 2005). El periodo entre las déca-
das de 1970 y 1980 fue una continuacion del trabajo de Piaget. Los psicologos
estuvieron interesados en la probabilidad desde una perspectiva cognitiva y
epistemologica y sus investigaciones tuvieron implicaciones sobre el aprendizaje
y la ensefianza de la probabilidad. Investigadores como Fischbein y Gazit (1984)
mostraron un gran interés en la naturaleza de las concepciones e intuiciones
probabilisticas. Fischbein resalto la importancia de que los estudiantes tengan
la oportunidad de afrontar cuanto antes situaciones en las que las ideas proba-
bilisticas entren en juego vy, de esta manera, posibilitar un adecuado desarrollo
de ellas.

Con la llegada de las reformas curriculares en educacion matematica a partir
del decenio de 1990, hubo un pujante crecimiento en investigaciones sobre la
ensenanza y el aprendizaje de la probabilidad. Los investigadores han seguido
la linea trazada por Piaget v Fischbein y han estudiado la manera como piensa la
gente ante situaciones aleatorias. La investigacion ha avanzado mas alla, des-
cribiendo los heuristicos vy las ideas equivocadas que se dan en el desarrollo
cognitivo de un rango amplio de conceptos de probabilidad. La investigacion
sobre el aprendizaje de la probabilidad esta dirigida por la necesidad de que
los profesores tengan conciencia de los conocimientos probabilisticos v de las
creencias de los estudiantes.

El aprendizaje de conceptos como experimento aleatorio, equiprobabilidad,
independencia, etcétera, ha sido investisado detenidamente en el nivel de ense-
fianza secundaria (por ejemplo, Batanero, 2005; Batanero, Henry y Parzysz, 2005).
En estas investigaciones, el andlisis de los obstaculos que han ido surgiendo en
la historia sobre la formacion de los conceptos ayuda a conocer las dificultades
de los estudiantes cuando aprenden matematicas. Es evidente que los concep-
tos de azar y aleatoriedad presentan un reto duradero a los estudiantes de todas
las edades (Jones, Langrall y Money, 2007). El concepto de espacio muestral es
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también parte fundamental del proceso de utilizar los fendomenos aleatorios de
manera matematica. Es un descriptor importante de los resultados de los expe-
rimentos aleatorios y también da la base para medir las probabilidades de los
sucesos. Para construir y utilizar convenientemente el espacio muestral, hay que
reconocer los diferentes caminos para obtener resultados y saber generar todos
los posibles resultados de modo exhaustivo.

Un concepto que tiene una significacion importante en la investigacion sobre
topicos de probabilidad es el de probabilidad condicionada v la utilizacién correcta
del teorema de Bayes. Diversas investigaciones identifican las distintas concepcio-
nes sobre la probabilidad condicionada. Por ejemplo, Diaz y De la Fuente (2005,
2007) muestran la existencia de intuiciones incorrectas, sesgos de razonamiento
y errores de comprension y aplicacion de este concepto que ponen de manifies-
to los estudiantes. Por otra parte, Falk (1986) analizo las dificultades de los
estudiantes para distinguir adecuadamente entre la probabilidad del suceso A
condicionado al suceso B, P(AIB), y la probabilidad del suceso B condicionado
al suceso A, P(BIA), lo que denomino la falacia de la condicionada transpuesta;
y Gras y Totohasina (1995) pusieron de manifiesto que algunos estudiantes in-
terpretan la probabilidad condicionada como una relacion temporal, donde el
suceso condicionante B siempre precede al suceso A. Diaz y Batanero (2008),
ademas de resumir las dificultades que encuentran en este concepto los estu-
diantes de los ultimos cursos de bachillerato y universidad, observan en un
amplio numero de estudiantes de Psicologia que, aunque la comprension formal
de la probabilidad condicionada mejord con la practica docente, algunos de los
errores descritos en la literatura permanecieron y no mejoraron con la instruccion.
Diaz v De la Fuente (2006) y Diaz, Ortiz y Serrano (2007) realizan un estudio
sobre las dificultades de estudiantes de Psicologia en la resolucion de problemas
mediante el calculo de probabilidades condicionadas inversas utilizando el teore-
ma de Bayes y concluyen que, como afirmaron Tversky y Kahneman (1974), los
estudiantes no usan el teorema de Bayes de manera intuitiva, parte de la dificultad
estd en la representacion escogida para resolver el problema. En la investigacion
realizada (Posadas, 2008, y Penalva y Posadas, 2009) se muestra la dificultad
que presentan los estudiantes de Ciencias Empresariales a la hora de realizar
una correcta particion del espacio muestral, no en cuanto a que los sucesos que
la formen sumen la unidad, sino a que sean incompatibles, aunque identifican
adecuadamente los sucesos que intervienen en el teorema de Bayes v organizan
de manera adecuada sus calculos.

Otros investigadores, como por ejemplo Sanchez (2002) y Sanchez e Inzunza
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(2006), han resaltado la importancia del propio conocimiento de la probabilidad
por parte de los profesores y promueven el uso de un software adecuado por sus
potenciales posibilidades didacticas para el entendimiento de conceptos, tales
como experimento aleatorio y distribucién de una variable aleatoria que, segiin
estos investigadores, los profesores suelen pasar por alto.

SOBRE LA RESOLUCION Y PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

Resolver un problema no es solo descubrir un procedimiento para llegar desde
los “datos” a las “metas” del problema, conlleva el proceso de interpretar una
situacion matematicamente, la cual por lo general supone varios ciclos iterativos
de expresar, hacer pruebas vy revisar interpretaciones matematicas, y de ordenar,
combinar, modificar, revisar o refinar conceptos matematicos (Lesh y Zawojewski,
2007; Polya, 1970). Polya (1970), al describir este proceso, identifico cuatro fases
por las que debe pasar la resolucion de un problema: comprender el problema,
disefiar un plan, poner en ejecucion el plan vy verificar la solucion obtenida. No
obstante, Schoenfeld (1992) sefiald que las caracterizaciones de Polya no pro-
porcionan el detalle suficiente para permitir al resolutor implementar aquellas
estrategias con las que no esté familiarizado v recomienda que cada heuristico
convencional derivado del trabajo de Polya sea descompuesto en una larga lista
de estrategias mas especificas.

Por otra parte, el planteamiento de problemas también ha sido identificado
como un aspecto importante de la educacion matematica y ha empezado a recibir
una atencion creciente en dicho ambito. Para realizar una tarea en la que se pre-
tende resolver un problema aplicando un “algoritmo estandar’, los estudiantes
necesitan entender qué algoritmos aplican y utilizar el procedimiento o conjunto
de procedimientos para su resolucion. En contraste, una tarea de planteamien-
to de problemas abiertos a distintas posibilidades seguramente no podra ser
resuelta siguiendo un “algoritmo estandar”. Una tarea de planteamiento de un
problema abierto puede no requerir la ejecucion de un procedimiento conoci-
do, sino una exploracion de la situacion a la que se referira el problema y su
solucion. Los estudiantes no tienen una rutina que seguir cuando generan pro-
blemas a partir de unas condiciones dadas, sino que deben reflexionar sobre su
manera de resolver problemas y considerar como podria modificarse, ampliarse
y clarificarse de modo eficiente (Kontorovich y Koichu, 2009).

Sin embargo, se sabe poco sobre los procesos cognitivos de los estudiantes
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cuando plantean problemas de matematicas. Segun sefiala Silver (1994), aunque
las tareas de planteamiento de problemas posibilitan a los investisadores indagar
sobre aprendizajes especificos de los estudiantes, no ha habido una investigacion
sistematica sobre el proceso de plantear problemas Asi, aunque el planteamiento
de problemas puede verse como una faceta complementaria de la resolucion,
se conoce mucho menos sobre los procesos cognitivos implicados cuando los
resolutores generan sus propios problemas (Cai, 1998, 2003; Cai y Hwang, 2002).
Estos trabajos indican que, al investigar como plantean problemas los estu-
diantes, se obtiene informacion sobre como resuelven los problemas y viceversa
(Silver, 1994). Otra direccion importante en este trabajo es la de investigar sobre
la posible relacion entre la resolucion v el planteamiento de problemas va sena-
lado por otros autores (Cai, 1998; Kilpatrick, 1987; Silver y Cai, 1996).

En la investigacion realizada, el planteamiento de problemas se considera
vinculado a la generacion de nuevos problemas v a la reformulacion de algtin
problema dado. El planteamiento de problemas puede ocurrir dentro del proceso
de resolucion de problemas, cuando el resolutor, al resolver un problema no
trivial, se implica de modo que se puede decir que plantea un nuevo problema
de alguna manera para hacerlo mas accesible v poderlo resolver. Una segunda
forma de planteamiento de problemas mas evidente es cuando el objetivo es la
creacion de un nuevo problema a partir de una situacion dada. El planteamiento
de problemas también puede ocurrir después de haber resuelto un problema
particular, cuando el estudiante debe examinar las condiciones del problema para
generar problemas relacionados alternativos (Silver, 1994; Silver y Cai 1996). De
este modo, la expresion “planteamiento de problemas” se aplica por lo general
a tres formas distintas de actividad cognitiva matematica:

* Planteamiento de presolucion. Se generan problemas originales desde una
situacion-estimulo presentada.

e Planteamiento en solucion. Se reformula un problema a partir de la reso-
lucion efectuada.

* Planteamiento postsolucion. Se modifican los objetivos o las condiciones
de un problema va resuelto para generar nuevos problemas.

En esto coinciden otros investigsadores como Stoyanova (1998), que define el
planteamiento de problemas matemaéticos como el proceso por el cual, con base
en situaciones concretas, se formulan problemas mateméticos significativos.

Con estas referencias, los objetivos de esta investigacion fueron:
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e Identificar caracteristicas de la actividad matematica que desarrollan los
estudiantes cuando resuelven y plantean problemas de probabilidad.

» Estudiar posibles relaciones entre los comportamientos de los estudiantes
cuando resuelven y plantean problemas de probabilidad.

MARCO CONCEPTUAL

Se considera que el trabajo cooperativo de los estudiantes puede conducir a
obtener mejores soluciones que las que se obtienen en los trabajos individuales.
Cuando los estudiantes estan tratando de aprender, se benefician de compartir
sus ideas, especialmente cuando tienen diferentes puntos de vista. Sin embargo,
introducir una dimension social en una situacion de aprendizaje contribuye a
un incremento en la complejidad de la situacion, ya que se introduce un proble-
ma adicional al puramente matematico. La importancia de la interaccion entre
alumnos para el aprendizaje matematico ha sido subrayada recientemente (Pijls
et al, 2007), lo que ha hecho necesario caracterizar la resolucion de problemas
como actividad matematica y los procesos de razonamiento desencadenados en
situaciones de interaccion cuando se resuelven problemas. Asi, para identificar
las caracteristicas de la actividad matematica generada por estudiantes univer-
sitarios al resolver y plantear problemas de probabilidad, consideramos referen-
cias cuya complementariedad aporta informacion sobre como interpretar las
conductas de los estudiantes. Estas referencias son las categorias de Schoenfeld
para analizar la actividad matematica durante la resoluciéon de problemas vy la
caracterizacion de razonamiento matematico y superficial.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS COMO ACTIVIDAD MATEMATICA

Schoenfeld (1985) describe un marco para el andlisis de la actividad matematica
que se desarrolla durante la resolucion de problemas, estableciendo cuatro cate-
gorias: los recursos, los heuristicos, el control y el sistema de creencias.

Los recursos son los conocimientos matematicos que tiene el estudiante y
que puede utilizar durante la resolucion del problema. Por ejemplo:

* Intuiciones y conocimiento informal con respecto al dominio del problema.
* Hechos y definiciones.
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*  Procedimientos algoritmicos.

* Procedimientos no algoritmicos “rutinarios”.

* Conocimientos sobre las reglas acordadas para trabajar en el dominio
matematico particular.

En la investigacion realizada, las tareas de resolucion y de planteamiento de
problemas sirven como un medio para indagar qué conocen y como usan los
estudiantes los contenidos de probabilidad cuando resuelven y plantean proble-
mas por parejas. En esta situacion, si dos estudiantes estan intentando resolver
un problema en el que dos sucesos Ay B son independientes y deben emplear la
probabilidad de la interseccion de los sucesos contrarios, P(K HE), y para poder
utilizarla como producto de las probabilidades deben comprobar que Ay B son
independientes, estos estudiantes disponen de informacion como:

Si Ay B son independientes:

« P(AB) = P(A) siempre que P(B) > 0
«  P(AB) = P(B) siempre que P(A) > 0
- P(AnB) = P(A)-P(B)

Ademas, si los estudiantes han recibido ensenanza sobre la probabilidad
del suceso contrario, las leyes de Morgan, la probabilidad de la union de dos
sucesos.., algunos consideraran todos estos contenidos como ciertos; otros, en el
momento de resolver el problema, “recordaran” solo algunos supuestos v otros
no los tendran en cuenta. En este caso, la informacion relevante es esencial para
la resolucion del problema.

Los heuristicos son las estrategias y técnicas que usan los estudiantes para
resolver el problema y permiten descubrir caminos para proseguir cuando se
encuentran ante una dificultad. Los problemas de probabilidad pueden incluir
algunas estrategias como:

* Dibujar gréficos.

e Introducir una notacion apropiada.
» Utilizar problemas relacionados.

» Usar algin contraejemplo.

*  Reduccion al absurdo.

o Utilizar algtin caso particular.

* Diagramas en arbol.
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e “Ordenar” el problema de manera secuencial.
» Usar procedimientos de prueba y verificacion.

La tercera categoria que establece Schoenfeld (1985) para caracterizar la
actividad matematica de los estudiantes cuando resuelven problemas de mate-
maticas es el control. Esta categoria de comportamiento tiene relacion con la
manera en que los estudiantes usan la informacion a su disposicion vy se refiere
a las decisiones globales que toman con vistas a implementar los recursos (cono-
cimiento de hechos y procedimientos relativos al contenido de probabilidad) y los
heuristicos. Estos comportamientos de control incluyen hacer planes, seleccionar
objetivos v subobjetivos, verificar y evaluar las soluciones tal como desarrollan
el problema, y revisar o abandonar los planes iniciados cuando las evaluaciones
indican que eso es lo que debe hacerse. Por tltimo, el sistema de creencias de
cada individuo establece el entorno dentro del cual operan los recursos, los
heuristicos v el control. El sistema de creencias se refiere al conjunto de deter-
minantes del comportamiento individual, es decir, a la perspectiva con la que se
abordan las matematicas vy las tareas matematicas.

En el contexto de la resolucion de problemas como una actividad matematica, la
investigacion necesita focalizarse en las interpretaciones, representaciones v reflexiones
de los estudiantes, asi como en los calculos que efectiian. Es decir, es imprescindible
estudiar los procesos de razonamiento que emplean, las habilidades que desarrollan
y las reglas v procedimientos que ellos aprenden a ejecutar. Se trata de dar una vision
de la resolucion de problemas y el aprendizaje desarrollado a partir de la interpreta-
cion matematica de una situacion planteada (Lesh y Zawojewski, 2007).

RAZONAMIENTO MATEMATICO, RAZONAMIENTO SUPERFICIAL

No siempre los argumentos que muestran los estudiantes cuando resuelven pro-
blemas son los esperados. Lithner (2000) examino el razonamiento matematico
de estudiantes universitarios de primer ano en tareas de resolucion de proble-
mas con la Unica avuda de una calculadora gréfica, es decir, en una situacion
similar a la de los exdmenes. Los resultados obtenidos sefialan que las estrate-
gias mas utilizadas por los estudiantes fueron las relacionadas con lo que les es
familiar y que solo recuerdan de manera superficial los contenidos matematicos
implicados en los problemas propuestos (Lithner, 2004). Lithner arsumenta que
resolver una tarea matematica puede ser vista como resolver un conjunto de
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subtareas de diferentes caracteristicas. Lithner (2004) utiliza el término razona-
miento para significar la linea del pensamiento, la manera de pensar adoptada
para producir aseveraciones y alcanzar conclusiones. Desde esta perspectiva, la
argumentacion implicita o explicita a la hora de elegir e implementar la estrate-
gia que se va a seguir es la parte del razonamiento con la que pretende conven-
cerse a uno mismo o a los demas de que el razonamiento es apropiado. Lithner
(2004) clasifica el razonamiento en matematico y superficial. Un razonamiento
es plausible o matemdtico cuando la argumentacion:

* se funda en propiedades matematicas de los elementos que aparecen en
el razonamiento y

* se tiene intencion de guiar hacia lo que probablemente es la verdad, sin
que sea necesariamente correcto o completo.

Pero, seguin Lithner, los estudiantes no suelen desarrollar estrategias elaboradas
relacionadas con los conceptos implicados en el problema que pretenden resolver,
mas bien utilizan un razonamiento superficial basado en experiencias previas v
que los lleva a repetir, de este modo, algoritmos ensefiados o que ya usaron alguna
vez con la intencion igualmente de llegar a la solucion del problema. Elegir una
estrategia vy llevarla a cabo llega a ser una accion familiar para el estudiante.

DEMANDA COGNITIVA

Smith y Stein (1998) examinan las tareas matematicas desde el punto de vista
de su demanda cognitiva, que entienden como la clase o nivel de pensamiento
que la tarea exige a los estudiantes para implicarse y resolverla con éxito. Los
autores establecen cuatro categorias de demanda cognitiva:

e Tareas de memorizacion
* Implican reproducir férmulas, reglas, definiciones.
e No pueden resolverse usando procedimientos porque éstos no existen
por la naturaleza de la tarea.
* Hay poca ambigtiedad sobre lo que debe ser hecho y como hay que
hacerlo.
* No hay conexion con los conceptos.

32 EpucacioN MATEMATICA, vol. 22, num. 3, diciembre de 2010



M. Carmen Penalva, José Adolfo Posadas y Ana Isabel Roig

e Tareas de procedimiento sin conexion

* Son algoritmicas. El uso de un procedimiento es evidente.

» Existe poca ambigiiedad sobre qué se necesita hacer y como hacerlo.

* Pretenden producir respuestas correctas mas que desarrollar com-
prension.

* Tampoco conectan con los conceptos o significados implicados.

e Tareas de procedimiento con conexion

» Se utilizan procedimientos para aumentar la comprension de los con-
ceptos.

* Es necesario relacionar distintas representaciones de los conceptos.

* Requieren algun grado de esfuerzo cognitivo. Los estudiantes necesitan
involucrarse con las ideas conceptuales implicitas en los procedimien-
tos para resolver las tareas con éxito.

*  Producir matematicas

* Requiere implicita o explicitamente un pensamiento no algoritmico y
complejo.

* Exige comprender los conceptos, los procedimientos y las relaciones
matematicas.

* Requiere que los estudiantes tengan acceso a conocimiento relevante
v hagan un uso apropiado de éste en la resolucion de la tarea.

* Ha de ser analizada atentamente.

* Requiere un considerable esfuerzo cognitivo.

DISENO DE LA INVESTIGACION
PARTICIPANTES

Los participantes en este estudio fueron 156 estudiantes de 22 curso de Ciencias
Empresariales que cursaban de forma presencial la asignatura de Estadistica II
(Introduccion al Calculo de Probabilidades). Los alumnos participaron de manera
voluntaria y se organizaron en grupos de entre dos y cuatro estudiantes elegidos
por ellos mismos. Los datos proceden de una “practica de asignatura” realiza-
da por veinte de los grupos de estudiantes. Las “practicas” se propusieron a tra-
veés del Campus Virtual de la Universidad y fueron recogidas también mediante
esta aplicacion. EI Campus Virtual es un servicio de apoyo a la docencia y a la
gestion académica y administrativa dirigido a toda la comunidad universitaria,
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el cual ayuda a superar las limitaciones espacio-temporales de las relaciones
presenciales y puede influir de manera positiva en la calidad de la docencia, per-
mitiendo la comunicacion entre el profesorado v el alumnado. Los estudiantes
pueden enviar el trabajo realizado mediante archivos adjuntos, de modo que se
conserva toda la informacion recibida y ésta puede utilizarse convenientemente
para su procesamiento.

INSTRUMENTO DE RECOGIDA DE DATOS

Los estudiantes realizaron cuatro tareas organizadas en dos “practicas”. Las tareas
hacen referencia a la resolucion de problemas, al planteamiento de problemas o
a ambas cosas a la vez. Estas tareas estaban dirigidas a que los estudiantes apli-
caran sus conocimientos y generaran destrezas v estrategias de pensamiento
adecuadas a las situaciones planteadas. La ensenanza de los contenidos proba-
bilisticos a los que se refirieron las practicas propuestas a los estudiantes se rea-
lizo, previamente a éstas, durante cuatro sesiones de teoria de cien minutos cada
una, impartidas por un mismo profesor, y cinco de practica de resolucion de pro-
blemas, de cincuenta minutos cada una, impartidas por distintos profesores. Los
estudiantes no recibieron ensenanza relativa al planteamiento de problemas.
Los contenidos estaban relacionados con la nocién de experimento aleatorio,
espacio muestral y sucesos; concepto e interpretaciones de la probabilidad; defi-
nicion axiomatica y consecuencias de los axiomas; nocion de espacio muestral
finito v regla de Laplace; probabilidad condicionada; independencia estocastica
y teorema de la multiplicidad y, finalmente, el teorema de la probabilidad total y
el de Bayes.

Los estudiantes tuvieron un plazo de una semana para la discusion v reso-
lucion de cada una de las practicas. Este articulo se centra en el analisis de la
actividad matematica desarrollada por los estudiantes para resolver la practica
1 (cuadro 1).

Diseno y caracteristicas de las tareas
Desde una perspectiva social del aprendizaje, estamos interesados en averiguar

coHmo podemos promover la construccion compartida del conocimiento de los
estudiantes. Un factor que puede contribuir a generar procesos de construccion
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Cuadro 1 “Practica 1" para estudiantes universitarios de Ciencias Empresariales en
el ambito de “Introduccion al calculo de probabilidades”

Tarea 1. Si Ay B son dos sucesos pertenecientes al conjunto de sucesos de un determinado
espacio muestral, con probabilidades, en ambos casos, distintas de cero, analiza cada una de
las siguientes afirmaciones y razona si son ciertas o no:

a) Si Ay B son independientes, entonces Ay B son incompatibles.
b) Si Ay B son compatibles, entonces Ay B son independientes.
¢) Si A esta incluido en B entonces Ay B son dependientes.

Cuando sea pertinente, utiliza el experimento que consiste en ‘lanzar un dado” para mostrar
un contraejemplo.

Tarea 2. Enuncia un problema donde aparezcan, entre otros, sucesos que tengan que ver con
‘visitar el museo MARQ" y “visitar el museo MUA'. Para la resolucion del problema debe ser
necesario utilizar la diferencia de sucesos, alguna de las leyes de Morgan, la probabilidad
condicionada y el teorema de Bayes.

Justifica que el problema propuesto retina las condiciones pedidas.

del conocimiento compartido es el uso de tareas relativamente nuevas para los
estudiantes, como es el planteamiento de problemas. La practica 1, que es el foco
de este estudio, estaba formada por dos tareas. La primera tenia como objetivo
estudiar como conocian y usaban los estudiantes los conceptos de independencia-
dependencia de sucesos, incompatibilidad-compatibilidad de sucesos, inclusion de
sucesos v probabilidad condicionada. La segunda tarea tenia como objetivo
obtener informacion sobre como plantean problemas los estudiantes, en concre-
to, tratamos que los estudiantes plantearan un problema a partir de dos sucesos
dados, dando una interpretacion probabilistica a algunas de las operaciones con

sucesos que se suelen utilizar en los problemas de probabilidad.

PROCEDIMIENTO DE ANALISIS

Para realizar el andlisis de las producciones de los estudiantes, usamos la idea de
recursos v heuristicos (Schoenfeld, 1985, 1992) v el tipo de razonamiento -mate-
matico o supetficial (Lithner, 2004)-. Para la tarea 2, relativa al “planteamiento
de problemas”, consideramos el nivel de exigencia cognitiva que se requiere para
resolver la tarea, demanda de nivel bajo o alto (Smith y Stein, 1998).
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La demanda cognitiva de los problemas que los estudiantes llegan a proponer
se puede considerar una manera de “riangular” las inferencias sobre las caracteris-
ticas de la actividad matematica generada cuando se resuelven los problemas de
probabilidad de la tarea 1 v caracterizada a través del uso de los recursos, heuris-
ticos v niveles de razonamiento matematico.

El anélisis, en lo referente a esta practica, se realizo sobre un total de cuaren-
ta protocolos que corresponden a las soluciones de cada una de las dos tareas
aportadas por los veinte grupos de estudiantes. Todos los protocolos se con-
servan en archivos informatizados que enviaron los alumnos. Cada resolucion
fue identificada indicando el numero de la tarea y el nimero del grupo. Asi la
resolucion de la tarea 1 del grupo 12 fue denotada (T1, G12).

Para comenzar el andlisis, se realizo una primera fase, en la que se llevd a
cabo un estudio descriptivo de las respuestas de los grupos de estudiantes para
identificar los recursos y heuristicos utilizados en ambas tareas. En una segunda
fase, los protocolos fueron analizados para identificar evidencias del tipo de
razonamiento realizado en las tareas de resolucion de problemas (tarea 1) y
sobre el nivel de demanda cognitiva empleado en las tareas de planteamiento de
problemas (tarea 2). Por ultimo, se hizo una sintesis de las caracteristicas de las
respuestas aportadas por los grupos de estudiantes a cada tarea considerando
los recursos y heuristicos, el nivel de razonamiento matematico v la demanda
cognitiva del problema planteado.

Para identificar las ideas y nociones probabilisticas usadas por los estu-
diantes, se leyd detenidamente la resolucion de cada tarea. Ademas, se intento
identificar como relacionaban los estudiantes las ideas y procedimientos usados.
Para organizar los resultados de los andlisis, utilizamos tablas de doble entrada
(cuadro 2).

Una vez construidas las tablas con las dos columnas en las que se asignaba a
cada unidad de analisis el tipo de recurso o heuristico empleado para cada tarea y
orupo de estudiantes, asi como el tipo de razonamiento vy el nivel de demanda de
la tarea, se realiz6 un estudio conjunto de toda esta informacion para identifi-
car las caracteristicas que parecian mostrar la manera en que los estudiantes
resolvian vy planteaban los problemas. Estas caracteristicas globales se generaron
teniendo en cuenta las referencias obtenidas en la primera fase del analisis y
cuya descripcion constituye la seccion de resultados siguiente.
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Cuadro 2 Ejemplo de organizacién de la informacion procedente de las dos
primeras fases de andlisis de la tarea 1, resolucion de problemas (G3)

Unidades de informacion

Recursos, heuristicos y razonamiento

Suceso asociado a un experimento aleatorio
= cualquier acontecimiento que se puede
producir en la realizacion del experimento.
Sucesos compatibles = cuando pueden
realizarse simultdneamente los sucesos Ay B
(tienen que tener elementos en comun).

Sucesos independientes = A, B C ) son
independientes si P(AOB) = P(A)- P(B),
en este caso, se cumple P(A|B) =P A) Si
P(B)>0y P(B\A) = P(B)si P(A) >0,
a) Si Ay B son independientes, entonces Ay

B son incompatibles

Falso. Si Ay B son independientes y
P(A)>0y P(B)>0 P(A)-P(B) = P(ANB)
Ay B seran necesariamente compatibles, ya
que si se diera el caso de que no fueran

compatibles, P(AﬂB) =, nunca podria
cumplirse que P(A)-P(B) = P(ADB), ya que
siendo P(A) >0y P(B) >0

nunca P(A)~P(B) =0
b) Si Ay B son compatibles, entonces Ay B

son independientes

Falso. Si Ay B son compatibles,
P(AnB) =2,
no necesariamente Ay B han de ser inde-
pendientes. Por ejemplo:

€ = ‘lanzar un dado”

A = “obtener un ndmero par’

1
P{A)=

2

B = “obtener menos de cuatro” P(B):%

Definen antes los sucesos que aparecen en
la tarea:

Sucesos compatibles (X1) y (X2)
Sucesos independientes (D2) y (D3)

Utilizan la caracterizacion de sucesos inde-
pendientes. (D3)

Evidencian la incompatibilidad (X3)

Confunden el suceso imposible, &, con la
probabilidad 0.

Utilizan todas las condiciones del problema.

Usan y relacionan los conceplos y propieda-
des adecuadas. Razonamiento matemdtico.

u_n

Utilizan el signo =" tanto en lenguaje natu-
ral escrito como en relaciones matematicas.

Utilizan un ejemplo como contraejemplo.

Razonamiento superficial. Al resolver el
problema solo con el ejemplo, lo hacen de
manera incompleta.
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Cuadro 2 Ejemplo de organizacién de la informacion procedente de las dos
primeras fases de andlisis de la tarea 1, resolucién de problemas (G3) (conclusion)

Unidades de informacion

Recursos, heuristicos y razonamiento

Ay B son compatibles
1

(AnB) = {2}—P(ANB) = 5
Ay B son dependientes ya que
P(ANB)#P(A)-P(B)

d) Si A esta incluido en B, entonces Ay B

son dependientes.

Verdadero. Si A C B, entonces, cada vez que
ocurre A también ocurre el suceso B,y siendo
P(A) > (), entonces:

« P(ANB) = P(A)

P(A
-P(B‘A)zﬁzl

N

Entonces P(AOB) = P(A)'P(B‘A), o lo que

es lo mismo, P(A) = P(A), es decir que si

el suceso A estd incluido en el suceso B,
entonces los sucesos Ay B seran siempre
dependientes.

0O visto desde otro punto de vista:
P(AﬂB)iP(A)-P(B), ya que siempre
P(A)#1-P(B) debido a que P(B) >0,

Como antes, utilizan la caracterizacion de
independencia.

Caracterizan la inclusion a partir de la verifi-
cacion de sucesos (11)

Expresan una consecuencia de la inclusion
de sucesos (13)

Utilizan la ley del producto (C3)

Utilizan la caracterizacion de sucesos inde-
pendientes (D3)

Resuelven teniendo en cuenta el significado
de los conceptos.

Razonamiento matemditico.

Identificacion de los conceptos:

Ponen en juego la probabilidad condicionada.
Utilizan todas las condiciones del problema.
Resuelven el problema mediante un razona-
miento a veces matemadtico, otras superficial y
solo utilizan el ejemplo como contraejemplo.

P(A) >0y P (A);&P(B)' Aplican las caracterizaciones fundamentales.
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Cuadro 3 Ejemplo de organizacién de la informacion procedente de las dos
primeras fases de andlisis de la tarea 2, planteamiento de problemas (G3)

Unidades de informacion

Recursos, heuristicos y nivel de demanda

El pasado mes de octubre, 25% de los jubila-
dos de la Pension Manolita de la Ciudad de

Alicante visitaron el Museo Arqueoldgico de

Alicante, 15% visitaron el MUA y 10% ambos
Museos.

a) Si se elige un jubilado al azar écudl es
la probabilidad de que haya visitado el
MARQ y en cambio no haya visitado el
MUA?

DIFERENCIA

A = "visita el MARQ" P(A) = 25%
= "visita el MUA" P(E) = 15%

P(A E) =10%
P(ANE) = P(E[A)-P(A)
e ()
PlE[A) =1~ ()
o{ELa) (ANE)
-1
P(EA):I—[(SjS
P(E]A) =104

P(E[A) =06

P(ANE) =06-025=015

Datos iniciales:

*P(M) = P(A) = P (visitar el MARQ)
P(U) = P(E) = P (visitar el MUA)
P(MﬂU) = P (visitar los dos museos)

Enunciado adecuado de una diferencia de
SuCesos.

Plantean la diferencia de sucesos con
MNU(ANE) (D1)

Ponen de manifiesto el concepto de suceso
contrario (SC)

Usan la probabilidad condicionada (C2)

Utilizan la ley de las probabilidades com-
puestas, la probabilidad del suceso contrario
condicionado a otro suceso y hacen un uso
adecuado de la probabilidad condicionada.

Utilizan caminos que conectan con distintos
conceplos. Nivel de demanda alto.

* Nota: Aunque los estudiantes utilicen otros simbolos, por coherencia en el analisis se utilizan
siempre para los sucesos iniciales las letras U y M: U: “visitar el museo MUA” (museo de la

Universidad) y M: ‘visitar el museo MARQ".
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Cuadro 3 Ejemplo de organizacién de la informacion procedente de las dos
primeras fases de andlisis de la tarea 2, planteamiento de problemas (G3)

(continuacion)

Unidades de informacion

Recursos, heuristicos y nivel de demanda

b) si se elige un jubilado al azar écudl es la
probabilidad de que no haya visitado ni
el MARQ ni el MUA?

MORGAN

AUE = ANE

1-(r{a)+fe)- )

= (025+015 010)

P(AIE) + P(AIE) =1
o
-

. 015
P(AlE) :1—(0-85j
P(AlE) = 08235
P(ANE) = 08235-085
P(ANE) =070

Conocen y utilizan una de las leyes de De
Morgan, tanto en el planteamiento, correcto,
como en la resolucion que hacen.

(LM)

Usan un pequeno esquema.

La tarea exige comprender los conceptos y
las relaciones matemdticas. Nivel de deman-
da cognitiva alto.

Relacionan bien las propiedades y operan de
manera adecuada.

40

EpucacioN MATEMATICA, vol. 22, num. 3, diciembre de 2010



M. Carmen Penalva, José Adolfo Posadas y Ana Isabel Roig

Cuadro 3 Ejemplo de organizacién de la informacion procedente de las dos
primeras fases de andlisis de la tarea 2, planteamiento de problemas (G3)

(conclusion)

Unidades de informacion

Recursos, heuristicos y nivel de demanda

@ Si se elige un jubilado al azar écudl es la
probabilidad de que, habiendo visitado el
MARQ, también haya visitado el MUA?

P. CONDICIONADA

P(EJ _ P(ANE) _

A P(A)
010 _ 67
015

d) En la Pensién Manolita, 60% son mujeres
y 40%, caballeros. Y 10% de los caballeros
y 15% de las mujeres visitaron el MARQ.
Si se elige al azar un jubilado que ha
visitado el MARQ, écudl es la probabilidad
de que sea varon?
TEOREMA DE BAYES

MARQ
PA) = 10%

Caballero P\V) = 40%/

Sefora PIM) = 60%
MARQ
PLA) = 15%

P(v/A)=

P(V)-P(A/V)
~ P(V)-P(AIV)+ P(M)-P(A/M)
04-01
~ 04-01+06-015

=30.77%

En el planteamiento involucran la probabili-
dad condicionada (C2)

Reproduce la definicién. Nivel de demanda
bajo.

Plantean una probabilidad a posteriori.

El enunciado (planteamiento) es elaborado
v requiere cierto grado de esfuerzo cognitivo;
exige tener en cuenta las condiciones de las
hipdtesis del teorema y, aunque la resolucion
reproduce la formula del teorema, considera-
mos que se ha utilizado un nivel de deman-
da alto.

Utilizan la formula del teorema de Bayes (TB)
En todos los apartados los enunciados son
claros y el lenguaje natural y el matemdtico
son adecuados. Todos los planteamientos
tienen solucion.

Notacién matemdtica.
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RESULTADOS
CARACTERISTICAS DE LA ACTIVIDAD MATEMATICA

Resolver y plantear problemas de probabilidad se han considerado dos contextos
en los que se genera una determinada actividad matematica. Las caracteristicas de
la actividad matematica identificadas vienen definidas por la manera en que
los estudiantes trataron en los dos contextos los significados de los conceptos
implicados v el modo como utilizaron determinados heuristicos. De manera
especifica, en el contexto de la resolucion de problemas, los tipos de razonamiento
identificados aportaron informacion sobre la comprension de los conceptos v,
en el contexto del planteamiento de problemas, la demanda cognitiva de los
planteados permitio completar la descripcion de las caracteristicas de la activi-
dad matematica de los estudiantes. El analisis de la realizacion de estas tareas
permitio identificar las caracteristicas siguientes:

* Los estudiantes utilizan la formulacion de los conceptos y sus caracteri-
zaciones fundamentales antes que los significados intrinsecos de dichos
conceptos, como dependencia/independencia de sucesos, compatibili-
dad/incompatibilidad de sucesos, y tienen dificultades para caracterizar la
inclusion de sucesos. Asi por ejemplo en el siguiente protocolo:

Si Ay B son independientes y P(A) >0 y P(B) > 0, P(ANB) = P(A)-P(B),

A v B serdn necesariamente compatibles, va que, si se diera el caso de
que no fueran compatibles, P(ADB):O, v nunca podria cumplirse que
P(ADB) = P(A)-P(B), va que, al ser las probabilidades de A v de B mayores
que 0, nunca P(A)-P(B) =0(Tla G3)

La independencia de sucesos, la mayoria de estudiantes la identifican con la
probabilidad de la interseccion igual al producto de probabilidades. Solo cuatro
grupos hacen constar que la realizacion de un suceso puede influir o no en la
probabilidad de la realizacion de otro. En el caso de la incompatibilidad de suce-
s0s, el recurso utilizado por los estudiantes es “no tienen elementos comunes” y
“la probabilidad de la interseccion de los sucesos es cero”.
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* Tienen preferencia por determinados heuristicos: expresiones y algoritmos,
uso de tablas, y utilizan el ejemplo propuesto para resolver la tarea.

» Kl razonamiento superficial predomina sobre el razonamiento matemdtico
(Lithner, 2004), si bien encontramos grupos de estudiantes que hacen uso
de razonamiento matemdatico, sobre todo al usar y relacionar bien las pro-
piedades matematicas de la independencia, incompatibilidad e inclusién
de sucesos.

Por ejemplo, los estudiantes del grupo 1 utilizan razonamiento superficial al
resolver el 29 apartado de la tarea 1, usando solo el ejemplo, aqui como un
contraejemplo. Lo hacen de manera correcta, pero en este caso, el razonamiento
supetficial los lleva a un resultado incompleto.

Se lanza un dado.
0 =1{1234506)
A = “Sacar un ntimero par”

Ay B son dependientes = P(A‘B)#P(A)
P(AnB)

dA@=%@:

)

—szliﬂA)
g

Ay B en este ejemplo son dos sucesos dependientes, por tanto, la afirmacion
de que Ay B son independientes, sabiendo que son compatibles, es falsa.
(T1b, G1)

Sin embargo, el grupo G17 utiliza razonamiento matematico en la resolucion
de esta misma tarea. Usan correctamente la compatibilidad de los sucesos vy la
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caracterizacion de independencia de sucesos v razonan teniendo en cuenta las
hipotesis del problema:

Sequn esta afirmacion, son compatibles, por tanto, pueden suceder a la vez
vANB = ¢, vy la P(ANB) es distinta de cero.

Para que sean ademds independientes, se debe cumplir que P(ANB) =
P(A)-P(B), vy esto si PIANB) # 0 se puede cumplir, porque P(A) # 0 y P(B) # 0,
pero la igualdad no tiene por qué darse siempre. De tal manera que esta
afirmacion es FALSA, va que los sucesos compatibles pueden ser indepen-
dientes y dependientes.

(T1b, G17)

LA DEMANDA COGNITIVA DE LOS PROBLEMAS GENERADOS POR LOS ESTUDIANTES

Los problemas de nivel alto de demanda cognitiva indican que los estudiantes
tienen una comprension “amplia” de los diferentes conceptos, recursos y heuristi-
cos que utilizan v son capaces de establecer relaciones explicitas entre ellos. Puesto
que el objetivo de nuestra investigacion era caracterizar la actividad matematica
generada en los contextos de resolucion y planteamiento de problemas de pro-
babilidad e inferir posibles relaciones, nos centramos en esta seccion tinicamente
en los grupos de estudiantes que plantearon problemas con una alta demanda
cognitiva. Los problemas generados por los estudiantes se han agrupado en tres
categorias: problemas que requieren algiin grado de esfuerzo cognitivo establecien-
do relaciones explicitas entre los conceptos implicados, problemas que requieren la
comprension de los conceptos pero estableciendo solo algunas relaciones entre los
conceptos y, por ultimo, problemas que tnicamente refuerzan la comprension de
los conceptos sin claras evidencias de tener que establecer relaciones entre ellos.

Un ejemplo de problema que requiere algtin grado de esfuerzo cognitivo y ha
de ser analizado atentamente es el siguiente:

En la capital de nuestra provincia existen dos museos: el Museo Arqueol6gico
(MARQ) y el Museo de la Universidad de Alicante (MUA). Los jovenes que visitan
el MARQ) equivalen a 40%, mientras que los que visitan el MUA son 30% y 10%
visita los dos. Se sabe que de los jovenes que visitan alguno de estos museos, 70%
son universitarios, y de los que no visitan dichos museos, 20%. Calcula la pro-
babilidad de que un universitario elegido al azar vaya a alguin museo. (T2, G12)
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En este problema los estudiantes plantean una situacion no trivial al dar la
informacion de los jovenes que visitan alguno de los dos museos v utilizan de esta

manera los sucesos (/VIUU) y (MUU) para formar un sistema completo de suce-
sos v poder aplicar el teorema de Bayes. Este problema requiere analizar bien
el enunciado cuyo planteamiento es P(MU U‘Universitario). Los estudiantes que

plantearon este tipo de problemas fueron, ademas, capaces de resolverlo.

El segundo grupo de problemas estuvo constituido por aquellos cuyo plan-
teamiento exigia comprender los conceptos v algunas relaciones matematicas.
Un ejemplo de este tipo de problemas fue el siguiente:

De los turistas que visitan Alicante, 30% visita el MARQ, 20% visita el MUA v 15%

visita ambos museos. Si se elige un turista aleatoriamente, écudl es la probabili-
dad de que no haya visitado ninguno de los dos museos? (LEY DE MORGAN):

AUB = ANB

P(M%) =1-P(AUB) =1~(P(A) + P(B) - P(ANB)) =
=1-(02+03-015) =065

E\E 1 %22 0928571
07

[P(AOB)]
)=1-| =~
P(B)
P(ANB) = 0.928571- 0.7 = 0.65 (T2, G11)

Para poner de manifiesto una de las leyes de Morgan, los estudiantes operan
las dos expresiones, el complementario de la union y la interseccion de los com-
plementarios de los sucesos, poniendo en juego también las probabilidades de
sucesos contrarios, la probabilidad de la union, la ley del producto y la probabi-
lidad condicionada.
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Por ultimo, consideramos los problemas que refuerzan la comprension de
los conceptos implicados. En esta categoria, los problemas indican que los
estudiantes se han centrado en describir una situaciéon que pusiera de manera
evidente un concepto de manera aislada, sin mostrar evidencias de la necesidad
de establecer relaciones entre los conceptos. Un ejemplo de esta manera de
proceder es el siguiente:

Probabilidad de que la familia Sanchez visite, solamente, uno de los dos
museos. En este caso, buscamos la probabilidad de que vaya, o bien al museo

MUA, verificando la primera hipotesis v no cumpliendo la sequnda, o vicever-
sa. Para resolverlo utilizaremos la diferencia de sucesos:

P[(Al A, JU(ANA, )] = (A4, NA, )+ (A N4, ) =01+05=06

P(ANA,) = P(A) - P(A,NA,) =03 -02=01

=
)
=
I
)

(A,) = P(A NA,)=07-02=05 (T2, G20)

En este ejemplo, los estudiantes ponen en evidencia la diferencia de sucesos,
pero al no hacer referencia sélo al MARQ o solo al MUA sino a cualquiera de
los dos museos, hacen intervenir dos veces la probabilidad de un suceso inter-
seccion, el contrario del otro y la union de los dos sucesos asi formados, con lo
que el concepto “diferencia de sucesos” sale reforzado.

Estas caracteristicas de los problemas estan relacionadas, va que cuando se
utilizan de manera correcta las distintas relaciones matematicas implicadas en
el problema propuesto, se usan también distintos caminos que conectan con
los conceptos vy, de este modo, aumenta la comprension que se tiene de dichos
conceptos. Por ello, hemos considerado que la demanda cognitiva de las tareas
corresponde a un nivel alto.

SOBRE LA RELACION ENTRE EL PLANTEAMIENTO Y LA RESOLUCION DE PROBLEMAS
Una vez identificadas las caracteristicas de la actividad matematica en la reso-

lucion y planteamiento de problemas, tratamos de inferir la posible existencia
de relaciones. Para indagar sobre la posible relacion entre el planteamiento y la
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Cuadro 4 Caracteristicas de la actividad matematica en los grupos con nivel alto
de demanda en la tarea planteada

Grupo 3

Grupo 11

Grupo 12

Grupo 16

Grupo 20

« Caracterizan
los conceptos.
Usan formula-
cion.

Utilizan el
ejemplo como
contraejemplo.

Utilizacion
adecuada
del lenguaje
matematico y
natural.

Resuelven

el problema
mediante un
razonamiento
a veces mate-
madtico, otras,
superficial.

* Apenas utili-
zan formula-
cion.

* Expresan el
significado de
algunos con-
ceptos.

 No utilizan el
ejemplo.

* Practicamente
no justifican
nada.

e Escasa nota-
cion.

* Razonamiento
superficial.

« Caracterizan
los conceptos.
Usan formula-
cion.

* Usan también
los significados
de los concep-
tos.

« Utilizan el
ejemplo como
contraejemplo
y como com-
probacion.

¢ Lenguaje
matematico
y natural
adecuado.
Notacion
correcta.

* Razonamiento
superficial.

* Caracterizan
los conceptos.
Usan formula-
cion.

* Utilizan el
ejemplo como
contraejemplo.

* Notacion ade-
cuada.

* Razonamiento
matemadtico.

* Caracterizan
los conceptos.
Usan formula-
cion.

* Utilizan el
ejemplo como
comprobacion.

* Usan un gra-
fico.

* Notacion ade-
cuada.

* Razonamiento
superficial.

resolucion de problemas, consideramos en primer lugar los resultados relativos
a los cinco grupos de estudiantes que plantean problemas con un nivel alto de
demanda cognitiva. En el cuadro 4 mostramos, de manera resumida, como han
resuelto estos grupos la tarea 1 de resolucion de problemas:

Observamos que el tipo de razonamiento matematico que estos estudiantes
han utilizado al resolver el problema ha sido dispar; de hecho, dos de ellos, los
grupos G3 v G16, han resuelto el problema con razonamiento matematico, va
que en sus argumentos emplean v relacionan bien las propiedades matematicas
pertinentes, con un uso apropiado del ejemplo. Los otros tres grupos utilizan
solo razonamiento superficial, basando fundamentalmente la resolucion del
problema en la utilizacion del ejemplo para comprobar los resultados sin justi-
ficacion alguna.

A continuacion (cuadro 5), consideramos cinco grupos que han hecho un
planteamiento del problema con un nivel de demanda bajo.
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Cuadro 5 Caracteristicas de la actividad matematica en los grupos con nivel bajo
de demanda en la tarea planteada

Grupo 5

Grupo 8

Grupo 14

Grupo 17

Grupo 18

* No ponen de
manifiesto los
conceptos.

« Utilizan el
ejemplo para
resolver el pro-
blema.

* No usan una
adecuada
notacion.

* Razonamiento
superficial.

* No ponen de
manifiesto
algunos con-
ceptos.

* Usan formu-
lacion, pero
escasa.

* No utilizan el
ejemplo.

e Escasa nota-
cion.

* Razonamiento
superficial.

* Usan las carac-
terizaciones
de algunos
conceptos, pero
hay conceptos
que no ponen
en evidendia.

« Utilizan el
ejemplo para
resolver el pro-
blema.

* No justifican
los resultados.

* Escasa nota-
cion.

* Razonamiento

* Caracterizan
los conceptos.
Usan formula-
cion.

* No utilizan el
ejemplo.

e Utilizan un
grafico.

* Usan notacion
adecuada.

* Razonamiento
matematico.

« Caracterizan
los conceptos.
Usan formula-
cion.

« Utilizan el
ejemplo como
contraejemplo
y directamente
para resolver el
problema.

* Notacion
correcta.

* Razonamiento
a veces mate-
madtico, otras,
superficial.

superficial.

Observamos que estos cinco grupos que han planteado problemas con un
nivel de demanda bajo tienen también manifestaciones distintas en la resolucion
de los problemas. Los grupos G5, G8 y G14 mantienen un nivel bajo en las tareas
de resolucion, mientras que los grupos G17 y G18 caracterizan bien los conceptos,
e incluso el grupo G17 usa razonamiento de tipo matematico en la resolucion del
problema de la tarea 1.

Esperabamos observar en estos grupos que, al plantear con un nivel de deman-
da inferior al de los grupos anteriores, las caracteristicas de su actividad matematica
fuera menos rica y asi observamos que tres grupos no pusieron de manifiesto algiin
concepto, los estudiantes no lograron explicarlos a partir de los sucesos que ellos
expresaron. Pero nos encontramos, como en los casos anteriores, con dos grupos
que usaron razonamiento matematico y relacionaron bien las propiedades mate-
maticas apropiadas con un uso correcto del ejemplo como un contraejemplo,
con una justificacion valida de sus argumentos.

Del analisis comparativo de las caracteristicas de la actividad matematica de los
orupos de estudiantes que han planteado problemas con un nivel alto de deman-
da cognitiva y los que lo han hecho con un nivel bajo de demanda, entendemos
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que no podemos concluir que existan evidencias de una relacion entre el tipo
de planteamiento efectuado por los estudiantes y la manera como resuelven en
orupo los problemas con contenidos de probabilidad.

CONCLUSIONES

Las tareas propuestas han servido para caracterizar la actividad matematica de los
estudiantes universitarios de estudios de Ciencias Empresariales en dos contex-
tos especificos: la resolucion vy el planteamiento de problemas de probabilidad
cuando se usan contenidos como la independencia, incompatibilidad e inclusion
de sucesos, diferencia de sucesos, leyes de Morgan, probabilidad condicionada,
regla del producto y teorema de Bayes.

No se ha encontrado una relacion entre los buenos resolutores de problemas
y los que mejor realizan los planteamientos. Silver y Cai (1996), en cambio, obser-
van en su investigacion que los estudiantes que mejor resuelven problemas plan-
tean problemas mas complejos que los que podemos entender como “peores”
resolutores de problemas. También Cai (1998) encuentra de nuevo una relacion
directa entre la resolucion y el planteamiento de problemas. Crespo (2003), por su
parte, determina en su trabajo que los buenos resolutores de problemas pueden
no ser los mejores en plantear problemas. Estos resultados sugieren que la rela-
cion entre la resolucion y el planteamiento de problemas no esta clara y puede
seguir siendo una linea de investigacion futura de interés.

La ensenanza de la probabilidad no es facil en el bachillerato y sigue sien-
do dificil en la universidad. Por tanto, es necesario promover su estudio en los
diferentes niveles educativos, usando tareas tanto de resolucion como de plan-
teamiento de problemas de probabilidad donde se pongan en juego contenidos
como los tratados en este trabajo. Ademas, como indican Batanero y Sanchez
(2005), hay necesidad de reforzar el estudio de la probabilidad condicionada,
aunque capacitar en ésta y en otras nociones no puede reducirse a ensefiar
estructuras conceptuales, va que se deben desarrollar procesos de razonamiento
que generen intuiciones correctas.

Estamos convencidos de lo ttiles que pueden resultar nuevas y mas detalladas
investigaciones sobre la resolucion de problemas relativos al teorema de Bayes por
estudiantes de los primeros cursos de universidad; y del interés de complementar y
mejorar esta informacion con la aportacion derivada de investigar como plantean
estos problemas. Como Diaz y De la Fuente (2006) sefalan:
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El teorema de Baves se presenta como un objeto complejo cuva comprension
involucra toda una serie de conceptos v propiedades previas como los de
probabilidad simple, compuesta v condicional, particion v complementario,
axioma de la union y regla del producto (p. 90).

Pocas veces un tnico teorema aporta tantas posibilidades de anélisis. Por ello,
las investigaciones deben proseguir con problemas tanto de formato frecuencial
como probabilistico y con muestras mayores que posibiliten una mejor toma
de decisiones. De los resultados obtenidos en la investigacion se desprende la
necesidad de usar el planteamiento de problemas como contexto para promo-
ver la actividad matematica y desarrollar lineas de investigacion en este sentido.
Mientras que resolver problemas se identifica facilmente como un aspecto
importante del aprendizaje de las matematicas, plantear problemas ha sido un
aspecto olvidado de la investigacion matematica. Encontrar situaciones a las que
se refieran los problemas, que sean originales y complejas a la vez, corresponde
a una matematica mas real que la que se presenta con las tareas de resolucion
de problemas més tradicionales (Bonotto, 2009). Proporcionar un balance ade-
cuado entre tareas de planteamiento y de resolucion de problemas produce un
efecto positivo en la ensefianza y promueve el uso de estrategias apropiadas en
los distintos niveles de ensefianza-aprendizaje de las matematicas, en particular,
relacionadas con el contenido de probabilidad.
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