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Resumen: Se informa una investigacion en el campo de la educacion matema-
tica relacionada con las dificultades en el proceso de ensefianza-aprendizaje de los
conceptos de funcion y extremo de una funcién en estudiantes de licenciatura
en Economia en la Universidad Veracruzana, México. El articulo toma como marco
teorico las principales contribuciones de la linea de investigacion conocida como
Pensamiento Matemético Avanzado v sus conclusiones estan en concordancia
con las de estudios previos (Janvier, 1987; Leinhardt et al, 1990; Azcarate, 1992;
Artigue, 1995; Fabra y Deulofeu, 2000). Los autores identificaron dificultades en
tareas de interpretacion y construccion relacionadas con el concepto de funcion,
estableciendo que la estructura cognitiva del estudiante estd mas asociada con
alsunas de las caracteristicas de la funcion que con el propio concepto. El
concepto de extremo es explicado por los estudiantes, en algunos casos, por la
posicion relativa de tal punto dentro de una localidad de valores y sobre la base
de representaciones graficas.

Palabras clave: ensenanza, aprendizaje, dificultades, funcion, innovacion
didactica.

Analysis of the process of learning of the function concepts and end of a
function in economics students

Abstract: A research into the field of mathematical education, concerning the dif-
ficulties in the teaching-learning process of the concepts of function and extreme
points of functions on Economics undergraduate students at the Universidad
Veracruzana in Mexico, is reported. The paper takes as its theoretical framework
the main contributions of the research program known as Advanced Mathematical
Thinking, and its conclusions agree with those of previous studies (Janvier, 1987;
Leinhardt et al, 1990; Azcarate, 1992; Artisue, 1995; Fabra & Deulofeu, 2000).
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The authors detect difficulties regarding interpretation and construction tasks
related to the concept of function, then state that the student’s cognitive struc-
ture is more related to some characteristics of the function than to the concept
itself. The concept of extreme point of a function is explained by the students, in
some cases, by means of the relative position of this point inside a neishborhood
of values and on the basis of graphical representations.

Keywords: teaching, learning, difficulties, function, didactic innovation.

INTRODUCCION

El articulo es un informe de investigacion concerniente a la problematica que
plantea el proceso de ensefanza-aprendizaje de los conceptos de funcion vy
extremo de una funcion en estudiantes de licenciatura en Economia de la
Universidad Veracruzana, México. Desde esta perspectiva y con el objetivo de
analizar el proceso de ensenanza-aprendizaje, se intenta conocer los conoci-
mientos que se utilizan y las dificultades existentes al responder preguntas rela-
cionadas con estos conceptos. Se evaluia el aprendizaje tanto de un grupo de
estudiantes que tomod un primer curso de calculo diferencial e integral (Calculo 1)
como de otro grupo que, sin haber estudiado Calculo I, inicamente estudia las
ideas intuitivas sobre estos conceptos.

De este modo, en la primera fase del estudio se analizan dificultades en la com-
prension de estos conceptos después del curso de Calculo I; el sujeto de estudio
es un grupo de 36 estudiantes y una muestra de 10 estudiantes del grupo para
el estudio de casos. En la segunda fase se trabaja con otro grupo (48 estudian-
tes) v una muestra de 6 estudiantes del grupo para el estudio de casos; estos
estudiantes, sin cursar Calculo I, estudian las ideas intuitivas de estos concep-
tos mediante la aplicacion de la innovacion didactica. El proposito es analizar el
proceso de aprendizaje con un enfoque diferente de ensenanza, asi como com-
parar los resultados con los mostrados por el primer grupo de estudiantes.

La investigacion pudo corroborar la existencia de dificultades en tareas de
interpretacion y construccion del concepto de funcién, producidas por el efecto
combinado de los significados que poseen los estudiantes sobre este concepto
y del conocimiento que se tiene sobre los contextos en que se deben realizar
dichas tareas.
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MARCO TEORICO Y REFERENTES DE LA INVESTIGACION

La investigacion, dentro del tema funciones y gréficas, toma como referencia las
principales aportaciones teodricas de la linea de investigacion del Pensamiento
Matematico Avanzado (PMa). Un modelo importante dentro de esta linea de inves-
tisacion es la propuesta de Tall y Vinner (1981) formulada para establecer la
relacion existente entre el concepto matematico y la representacion interna. Se
fundamenta en dos aspectos interconectados del concepto: la definicion concep-
tual vy el esquema conceptual.

Asumen como “definicion conceptual” (concept definition) aquella secuencia
de palabras que explica el concepto y cuya precision varia desde las definiciones
formales, aceptadas por la comunidad cientifica, hasta las definiciones personales
que se utilizan para construir o reconstruir la definicion formal. Tall y Vinner
(1981) introducen el constructo “esquema conceptual” (concept image) para expli-
car algo que es recordado en nuestra memoria cuando escuchamos o vemos el
nombre de un concepto.

-.es algo no verbal asociado en nuestra mente con el nombre del concepto.
Puede ser una representacion visual del concepto en el caso de que tenga
representaciones visuales o una coleccion de expresiones o experiencias.
Las representaciones visuales, las fisuras mentales, las impresiones vy las
experiencias asociadas con el nombre del concepto pueden ser traducidas
verbalmente. Pero es importante recordar que las expresiones verbales no son
la primera cosa evocada en nuestra memoria.. Cuando escuchas la palabra
“funcion”, puedes evocar la expresion “v = f(x)', puedes visualizar la grafica
de una funcion, puedes pensar en funciones especificas tales como: y = x* o
y=sen x, v=In x etcétera (Tall, 1991, p. 68).

Nos parece conveniente una precision respecto a las ideas de Tall y Vinner
(1981); de acuerdo con Azcarate (1995), el esquema conceptual (concept image)
“describe la estructura cognitiva de un individuo asociada a un concepto mate-
matico, y se define como el conjunto de todas las imagenes mentales (cualquier
clase de representacion: forma simbolica, diagrama, grafica, etc.) del estudiante
asociadas al concepto con todas las propiedades y procedimientos que lo carac-
terizan” (Azcarate, 1995, p. 55).

Las imagenes mentales sobre el concepto matematico, asi como el proceso
de su manipulacion, estan sustentadas en las experiencias previas (matematicas
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0 no) del estudiante. En efecto, y seguin Artigue (1990), la definicion conceptual
personal puede diferir de la definicion conceptual formal aceptada por la comu-
nidad matematica, o bien pudo ser aprendida de una manera memoristica, es
decir, que carece de un aprendizaje significativo. Asi, muchas de las experiencias
previas del estudiante tienen relacion o se generan en el propio proceso de ense-
fanza, en el cual se presenta, en ocasiones, el conocimiento matematico como
un producto final y refinado.

Como resultado, el estudiante asocia el concepto matematico sélo con las
situaciones que le son conocidas en el proceso de instruccion; su experiencia
personal se basa en lo “estudiado”, o mas bien “ensenado’, sobre el concepto. La
propia investigacion en didactica (Dreyfus y Eisenberg, 1982; Tall, 1989; Artisue,
1990; Leinhardt et al, 1990) ha mostrado que algunas de las dificultades en el
aprendizaje de los conceptos matematicos son provocadas por un método tradi-
cional de instruccion que ensefia rutinas: “haz esto, luego esto, luego aquello..”
(Dreyfus, 1991, p. 3) y que evalua (Artigue, 1995) aquello que los estudiantes pue-
den hacer mejor, convirtiendo lo evaluado en lo esencial para los estudiantes.

En el caso del concepto de funcion, se documenta que existe una amplia
variedad de obstaculos v dificultades en el aprendizaje de los conceptos asociados
a su estudio, especialmente en la etapa transitoria, desde una etapa inicial de
comprension, donde el concepto es concebido de una manera intuitiva o basado
en la experiencia, a otra etapa, cuando el concepto se especifica mediante una
definicion formal a través de la deduccion logica.

Muchas de las dificultades se hallan en la articulacion entre las diferentes mane-
ras de representar el concepto; la idea de traduccion (translation task) surge de
los trabajos de Janvier (1978, 1987), en cuyo analisis se abordan las diferentes
traducciones entre distintos tipos de representacion (verbal, tabla, grafica y expre-
sion algebraica). Tambien Leinhardt et al. (1990) sefialan dificultades en dos tipos
de tareas relacionadas con el lenguaje grafico: de interpretacion, en las que el
alumno obtiene un significado (o informacion) o de construccion, en la cual debe
generar una cosa nueva. Para Leinhardt et al (1990), las dificultades en tareas
de interpretacion y construccion de graficos tienen incidencia en el proceso de
aprendizaje del concepto de funcion, hasta el punto de que pueden convertirse
en un obstaculo para el alumno.

Para efectos de nuestra investigacion, queremos destacar que muchas de las
dificultades son provocadas por un sistema de ensefianza, desde la secundaria
hasta la universidad, donde el aprendizaje consiste en un proceso ascendente de
formalizacion matematica, en muchas ocasiones carente de significado. Nuestra
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realidad contradice la propia esencia de la ensefianza, tal y como la concibe
Azcarate (1997): “el proceso de ensefanza-aprendizaje consiste, en gran parte,
en ir compartiendo entre el profesor y los alumnos los esquemas conceptuales
de las nociones matematicas objeto de estudio. Por tanto, debemos cuidar los
lenguajes verbal, grafico, simbolico, gestual que contribuyen al desarrollo y enri-
quecimiento de dichos esquemas” (Azcarate, 1997, p. 29).

Por una parte, se hallan los propositos establecidos por la Secretaria de
Educacion Publica (SEP) de México. En el estudio, por ejemplo, de funciones en
bachillerato:

el estudiante aprenderd a relacionar magnitudes para modelar diversas situa-
ciones de su entorno a partir de la idea de variabilidad y relacion funcional de
dos variables, que le resultaréd de utilidad para interpretar aspectos numeéricos
v logicos de sus vivencias personales y de su realidad social [..] el estudiante
desarrollard habilidades de comunicacion al transitar por distintas formas de
representacion de las funciones, incluyendo representaciones tanto matema-
ticas (algebraicas: ecuaciones; numéricas: tablas; seométricas: graficas), como no
matematicas (descripciones en lenguaje ordinario, orales o escritas) (SEP).

Por la otra, una préactica educativa caracterizada por la adquisicion de cono-
cimientos, casi siempre por transferencia del profesor, seguido del intento por
resolver problemas v ejemplos rutinarios del libro de texto.

En la propia universidad, la ensefianza del Calculo I ha resultado ser una
actividad que inicia con el estudio de la teorfa matematica de funciones y determi-
nacion de puntos extremos para culminar con supuestas aplicaciones a proble-
mas rutinarios de la ciencia economica. Los estudiantes, con mucha dificultad,
pueden llegar, como exige el programa de estudios de Calculo I, al conocimiento
del concepto de funcion que les permita posteriormente adquirir competencias
para plantear y resolver problemas elementales de optimizacion en Economia.
Este esquema de ensefianza, centrado en la exposicion del profesor, puede tener
como consecuencia que el estudiante no asimile la idea de todo el concepto, la
cual le permitiria “organizar sus procesos mentales” (Tall, 1985, p. 3) y llegar
a la construccion de significados (matematicos 0 econémicos).
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METODOLOGIA

El estudio se desarrolld con dos grupos de estudiantes de la licenciatura en
Economia. Al primer grupo, compuesto por 36 estudiantes (grupo 1) que cur-
saron y aprobaron el curso de Calculo I, se le propuso una prueba escrita de
preguntas relacionadas con el concepto de funcion. Un segundo instrumento
consistiv en una entrevista, realizada a una muestra de 10 estudiantes de este
orupo (muestra 1), con la finalidad de conocer y profundizar en los arsumentos
que se utilizan en respuestas a las preguntas propuestas. Se trata de interpretar
cuales son las dificultades especificas a partir de los comentarios de los estu-
diantes.

Para obtener informacion del grupo 2 (48 estudiantes que no han estudiado
el curso tradicional de Célculo I), primero se aplica la innovacion didactica: “Fun-
ciones, sus formas de representacion y extremo de una funcion” (Cuesta, 2007, pp.
51- 63). Esta consiste en un conjunto de actividades de ensefianza-aprendizaje,
divididas en tres secuencias caracteristicas de su comportamiento: (i) Lectura
e interpretacion de gréficas, (i) Estudio de los fenomenos de cambio, vy (iii) El
concepto de funcion. Se pretende, con su aplicacion, que los estudiantes:

» Se familiaricen con el conocimiento aportado por las graficas, asi como
con el significado que poseen en cada situacion estudiada.

* Comprendan, a partir del analisis de ejemplos de fenomenos de cambio,
las ideas de variable y de dependencia funcional.

* Logren familiaridad con un conocimiento intuitivo y global del concepto
de funcion a partir de los diferentes lenguajes en los que se puede repre-
sentar este concepto: verbal, numérico (tablas), grafico y algebraico.

*  Se familiaricen con la idea intuitiva de puntos extremos de una funcion.

Por ultimo, se propone a los estudiantes una prueba escrita; en ella, los estu-
diantes deben responder preguntas de cuyas respuestas se pueden conocer tanto
los significados que se le confieren a los conceptos de funcion y extremos de una
funcion, como las dificultades vinculadas a tareas de construccion o interpretacion
del concepto de funcion. Para el estudio de casos, se toma una muestra de seis
estudiantes (muestra 2), con el objetivo de conocer los arsumentos que se utilizan
cuando responden las preguntas propuestas.

De este modo, la metodologia utilizada en el estudio es cualitativa, de natura-
leza exploratoria e interpretativa. Partiendo de las respuestas de ambos grupos,
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asi como de los argumentos de sus respectivas muestras, se analizaron las difi-
cultades de los estudiantes en el proceso de aprendizaje. Para efectos de este
trabajo, se toman en consideracion soélo algunas de las preguntas planteadas
a uno y otro. Las preguntas son:

1. ¢Qué es una funcion? Explica.
2. ¢La figura representa la grdfica de alguna funcion numérica de una
variable? Explica.

L —

3. ¢Qué entiendes por mdximo relativo y por minimo relativo de una
funcion?

4. Problema: Se presenta una situacion en un contexto geomeétrico. El
estudiante debe realizar la traslacion entre las diferentes formas de
representar la funcion: de la situacion y dibujo a la tabla de valores, a
la grafica v a la ecuacion, para finalmente interpretar los resultados en
el contexto geomeétrico inicial.

Para el grupo 1: Un granjero dispone de 320 metros de valla para
cercar un campo rectangular, en el cual poder resquardar su ganado.
«Como deberia usarse la valla para que el drea encerrada sea tan gran-
de como sea posible?

Para el grupo 2: La suma de dos lados advacentes de un rectdangulo
es 15 cm. Se desea estudiar como varia el darea del rectangulo cuando
variamos la longitud de sus lados.

a) Realiza una tabla de valores con los valores de un lado v los valores
del drea que se obtengan.
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b) éComo se puede representar esta relacion mediante una grdfica?

¢) ¢Es esta relacion una funcion? ¢Cudles son las variables?

d) Escribe una ecuacion que permita hallar el valor numérico de la
variable dependiente a partir del valor de la variable independiente.

RESULTADOS

El analisis realizado se basa en el supuesto de que ambos grupos son homogé-
neos en cuanto al nivel de conocimientos que poseen al ingresar en los estudios
universitarios; la diferencia fundamental entre grupos radica en los conocimien-
tos adquiridos (dentro del curso de Calculo I o mediante la innovacion didactica)
de manera inmediatamente previa a la aplicacion de ambas pruebas. Debemos des-
tacar que el curso de Calculo I se desarrolld durante un semestre (75 horas en
total), mientras que a la innovacion didactica se le dedicaron tinicamente 20 horas
de clase. De este modo, es de suponer que las dificultades del proceso de apren-
dizaje de uno y otro entorno de ensenanza se manifiesten de manera directa en
los resultados obtenidos en cada prueba.

En referencia con el concepto de funcion. Las respuestas escritas de ambos
grupos, asi como los argumentos durante las entrevistas de sus respectivas mues-
tras, nos permitieron realizar una clasificacion de respuestas a la pregunta: “éQué
es una funcion? Explicd”. Dicha clasificacion es:

* Regla. El estudiante reconoce, al menos, la existencia de una relacion de
dependencia entre dos variables, donde a cada valor de una variable le
corresponde uno y solo un valor de la otra variable. Ejemplo: “funcion es
aquella que tiene dos variables, independiente y dependiente, v al valor
del dominio le corresponde uno del contradominio”.

* Regla inversa. Se asume, incorrectamente, que a cada valor de la variable
dependiente le corresponde uno vy sélo un valor de la variable indepen-
diente, es decir, se confunden los papeles de las variables dependiente e
independiente. Ejemplo: “es cuando una variable dependiente depende de
otra independiente v a cada valor de la dependiente le corresponde uno
de la independiente”.
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Cuadro 1 Repuestas a la pregunta ¢Qué es una funcion?

Argumentos Grupo 1 Muestra 1 Grupo 2 Muestra 2
Regla 1 1 7 4
Regla inversa 3 1 3
Depende(ma 3 3 16
entre variables
Relacion entre 6 9
valores
EX[/Jr'eSIOD mate- 10 5 9 ?
matica
Otra 8 4
Total 36 10 48 6

Dependencia entre variables. El estudiante tnicamente hace mencion
de una relacion de dependencia de una variable con respecto a la otra.
Ejemplo: “funcion es aquella que tiene dos variables, una dependiente y otra
independiente, una depende de la otra”.

Relacion entre valores. No se hace mencion de las variables, sino solo de una
relacion entre valores o datos; en ocasiones se menciona un tipo de depen-
dencia. Ejemplos: “es una relacion entre un valor y otro” o “cuando tenemos
dos datos que tienen relacion, uno independiente y otro dependiente”.
Expresion matematica. Se expone que una funcién es una ecuacion o
representacion algebraica que sirve para determinar o expresar algo; en
ocasiones se reconoce la existencia de variables. Ejemplos: “representacion
algebraica que muestra referencia de una cosa x con otra cosa y’ o “ecua-
cibn que existe cuando hay variable dependiente v otra independiente”.
Otra. El estudiante expresa algo que no se puede clasificar en ninguna de
las anteriores y cuyo significado esta muy alejado de aquéllas.

Los estudiantes de ambos grupos responden de diversa manera esta pregun-
ta (véase el cuadro 1). Obsérvese un hecho interesante, la idea que poseen los
estudiantes que han cursado Calculo I resulta estar mas alejada de la definicion
del concepto, comparada con las respuestas del grupo que estudia la innovacion
didactica.
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Figura 1 Respuesta de un estudiante del grupo 1
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En algunos estudiantes de este grupo persiste la idea de asociar la funcion a
una ecuacion o representacion algebraica, por ejemplo: “no sé que es funcion,
pero si lo escribo si puedo identificar qué es una funciéon”. Unido a ello, en algu-
nas respuestas se conciben las representaciones algebraica y grafica como cosas
independientes, ejemplo: “funcion es una expresion algebraica que se le asigna
un valor para hacer primero una grdfica’.

Una dificultad adicional sobre el reconocimiento de la funcion se pone de
manifiesto en la respuesta a la pregunta 2. Incluso aquellos estudiantes que hacen
uso de la regla para responder la pregunta 1 no utilizan este conocimiento de mane-
ra flexible para explicar por qué la figura no representa una funcion. Solo un
estudiante, perteneciente al grupo 2, responde de manera correcta esta pregunta
a partir de su idea sobre el concepto de funcion.

En la mayoria de los casos no se puede identificar la razén por la cual la
orafica no representa una funcion; surgen respuestas del tipo: “no es una funcion
porque a cada valor de uno de los ejes le tocan dos valores” o “si es funcion,
hubo un ciclo va que a cada valor de x le toca uno dey". Para otros estudiantes,
la respuesta depende incluso de que existan (se muestren) valores especificos
(vease la fisura 1).

En cambio, otras respuestas van asociadas a recuerdos inmediatos de lo es-
tudiado en clases, por ejemplo: “no sé si es una funcion, en clase manejamos
varias, pero nunca este tipo de grdfica’. Y en otras respuestas se manifiesta una
interpretacion iconica de la situacion; el argumento esta asociado a la fotografia
literal, sin poder comprender o explicar el significado de los conceptos y expresio-
nes, ejemplo: “la x tiene dos alturas’.
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Cuadro 2 Repuestas a la pregunta ¢Qué entiendes por mdximo (minimo) relativo?

Argumentos Grupo 1 Muestra 1 Grupo 2 Muestra 2
Cambio de comportamiento 5 1 9 2
Valor en una localidad 6 2 21 3
Asociacion con altura 18 4 12 1
Interpretacion icénica 7 3 6
Total 36 10 48 6

En referencia con el concepto de extremo relativo. Las respuestas se clasi-
fican en:

» Cambio de comportamiento. Se explica el maximo (minimo) a partir de la
idea de que la funcion cambia su comportamiento. Ejemplo: “maximo es
cuando la funcion crece y después decrece’.

« Valor en una localidad. Se explica la existencia del maximo (minimo)
como un punto de la grafica tal que los valores a su izquierda y derecha
son menores (mayores). Ejemplo: “minimo es, dentro de un intervalo, el
menor, v debe tener valores mayvores antes y después’.

* Asociacion con altura. Se identifica la existencia de estos puntos con los
valores mas altos (0 mas bajos) de la grafica. Ejemplo: “méximo es el valor
mas grande”.

* Interpretacion iconica. El estudiante sefiala estos puntos en la represen-
tacion gréafica, pero no puede explicar o expresar la relacion entre las
variables.

El 69% de los estudiantes que cursaron Calculo I (véase el cuadro 2) posee
una idea distorsionada sobre el concepto de extremo local de una funcién. En
algunos casos, se explica a traves de la fotografia literal (lenguaje iconico) de la
representacion grafica, es decir, sefialan los puntos méaximos y minimos sin poder
explicar por qué lo son. En otros casos, se identifica el valor maximo o minimo
con la idea de altura, es decir, se vincula la existencia del maximo de la funcién con
el valor mas alto y la del minimo con el valor mas bajo. Ejemplos de respuestas

” o«

son: “maximo es el valor mas grande’, “el maximo es el punto mds alto que se

” o«

obtenga en una determinada funcion”, “minimo es el valor mds pequend’.
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En otros casos la explicacion, aunque correcta, se apoya en el aspecto de tipo
procedimental del concepto; ejemplo: “de acuerdo con el cdlculo, los mdximos
vy minimos son los términos que encontramos, utilizando el concepto de la
primera y sequnda derivada’.

En cambio, los estudiantes que no han estudiado Calculo I poseen una idea
intuitiva mas cercana al concepto de extremo local de una funcién. En 62% de
las respuestas se asocia la idea de puntos extremos a uno de dos significados:
(i) un punto donde cambia el comportamiento de la funcion (ejemplo: “a su
izquierda crece v a su derecha decrece’) o (i) un punto donde se halla el valor
mas alto (bajo) en cierta localidad de valores (ejemplo: “el minimo es el punto
local mas bajo, por izquierda y derecha son mdximos al punto”).

En referencia con la tarea de construccion del concepto de funcion. En las
tareas de construccion (Leinhardt et al, 1990) del concepto (problema) se ponen
de manifiesto otras dificultades, causadas por el escaso nivel de conocimiento del
contexto (geomeétrico) en que se desarrollan. Para 95% del grupo de estudiantes
que cursd Calculo I resultd ser un grave conflicto plantear, de manera algebraica
o tabular, la condicion del problema. En primer lugar, porque se desconoce la
relacion existente entre las magnitudes (perimetro y area) de un rectangulo. Cabe
mencionar que solo un estudiante de la muestra 1 realiza un intento, inconcluso,
por llegar a la solucion mediante una tabla de valores a partir de la condicion
geométrica planteada.

Durante las entrevistas con la muestra 1, se pudo constatar la génesis de estas
dificultades. Ante la pregunta “¢Donde se halla la dificultad?” surgen respuestas
como “el problema dice que dispone de 320 metros, pero no dice cudnto tiene de
largo ni de ancho” o “en que tengo que determinar el drea mds grande posible”.
Los estudiantes tienen una idea confusa sobre el perimetro de un rectangulo y su
relacion con el area; sin embargo a la pregunta “Como se determina el drea de
un rectangulo?” todos responden de igual manera: “con la formula A = bh’.

En el caso del grupo 2, solo tres de los estudiantes pueden representar la
funcion en las formas solicitadas (tabla, grafica y expresion algebraica). La pri-
mera dificultad se halla en la imposibilidad de trasladar las ideas, expresadas en
lenguaje geométrico, al lenguaje de funciones. Para muchos estudiantes, resulta
un conflicto representar la tabla de valores solicitada, la grafica v la ecuacion
algebraica a partir de la frase “la suma de los lados advacentes de un rectangulo
es 15 ¢cm”. En las entrevistas se pudieron identificar dos razones principales:
(i) la incomprension de la frase expresada en lenguaje matematico elemental,
y (i) la incomprension del lenguaje algebraico en contexto geomeétrico.
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Del proceso de andlisis, se deriva un conjunto de dificultades que se puede
sintetizar del siguiente modo:

e Interpretacion iconica de una situacion en contexto.

* Incomprension de la relacion de dependencia entre variables en contexto.
* Incomprension del comportamiento de la funcion.

* Incomprension del lenguaje algebraico en contexto geomeétrico.

En particular, el conocimiento que se tiene sobre los contextos geomeétrico
y algebraico constituye un obstaculo en el proceso para concebir y construir las
diferentes formas de representar una funcion. Para muchos estudiantes, resulta
incomprensible incluso la expresion verbalmente planteada, causado, quizas, por
un proceso de ensenanza-aprendizaje que se fundamenta en la reiteracion de
ejercicios rutinarios carentes de significado para los estudiantes.

CONCLUSIONES

Las conclusiones estan condicionadas por las caracteristicas del contexto en que se
realiza este trabajo y por el enfoque metodologico de la investigacion, que inclu-
ye la innovacion didactica. En consecuencia, se presentan conclusiones en dos
apartados, respecto a cada uno de los conceptos analizados.

Respecto al concepto de funcion. El concepto de funcion es, en general,
identificado por los estudiantes con la existencia de una relacion de dependen-
cia, pero no se comprende la regla que domina dicha relacion; se ha constatado
que muchos estudiantes no son capaces de establecer la relacion entre las varia-
bles de la funcion. Por otra parte, algunos estudiantes son capaces de recitar la
definicion del concepto de funcion, pero fracasan en decidir si una grafica repre-
senta o no una funcion. Por otra parte, la idea que se tiene sobre los conceptos
de preimagen e imagen de la funcion causa confusion en la comprension de la
regla de la funcion.

Se encontré que el estudiante necesita recuerdos inmediatos o prototipos para
responder una pregunta o para abordar la solucién de un problema. La estruc-
tura cognitiva del estudiante estd mas asociada con algunas de las caracteristicas
de la funcion que con el propio concepto de funcion, especialmente cuando
éstas se visualizan mediante la representacion grafica. Algunas dificultades tie-
nen estrecha relacion con la propia experiencia personal del estudiante, basado
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Unicamente en lo estudiado en la clase, y no se desarrolla la capacidad de utilizar
este concepto de una manera flexible en situaciones conocidas o problemas que
formen parte de sus experiencias personales y conocimientos anteriores.

Las tareas de interpretacion y construccion del concepto de funcion se ven
afectadas por el efecto combinado de los significados sobre este concepto y del
conocimiento que se tiene sobre los contextos en que se deben realizar dichas
tareas. En el estudio se ha podido constatar que:

1. El nivel de conocimiento sobre el contexto geométrico es muy elemental;
para muchos estudiantes resulta conflictiva la tarea de construir las dife-
rentes formas de representacion del concepto de funcion.

2. La mayoria de los estudiantes no tiene la habilidad para establecer la
relacion entre los diferentes sistemas de representacion (modelos, diagra-
mas, lenguaje hablado y simbolos escritos).

3. Muchos estudiantes se limitan tinicamente a trabajar con la representacion
algebraica de la funcion.

4. Existe un nivel bajo de comprension del lenguaje algebraico en el contexto
geométrico.

Los estudiantes que cursaron Calculo I, a diferencia de los que participaron
en la innovacion, poseen otras dificultades en la comprension del concepto de
funcion. Se ha observado que:

e No se comprende la relacion entre las variables de la funcion.

* No se identifican el dominio y el codominio de la funcion ni tampoco la
relacion entre ellos.

* Se asume la propiedad de linealidad o de crecimiento constante como
rasgo caracteristico del comportamiento de una funcion.

* A pesar del énfasis en la representacion algebraica de la funcion, se des-
conoce el propio significado de esta representacion.

Respecto al concepto de maximo (minimo) relativo de una funcion. El con-
cepto de extremo se explica, en el mejor de los casos, considerando el cambio
del comportamiento de la funcién o por su posicion en una cierta localidad de
valores. Pero en las respuestas, la imagen evocada es la visualizacion grafica del
concepto, en la cual el estudiante se siente mas comodo para expresar sus ideas.
En muchas ocasiones el estudiante no hace referencia alguna al concepto de
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funcion ni a los cambios de comportamiento de una de sus variables con res-
pecto a los cambios en la otra. Unido a ello, el estudiante no puede establecer
la relacion entre dos sistemas de representacion del concepto: la representacion
grafica y la descripcion verbal.

Al comenzar los estudios, muchos estudiantes poseen un esquema conceptual
que asocia los valores maximo y minimo de una funcion con la idea de altura.
Resulta interesante que esta concepcion no varia sustancialmente después de
haber estudiado, en el curso de Calculo I, los conceptos de funcion y de extremo
de una funcion. Se pudo constatar que las dificultades en el aprendizaje del
concepto de extremo derivan del conocimiento que se tiene sobre el concepto
de funcion, hasta el punto de que la propia definicion de funcion constituye una
dificultad en el aprendizaje de extremo.
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