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Resumen: El presente articulo analiza los contenidos del subtema “nociones de
probabilidad” de los programas de estudio de matemaéticas de secundaria de 2006
en México. En primer lugar, se describen los “conocimientos vy habilidades™ que
presenta el programa en el subtema en cuestion v se determina el concepto
clave que los sustenta de manera que sea comparable, por un lado, con las
“ideas fundamentales” de Heitele (1975) v, por otro, con los temas de probabili-
dad de los curriculos actuales de cinco paises, Australia, Reino Unido, Estados
Unidos, Espana y el de México de 1993. En seguida, se analizan los problemas
propuestos en las secciones “Orientaciones didacticas” del programa de 2006
sobre la base de los elementos de la alfabetizacion probabilista propuesta por
Gal (2005). En el analisis comparativo destacan dos aspectos ausentes del
programa mexicano: el tema de probabilidad frecuentista y la preocupacion por
ampliar los contextos; aspectos en los que se hace énfasis en la literatura que se
revisa.
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alfabetizacion probabilista.

Probability in the mathematics syllabus in secundary education in Mexico

Abstract: This article analyses the contents under the subtitle “probability
notions” of the year 2006 syllabus of Mathematics for middle schools in Mexico.
Firstly, it describes the “knowledge and skills” under the subtheme of “probability
notions” of the syllabus and determines the key concepts behind them in a way
that is comparable, on one hand, to the “fundamental ideas” of Heitele (1975) and,
on the other hand, to the contents of the current syllabi of five countries: Australia,
UK, USA, Spain, and that of Mexico in 1993. Secondly, the problems listed
under the section: “didactic guidelines” of the 2006 syllabus is analyzed using the
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elements of a probabilistic literacy as proposed by Gal (2005). The comparative
analysis shows two elements omitted in the Mexican syllabus; they are issues of
frequency probability and concerns about expanding the contexts. These issues
are addressed/emphasized in the literature reviewed.

Keywords: probability, syllabus, fundamental ideas, probabilistic literacy.

INTRODUCCION

En México hay un Curriculo Nacional que prescribe las materias, contenidos y
enfoque pedagogico que guia la accion educativa en los niveles basicos (prees-
colar, primaria y secundaria). Puesto que muchos otros paises también definen
y siguen curriculos nacionales, se han realizado estudios y reflexiones sobre la
naturaleza y alcances de esta modalidad educativa. Como resultado de esos
estudios, se ha concluido que los profesores en cualquier parte del mundo no
siguen fielmente sus curriculos nacionales, que hay una gran diferencia entre
los curriculos “propuestos” y los curriculos “realizados” o implementados en los
salones de clases. Incluso, lo que realmente aprenden los estudiantes, el llamado
curriculo “logrado”, a menudo tiene poca relacion con los anteriores (Travers y
Westbury, 1989; Robitaille y Garden, 1989, citados en Howson, 1991). Estas
consideraciones llevan a Howson (1991, p. 3) a preguntarse: ¢realmente son muy
importantes los curriculos nacionales?

Howson considera que la respuesta es positiva, los curriculos nacionales son
importantes a pesar de que sea otro el curriculo implementado y otro el logrado.
En particular, el curriculo de matematicas envia un mensaje sobre los objetivos
y aspiraciones de la nacion para la educacion matematica y una creencia sobre lo
que se puede alcanzar; el curriculo de matematicas nacional refleja, o deberia
reflejar, la manera en que se percibe la ensenanza de las matematicas en el pais.
Por tanto -afirma Howson- “el curriculo de matematicas nacional debe tener
una estructura educacional, matematica y pedagogica muy clara” (p. 3).

En relacion con los temas de probabilidad, surge la pregunta: el programa de
matematicas para la secundaria 2006 envia el mejor mensaje a los profesores y
estudiantes para promover una cultura probabilista? Aunque es dificil responder
esta pregunta de manera definitiva, en este articulo se hace un esfuerzo por
contribuir con elementos para formarse una opinion razonada sobre la calidad
de la propuesta de probabilidad en el curriculo mexicano.
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ANTECEDENTES

Para llevar a cabo el andlisis del tema de probabilidad para la ensefianza secun-
daria, se analizaran las propuestas que se presentan en el programa, utilizando
el punto de vista de los resultados de la didactica de la probabilidad. En las
siguientes dos secciones de este apartado, se resumen los elementos que per-
mitirdn apreciar el analisis que se realizard. En la primera seccion se exponen
brevemente los tres principales acercamientos a la nocion de probabilidad, con
comentarios sobre sus posibilidades. La segunda seccion se refiere a las ideas
previas v a las formas de razonamiento que frecuentemente tienen los estudian-
tes acerca del azar y la probabilidad.

ENFOQUES DE PROBABILIDAD

Como se vera mas adelante, en los programas del nivel de secundaria se pro-
pone estudiar al menos uno de tres enfoques de probabilidad; en seguida los
describiremos y se comentaran algunas de sus dificultades y limitaciones.

El enfoque cldsico

Este enfoque consiste en la asignacion de probabilidades en un experimento con
un dispositivo aleatorio en el que los resultados son equiprobables; la probabili-
dad de un evento se obtiene del cociente de la cardinalidad del evento entre la
cardinalidad del espacio muestral.

Metz (1998) revisa la literatura sobre la comprension de la nocion de pro-
babilidad y sefiala que “la investigacion indica que los niflos pequenios tienen
rudimentos de la probabilidad clasica, en el sentido de que infieren informacion
de la estructura de dispositivos aleatorios para realizar anticipaciones” (p. 162).
Green (1982) informa como la solucion correcta de un problema sencillo, cuya
solucion depende de una comprension elemental del enfoque clasico, aumenta de
38% de respuestas correctas en 6° grado a 71% en 9° (3° de secundaria).

Sin embargo, las dificultades aumentan considerablemente cuando las situa-
ciones requieren elementos de andlisis combinatorio para construir el espacio
muestral (Benson y Jones, 1999; Zimmerman y Jones, 2002). English (2005) estudia
el desarrollo del razonamiento combinatorio de los alumnos v, a pesar de que
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concluye que “aun los ninos pequenos son capaces de trabajar efectivamente con
situaciones combinatorias cuando éstas estan inmersas en contextos significati-
vos” (p. 137), se reconoce que la combinatoria provoca dificultades en todos los
niveles escolares.

Una limitacion del enfoque clasico que ha llevado a algunos autores a pro-
poner como alternativa el enfoque frecuentista es que aquél es aplicable soélo
a situaciones que generan un espacio muestral equiprobable. Fuera de situacio-
nes de juego, hay muy pocas situaciones de la naturaleza o sociales que pueden
modelarse razonablemente con un espacio muestral equiprobable.

El enfoque frecuentista

En este enfoque, también llamado experimental o empirico, la probabilidad de un
evento es una cantidad desconocida que se puede estimar experimentalmente.
Para este proposito se define la nocion de frecuencia relativa de un evento en
pruebas repetidas en las mismas condiciones.

Aludiendo al enfoque frecuentista, Green (1982) sugirio que era necesario
que se realizaran actividades prdcticas en las clases de probabilidad desde
temprana edad. Shaughnessy (1983) propuso que la introduccion de la proba-
bilidad deberia estar basada en actividades y experimentos, primero prediciendo
resultados v confrontando las predicciones con los resultados de simulaciones y
experimentaciones, y solo después pasar a su estudio formal, método que utilizo
en sus investigaciones para observar los efectos de la instruccion en el uso y
modificacion de concepciones errdoneas de los estudiantes sobre probabilidad
(Shaughnessy, 1977).

Aunque el enfoque tiene la ventaja de ligar los conceptos tedricos con los
eventos aleatorios de situaciones reales, también tiene desventajas que vale la
pena comentar. Una, que suele ser molesta para los estudiantes, es que no pro-
porciona el valor exacto de una probabilidad. Otra, que va de la mano con ella,
se refiere a la determinacion de las veces que resulta pertinente repetir una expe-
riencia para alcanzar una buena estimacion de la probabilidad. A menudo se pide
repetir la experiencia “muchas veces”, sin discutir lo problemético que puede ser
para el alumno determinar el niimero minimo de repeticiones para que se vean
los efectos de la probabilidad. Adoptando una posicion constructiva, la existencia
de estas dificultades se puede convertir en una oportunidad para trabajar los
temas de estimacion y aproximacion en contextos de probabilidad.
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Se ha sefialado (Hawkins y Kapadia, 1984; Batanero, Henry y Parzysz, 2005)
que otro inconveniente importante de este enfoque es que existe un gran niimero
de situaciones que no se pueden repetir en las mismas condiciones, situaciones
en las que, sin embargo, tiene sentido hablar de probabilidades. Por esta razon,
estos mismos autores, recomiendan, ademas, un enfoque subjetivista en la ense-
fanza y no solo el acercamiento frecuentista o experimental.

El enfoque subjetivista

La probabilidad subjetiva de un evento es un niimero entre cero y uno asignado
por el investigador o resolutor y el cual representa su grado de creencia sobre la
ocurrencia del evento. Esta teoria fue expuesta de manera amplia por De Finetti
(1974), aunque sus raices se remontan a la época en que surge la probabilidad
(Hacking, 1975).

Steinbring y Von Harten (1983) sugirieron que un método subjetivo permite
asignar una probabilidad a un amplio rango de situaciones, incluidas aquéllas en
las que tanto el método frecuentista como la probabilidad clasica o a priori no
son aplicables.

Hawkins y Kapadia (1984) sostienen que la via mas fructifera para construir
un buen marco de referencia para que los nifios desarrollen ideas probabilisticas
es utilizar los métodos subjetivos, ademas de los enfoques clasico y frecuentista.
Consideran que la probabilidad subjetiva es mas accesible a los nifios pequeiios
que las otras maneras de introducir la probabilidad. Este punto de vista lo reitera
Kapadia (2008) 23 afios después en una discusion en su critica al curriculo de
Inglaterra.

Son pocos los informes de investigacion sobre las dificultades de aprendizaje
del enfoque subjetivo. La razon puede ser que no es comtn en los programas
de estudio. Por ejemplo, de los que analizaremos mas adelante, sélo el del Reino
Unido lo incluye.

En general, en relacion con los diferentes enfoques de probabilidad, varios
investigadores proponen que se ofrezcan oportunidades en la educacion basica
para aprovechar las tres maneras de asignar probabilidades y que se elija el que
represente el mejor modelo de la situacion en cuestion (Shaughnessy, 1992).
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SESGOS EN EL APRENDIZAJE DE LA PROBABILIDAD

Una de las lineas méas desarrolladas de la investigacion en la educacion matema-
tica (o didactica de la matematica) ha sido el estudio de errores y dificultades de
los estudiantes al enfrentar diferentes conceptos matematicos. Se ha descubierto
que los errores sistematicos no se pueden atribuir a distracciones ni a las dificul-
tades por falta de atencion o estudio o solo a la propia complejidad del concepto,
sino que muchas veces se deben a que los estudiantes tienen sus propias ideas
previas sobre las situaciones, las cuales suelen ser persistentes e inconsistentes con
el punto de vista normativo. Sobre todo en probabilidad, las personas mantienen
un conjunto de ideas que contradicen los resultados del calculo vy la teoria, por
lo que es necesario que en la ensefianza se tengan en cuenta y se procure su
superacion (Garfield y Alhgren, 1988).

«Cuanto se refleja en los temas de probabilidad del programa la consideracion
de las ideas previas que suelen tener los estudiantes? Para responder, conviene
tener en cuenta las concepciones mas importantes relacionadas con el nivel de
secundaria para buscar de qué manera se incluyen en el programa. Se mencio-
naran aqui solo tres que son especialmente importantes en este nivel, a saber: el
sesgo de equiprobabilidad, el sesgo de la atencion y la representatividad.

Sesgo de equiprobabilidad

Este sesgo consiste en una tendencia de los estudiantes a pensar que los resul-
tados de una experiencia aleatoria tienen la misma probabilidad. En los experi-
mentos de Lecoutre (1992) y Lecoutre y Cordier (1990), se describe la creencia
de los sujetos en la equiprobabilidad de dos sucesos de un experimento aleato-
rio. Este consiste en lanzar un dado dos veces y observar la suma de las caras que
caen; se pide que se compare la probabilidad de obtener una suma de 5 con
la de obtener una suma de 6. Esta pregunta se hace de diferentes maneras
y la respuesta de la mayoria sigue siendo que los dos eventos tienen la misma
probabilidad. Los autores sostienen que la causa no es atribuible a una falta de
razonamiento combinatorio, sino a una idea de que si un experimento es al azar,
todos sus resultados deben tener la misma probabilidad. Es posible que el sesgo
de equiprobabilidad sea fomentado, en lugar de superado, con una ensefianza que
sobreestime el enfoque clasico.
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Sesgos de la atencion

Falk (1983) investigo las estrategias de los nifios al pedirseles que elijan una
de dos urnas con diferentes proporciones de bolas negras y blancas para que
extraigan de ella una bola al azar de alguno de esos colores, por ejemplo, blanca.
Surgieron tres estrategias diferentes que llevan a una valoracion parcial de las
probabilidades, a saber, elegir la urna con mas bolas blancas, elegir la urna con
menos distractores (bolas negras) o seleccionar la urna con la mayor diferencia
a favor de las bolas blancas. En las dos primeras, los estudiantes atienden a una
sola variable, en la segunda, consideran ambos colores pero con una estrategia
aditiva. Este tipo de tareas tienen el inconveniente de que pueden asumirse
como tareas de comparacion de fracciones o numeros relativos (¢dos en tres es
mayor que tres en cuatro?) y no como tareas de probabilidad en las que esteé
presente la incertidumbre.

Representatividad

La heuristica de representatividad consiste en evaluar la probabilidad de un evento
sobre la base del grado en el que el sujeto percibe que el evento representa a la
poblacion de la que proviene o el proceso que lo genera. Cuando en este tipo de
razonamiento se ignora el tamano de la muestra o el papel de la independencia
de las selecciones, se producen sesgos en las estimaciones de probabilidades
(Tversky y Kahneman, 1982). El ejemplo clasico del sesgo de representatividad
se presenta cuando se pide evaluar qué es mas probable al seleccionar una
familia de seis descendientes: que la secuencia de hijos sea HHHHHH o que sea
HMMHMH (donde H significa “hombre” y M “mujer”). Los estudiantes sugieren
que la segunda es mas probable, pues es mas representativa del hecho de que

1 . L
cada sexo tiene 5 de probabilidad de ocurrir; sin embargo, el calculo de proba-

bilidades dice que ambas secuencias son igualmente probables.

La falacia del jugador es una expresion de la heuristica de la representati-
vidad y consiste en la creencia de que después de la ocurrencia repetida de un
resultado, un jugador tiende a pensar que la probabilidad del resultado alterna-
tivo aumenta, aunque los eventos sucesivos sean independientes.
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METODOLOGIA

El problema de analizar el curriculo es muy complejo, aunque dicho analisis solo
se enfoque a una materia e incluso a un subtema, como es el caso en este tra-
bajo. La razon es que el curriculo es un sistema formado por varios subsistemas;
los siguientes son los mas representativos:

a) Contenido pedagogico

b) Contenido matematico

¢) Problemas matematicos (de probabilidad en nuestro caso)
d) Expresiones verbales/Lenguaje

Este trabajo se restringe al subtema “Nociones de probabilidad” y se concentra
sobre todo en los subsistemas by c.

Los datos que se analizan son los “conocimientos y habilidades” y las “orienta-
ciones didacticas” del subtema “nociones de probabilidad” del Programa de Estudio
(SEP, 2006). Hemos utilizado como marcos de referencia para analizar dichos datos
las ideas fundamentales de Heitele (1975), los temas de probabilidad de los pro-
gramas de otros paises y los elementos de una cultura probabilista de Gal (2005).

El procedimiento ha sido:

1. Determinar los temas que subyacen en los “conocimientos v habilidades”
del Programa de Estudio (SEP, 2006). Esto implica un proceso de reduccion
que se expone con detalle mas adelante.

2. Compararlos con las ideas fundamentales de Heitele. Previamente se
resume la exposicion de este autor en lo referente a las ideas fundamen-
tales para estocasticos que propone.

3. Compararlos con los temas de probabilidad del curriculo de cuatro paises.
Una lista de tales temas del curriculo de tres paises elaborada por Jones,
Langrall y Mooney (2007), mas los formulados en el curriculo de Esparia, son
utiles para este proposito.

4. Comparar las “orientaciones didacticas” del programa con los elementos
de una cultura probabilista de Gal (2005).

Este procedimiento proporciona ausencias y presencias relevantes que permi-
ten tanto dar una vision general de la manera en la que se trata la probabilidad en
el programa, como formular algunos comentarios criticos especificos.
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EL SUBTEMA “NOCIONES DE PROBABILIDAD” DEL PROGRAMA

Con referencia a los programas de estudio, se puede observar que, antes de enlis-
tar los contenidos de los programas por grado y por bloque, hay tres secciones
que describen los propositos, enfoque y evaluacion, precedidas de una presen-
tacion y una introduccion. En la introduccion se declara el objetivo general que
se persigue:

Mediante el estudio de las matematicas se busca que los nifios y jovenes
desarrollen una forma de pensamiento que les permita expresar matemati-
camente situaciones que se presentan en diversos entornos socioculturales,
asi como utilizar técnicas adecuadas para reconocer, plantear y resolver pro-
blemas; al mismo tiempo se busca que asuman una actitud positiva hacia el
estudio de la disciplina, de colaboracion y de critica (SEP, 2006, p. 7).

También en la introduccion, se informa que los contenidos se organizan en
tres grandes ejes v se hace una breve descripcion de cada uno de ellos. Sobre
el eje Manejo de la informacion, en el que se incluyen las nociones de proba-
bilidad, se dice:

Manejo de la informacién tiene un significado muy amplio. En estos pro-
gramas se ha considerado que la informacion puede provenir de situaciones
deterministas, definidas —por ejemplo, por una funcion lineal-, o aleatorias, en
las que se puede identificar una tendencia a partir de su representacion
grafica o tabular (SEP, 2006, p. 7).

En la seccion de los propositos se dice lo siguiente referido al eje Manejo de la
informacion:

En cuanto al eje Manejo de la informacion, se resuelven problemas que
requieren el andlisis, la organizacion, la representacion y la interpretacion de
datos provenientes de diversas fuentes. Este trabajo se apova fuertemente
en nociones matematicas tales como porcentaje, probabilidad, funcion y, en
general, en el significado de los ntimeros enteros, fraccionarios v decimales
(SEP, 2006, p. 9).
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Lo anterior es todo lo que se puede encontrar relacionado con las nociones
de probabilidad. No es posible responder facilmente la pregunta: écudles son los
propoésitos de la ensefianza de la probabilidad? O digamos que solo puede
responderse de manera general, sin que haya especificidad para la probabilidad,
a saber, que “los estudiantes expresen matematicamente situaciones”, “utilicen
técnicas para reconocer, plantear y resolver problemas” y “resuelvan problemas
que requieren el andlisis, la organizacion, la representacion vy la interpretacion
de datos..”

En conclusion, debe buscarse una respuesta méas especifica en las secciones
“Conocimiento y habilidades” y “Orientaciones didacticas”, donde traten el sub-
tema de “nociones de probabilidad”.

CONOCIMIENTOS Y HABILIDADES DE LOS SUBTEMAS
“NOCIONES DE PROBABILIDAD”

En los tres grados se enuncian nueve puntos de “conocimientos y habilidades”
bajo el subtema “nociones de probabilidad”. Estos se transcriben a continuacion
con una reformulacion que trata de hacer explicitos algunos de los aspectos
implicitos que pueden ayudar a entenderlos.

PRIMER GRADO

e Enumerar los posibles resultados de una experiencia aleatoria.

» Utilizar la escala de probabilidad entre O y 1 y vincular diferentes maneras
de expresarla.

» Establecer cual de dos o méas eventos en una experiencia aleatoria tiene
mayor probabilidad de ocurrir y justificar la respuesta (SEP, 2006, p. 48).

* Reconocer las condiciones necesarias para que un juego de azar sea justo,
basandose en la nocion de resultados equiprobables v no equiprobables
(sEp, 2006, p. 60).

Si a este grupo de “conocimientos y habilidades” para primer ano se agregan
algunos elementos que tengan en cuenta el enfoque, se pueden reformular de
la siguiente manera sin desvirtuar la intenciéon inicial:
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“El profesor propiciara que los estudiantes enumeren los resultados de una expe-
riencia aleatoria, promovera que sean conscientes de la propiedad de que las
probabilidades son niimeros entre cero y uno y que sean capaces de expresar-
las como fraccion, decimal y/o porcentaje. También, los guiard para que aprendan a
comparar las probabilidades de diferentes eventos. Finalmente, debera ayudarlos
a reconocer cuando un juego es justo o no, teniendo en cuenta las probabilida-
des de ganar de los jugadores. Si estas probabilidades son iguales, el juego es
justo, de lo contrario no lo es”

Esta reformulacion incluye el papel del maestro que el enunciado original
deja sin aclarar.

SEGUNDO GRADO

» Distinguir en diversas situaciones de azar eventos que son independientes.

e Determinar la manera en la que se puede calcular la probabilidad de
ocurrencia de dos 0 mas eventos independientes (SEP, 2006, p. 95).

» Distinguir en diversas situaciones de azar eventos que son mutuamente
excluyentes.

* Determinar la manera en la que se puede calcular la probabilidad de
ocurrencia (SEp, 2006, p. 102).

“El profesor sugerira situaciones en las que se presenten eventos indepen-
dientes v pedird a los estudiantes que los identifiquen; elegird dos eventos
independientes y les pedira que calculen sus probabilidades; después pregunta-
ra como influye la ocurrencia de uno de ellos en la probabilidad del otro.
Procurard que los estudiantes descubran que, para eventos independientes, la pro-
babilidad de ocurrencia conjunta es el producto de las probabilidades.

“También sugerira situaciones en las que se presenten eventos mutuamente
excluyentes; buscara que vean que, cuando dos eventos son mutuamente exclu-
yentes, la probabilidad de su union es la suma de las probabilidades.”

TERCER GRADO

» Utilizar simulacion para resolver situaciones probabilistas (SEP, 2006,
p. 119).
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“El profesor formulard problemas cuya solucion sea dificil calcular con los
meétodos aprendidos, pero en cambio, deberdan poder resolverse mediante simu-
lacion. Tales problemas le serviran para mostrar a los estudiantes el método de
simulacion.”

IDEAS IMPORTANTES CONTENIDAS
EN LOS CONOCIMIENTOS Y HABILIDADES

Para poder comparar con otros curriculos de probabilidad y con otros analisis,
conviene preguntarse: écuales son las ideas o temas importantes que organizan
estos conocimientos y habilidades? Es necesario buscar esos temas generales en la
medida en la que el formato vy la presentacion de los planes oficiales no declaran
explicitamente los contenidos, sino que prescriben acciones caracterizadas por los
verbos: enumerar, utilizar, establecer, reconocer, distinguir, determinar.

Para realizar esta lista, se deben observar las acciones que se proponen e
interpretarlas para determinar el tema general bajo el cual podrian aparecer, por
ejemplo: “..los posibles resultados de una experiencia aleatoria” es parte del tema
Espacio muestral; “la escala de la probabilidad entre O v 1 y vincular diferentes
formas de expresarla” es la propiedad 0 < p < I; que se puede asimilar a un
tema de “propiedades de la probabilidad”; el sisuiente punto que se refiere a la
pregunta “cudl de dos 0 mas eventos en una experiencia aleatoria tiene mayor
probabilidad de ocurrir y justificar la respuesta” implica conocer alguna “defini-
cion de probabilidad” (clasica o frecuentista), pues la justificacion tiene que ser
en términos de la asignacion de una probabilidad a cada uno de los eventos y
luego comparar los niimeros resultantes; la comparacion de niimeros no es obje-
to de la probabilidad, por lo tanto, lo importante en la comparacion es el “calculo
o estimacion de las probabilidades”. Propongo el tema “Probabilidad” para agru-
par “definicion, calculo o estimacion y propiedades de la probabilidad”. EI punto
sobre “las condiciones necesarias para que un juego de azar sea justo, sobre la
base de la nocion de resultados equiprobables y no equiprobables” lo resumiré
en “juego justo vy equiprobabilidad”. No es dificil acordar que los dos primeros
puntos de sesundo ano pueden quedar bajo el tema “Independencia y regla del
producto”; en contraste, si lo es determinar el tema general de los otros dos puntos
de segundo afio. Uno de ellos se refiere a eventos mutuamente excluyentes, pero
no es comun un tema llamado “Eventos mutuamente excluyentes”; en el otro, la
expresion “Determinar la manera en la que se puede calcular la probabilidad de
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ocurrencia” es desafortunada, va que literalmente seria simplemente “calculo de
probabilidad”, pero por su posicion en el programa podemos interpretar que se
refiere al célculo de probabilidades de una “union” de dos eventos mutuamente
excluyentes. Habria sido muy facil expresarlo asi: “Célculo de la unién de eventos
mutuamente excluventes”, pero observando el lenguaje utilizado en el programa,
se puede deducir que se evita la terminologia conjuntista. Sin esta herramienta, se
complica la manera de hablar de las operaciones de eventos, por ejemplo, el punto
en cuestion deberia decir: “Determinar la manera en la que se puede calcular
la probabilidad de ocurrencia de al menos uno de dos eventos mutuamente
excluyentes”. En consecuencia, dicho punto se puede incluir en el tema: “regla
de la suma” para eventos mutuamente excluyentes. Finalmente, también sera facil
acordar que el Unico tema de tercer grado se ponga bajo el tema “simulacion”.

Entonces, es razonable decir que las ideas o temas importantes de las nociones
de probabilidad en el programa de secundaria son las seis siguientes:

Espacio muestral

Probabilidad

Equiprobabilidad vy juego justo

Independencia y regla del producto

Regla de la suma (para eventos mutuamente excluyentes)
Simulacion

S Ul W

A continuacion se partird de la lista anterior para detectar diferencias y simili-
tudes con otras propuestas de temas importantes o grandes ideas en probabilidad
para este nivel escolar.

LAS “IDEAS FUNDAMENTALES” EN PROBABILIDAD

Una de las primeras listas de ideas importantes de probabilidad vy estadistica para
organizar la parte del curriculo sobre estos temas fue propuesta por Heitele (1975),
quien consideraba, basado en proposiciones teoricas de Bruner, que para cada
disciplina hay un conjunto de ideas de un gran poder explicativo que pueden ser
ensefadas desde los niveles elementales hasta los universitarios. Para su ensenan-
za en cada etapa de desarrollo, tales ideas conservan su estructura y solo difieren
en el lenguaje con el que se describen y en su nivel de elaboracion. La lista de
“Ideas fundamentales” de Heitele es la siguiente:
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Normando las expresiones de nuestra creencia

Heitele incluye la idea de que las expresiones como “creo que esto es asf’,
“es algo cierto”, etc. se pueden “normar” de manera que a lo imposible se le
asigne el cero, mientras que a lo seguro el uno. Ademas, que la relacion
de orden entre nGimeros que representan probabilidades corresponde a
la relacion entre grados de creencias que van de menos a mas conviccion
sobre la ocurrencia de un evento.

El campo de la probabilidad

Esta idea incluye las nociones de experimento aleatorio, espacio muestral
y eventos. También abarca el azar o aleatoriedad, es decir, la nocion de
que una experiencia puede dar lugar a uno entre varios resultados sin que
se pueda predecir y que no es posible determinar causas ocultas o meca-
nismos que lleven a un resultado o que las causas o mecanismos son tan
complicados que es preferible ignorarlos y considerar que los resultados
son al azar.

Combinacion de probabilidades - La regla de la suma

La regla de la suma es un caso particular del procedimiento mas general
de encontrar probabilidades de eventos compuestos a partir de probabili-
dades de eventos simples.

Combinacion de probabilidades - Independencia

Se fortalece la idea anterior. Aqui es importante el concepto de proba-
bilidad condicional, es decir, como cambia el grado de creencia sobre la
ocurrencia de un evento cuando se cuenta con nueva informacion.
Equidistribucion y simetria

La definicion clasica de probabilidad se basa en una consideracion de
simetria de los objetos aleatorizadores, como monedas y dados, que lleva
a la equidistribucion de los resultados.

Combinatoria

La combinatoria se considera una rama de la matematica que brinda un
fuerte apoyo a la probabilidad, ya que muchas preguntas sobre espacios
muestrales complejos se traducen en problemas de combinatoria.
Modelo de urna y simulacion

Con los modelos de urna se pueden representar un gran ntiimero de situa-
ciones de azar de tipo discreto. La idea de “eleccion aleatoria” se ilustra
mediante este modelo. Pueden definirse experimentos complejos mediante
encadenamientos de acciones en diversas umas. Con la técnica de simulacion,
Heitele también asocia el enfoque frecuentista de la probabilidad.
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8. La idea de variable estocdstica
En la historia de la probabilidad, la clarificacion del concepto de variable
aleatoria (estocéstica) proporciond un lenguaje con el que procedimientos
sumamente especializados y complejos se volvieron accesibles para un
circulo mas amplio de estudiosos y usuarios de la probabilidad.

9. Las leves de los grandes ntimeros
La nocion empirica y tedrica de la ley de los grandes numeros es funda-
mental para entender el sentido de las afirmaciones de la probabilidad.
Mientras que los resultados individuales son totalmente impredecibles, los
resultados masivos presentan patrones generales de comportamiento.

10. La idea de muestra
La inferencia se basa en el concepto de muestra representativa. Juzgar la
fuerza de las afirmaciones estadisticas no solo depende de los métodos
racionales utilizados, sino también de las caracteristicas de las muestras y
de como se obtienen.

Conviene notar que los seis topicos que sintetizan el Programa de Estudio de
Secundaria (SEP, 2006) son semejantes a algunas de las ideas fundamentales
expuestas por Heitele. En efecto, los “conocimientos y habilidades” que el
Programa de Estudio propone se relacionan con las ideas fundamentales 2, 3,
4, 5,6y 7 de este autor; sin embargo, no las cubren en su totalidad.

A continuacion describiremos los puntos de contacto v las diferencias en
cada caso.

El sistema de la descripcion serd considerar la idea de Heitele y ver cudles del
Programa abarca.

Idea fundamental 1. Esta idea, que sugiere aprovechar el sentido de lo “poco
probable”, “muy probable”, “isualmente probable” para construir una escala de pro-
babilidad, es decir, para asociar niimeros a esos grados de creencia que asigna-
mos a diferentes eventos, no se considera en el actual programa.

Idea fundamental 2. Esta se relaciona con los topicos de “espacio muestral”
y “probabilidad” del Programa de Estudio; sin embargo, Heitele subraya la alea-
toriedad, mientras que este tema esta ausente en el programa.

Idea fundamental 3. La regla de la suma esta cubierta parcialmente por el
punto 5 del Programa de Estudio, ya que en éste la regla se propone solo para
eventos mutuamente excluyentes.

Idea fundamental 4. El Programa de Estudio solo sugiere el tema de inde-
pendencia, mientras que Heitele, ademas, le da mucha importancia a la nocion
de probabilidad condicional.
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Idea fundamental 5. Solo la consideracion de distribuciones equiprobables
hace semejante el punto “equiprobabilidad y juego justo” del Programa con la
idea de “equidistribucion y simetria”. Con esta idea fundamental Heitele propone
al andlisis de la simetria de artefactos aleatorizadores para justificar la suposicion
de equiprobabilidad, mientras que en el Programa no hay sugerencias en ese
sentido, solo se propone el analisis de las probabilidades de un juego para saber
si es justo; es decir, determinar la probabilidad de ganar de los contendientes
y compararlas. En caso de que haya equiprobabilidad de esos eventos el juego
es justo.

Idea fundamental 6. El caso de la combinatoria se trata en el Programa, pero
no hajo el subtema “Nociones de probabilidad” sino bajo “Diagramas y tablas”. Sin
embargo, en varias “orientaciones didacticas” de los temas de probabilidad del
Programa se sugiere el uso de operaciones combinatorias.

Idea fundamental 7. La coincidencia es en la técnica de simulacion para
resolver problemas cuya solucion por el método convencional puede resultar
dificil para los estudiantes. Heitele abunda en la importancia del modelo de urna
para representar diversas situaciones y en su relacion con el enfoque frecuentista
de la probabilidad, mientras que en el Programa no se hacen explicitos estos
aspectos.

En resumen, se puede observar que los puntos del Programa estan conte-
nidos en las ideas fundamentales de Heitele, pero no las cubren en su totali-
dad. Las ideas fundamentales 1, 8, 9 vy 10 no son tratadas en los subtemas de
“Nociones de probabilidad” del Programa. Los topicos como el de aleatoriedad,
regla general de la suma, probabilidad condicional, simetria, modelo de urna
v enfoque frecuentista de probabilidad se hacen explicitos en las ideas fun-
damentales de Heitele, pero no se mencionan en el Programa de Estudio de
Secundaria (SEP, 2006).

LAS IDEAS DE PROBABILIDAD
EN OTROS CURRICULOS DE SECUNDARIA

Hemos analizado los “conocimientos y habilidades” del Programa de Estudio
para determinar los seis temas generales que abarcan. Esto nos permitio hacer
una comparacion con las ideas fundamentales propuestas por Heitele. La labor
de haber determinado esos temas también nos permite hacer una comparacion
con curriculos de otros paises. A continuacion, presentamos una traduccion de
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los temas del curriculo de Australia, Reino Unido y Estados Unidos tomada de
Jones, Langrall y Mooney (2007), ademas, se presentan los temas de probabilidad
del curriculo de Espafia (Ministerio de Educacion y Ciencia, 2007) vy los temas del
curriculo de México de 1993 (SEP, 1993). Despueés de cada lista de contenidos,
se resume su comparacion con el programa mexicano.

Conviene aclarar que la escuela secundaria en Meéxico es obligatoria, tiene
tres grados (1°, 2° y 3°) después de lo seis grados de primaria y atiende a los
adolescentes de mas o menos 12 a 14 afos. En Inglaterra el nivel “key stage
37 es equivalente al mexicano, pues va de los grados 7 a 9. En Estados Unidos,
el nivel middle school abarca los grados de 6 a 8, esto significa que comienza
un ano antes que la secundaria en México y, como consta de 3 afios, también
termina un ano antes. En Australia y Espania, sus respectivos curriculos del nivel
de secundaria abarcan los grados de 7 a 10, es decir, tienen un ano mas que
el mexicano.

AUSTRALIA

«  Comprender y explicar los usos sociales de procesos de azar (por ejemplo,
investigar el uso de la probabilidad en seguros y juegos).

» Construir espacios muestrales para analizar y explicar resultados posibles
de experimentos simples y calcular probabilidades mediante el analisis de
casos igualmente probables (incluidos experimentos de uno, dos vy tres
etapas).

e Estimar probabilidades de eventos mediante su frecuencia relativa en la
repeticion de experiencias muchas veces.

* Modelar situaciones y organizar vy llevar a cabo simulaciones
[Comprender, construir, estimar, modelar].

Se puede observar que el curriculo de Australia tiene dos puntos que no
estan incluidos en los temas del Programa de Estudio mexicano. Uno es el que
se refiere a los “usos sociales de procesos de azar’ y el tercero, que se refiere a
estimar probabilidades mediante las frecuencias relativas. A la inversa, el curri-
culo de Australia no contempla la regla de la suma, la regla del producto ni la
independencia.
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ReiNo UNIDO

* Comprender y utilizar la frecuencia relativa como un estimador de la
probabilidad.

* Ser conscientes de que, cuando se asignan probabilidades, la frecuencia
relativa y las consideraciones de equiprobabilidad pueden no ser apropia-
das v, entonces, es necesario realizar una estimacion “subjetiva’”.

* Entender y aplicar la regla de la suma de probabilidades para eventos
mutuamente excluyentes.

»  Comprender que, cuando se trabaja con dos eventos independientes, la
probabilidad de la ocurrencia de ambos es menor que la probabilidad de
que alguno de ellos ocurra (excepto cuando la probabilidad es 0 o 1).

e Calcular la probabilidad de combinaciones de eventos dada la probabi-
lidad de cada uno de dos eventos independientes e ilustrar probabilidades
de eventos combinados de varios eventos, utilizando tablas y diagramas de
arbol.

En el curriculo del Reino Unido hay tres puntos que no cubre el curriculo
mexicano: el primero, que se refiere a la frecuencia relativa, el segundo, que
incluye la probabilidad subjetiva, y el cuarto, que alude a la desigualdad de que la
probabilidad de una conjuncién sea menor que la probabilidad de cualquiera
de sus coyuntos. A la inversa, este curriculo no menciona el espacio muestral ni
la simulacion.

A pesar de que el curriculo de todo Reino Unido hace explicita la inclusion
del enfoque subjetivo de probabilidad, Kapadia (2008) observa que el programa
que desarrolla el curriculo para Inglaterra no lo incluye; opina que es grave la
omision, pues “las nociones subjetivas de la probabilidad son las primeras nocio-
nes que desarrollan los nifios, aunque sobre una base informal” (p. 2).

Estapos UNIDOS

* Modelar situaciones mediante la organizacion v realizacion de experimen-
tos o simulaciones para determinar probabilidades.

*  Modelar situaciones describiendo su espacio muestral y calcular probabi-
lidades.
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e Apreciar el poder de utilizar un modelo de probabilidad mediante la com-
paracion de resultados experimentales con esperanzas matematicas.

* Hacer predicciones basadas en probabilidades tedricas o experimentales.

* Desarrollar una apreciacion del uso sostenido de la probabilidad en el
mundo real.

Hay interseccion del Programa de Estudio mexicano con el de Estados
Unidos so6lo en los dos primeros puntos. En el programa de México estan ausen-
tes: el punto 3, sobre frecuencia relativa y esperanza matematica, el 4, que habla
de la prediccion, y el 5, sobre los usos sociales de la probabilidad. A la inversa, el
curriculo de Estados Unidos no menciona la equiprobabilidad, la regla de la
suma, la regla del producto ni la independencia.

EsPANA

* Formulacion de conjeturas sobre el comportamiento de fenémenos alea-
torios sencillos vy disefio de experiencias para su comprobacion.

» Experiencias aleatorias. Sucesos y espacio muestral. Utilizacion del voca-
bulario adecuado para describir y cuantificar situaciones relacionadas con
el azar.

e (Calculo de probabilidades mediante la regla de Laplace. Formulacion
y comprobacion de conjeturas sobre el comportamiento de fenomenos
aleatorios sencillos.

e (Calculo de la probabilidad mediante la simulacion o experimentacion.

o Utilizacion de la probabilidad para tomar decisiones fundamentadas en
diferentes contextos. Reconocimiento vy valoracion de las mateméticas
para interpretar, describir y predecir situaciones inciertas.

Hay aspectos comunes del curriculo mexicano en los puntos 2, 3y 4 con el
espanol; pero solo parcialmente, pues en el mexicano no se menciona el vocabu-
lario y no se habla de comprobacion de conjeturas (1 y 4 del curriculo espariol).
Tampoco hay algo semejante al punto 5 del espaiiol, que se refiere al azary a los
usos sociales de la probabilidad. Por otro lado, el curriculo de Espana no sugiere
tratar la regla de la suma, la regla del producto ni la independencia.
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MEexico (1993)

Primer grado

Actividades v problemas que favorezcan:

El registro y tratamiento, en situaciones sencillas, de los resultados de
un mismo experimento aleatorio que se repite varias veces.

La exploracion y enumeracion de los posibles resultados de una expe-
riencia aleatoria.

La estimacion y comparacion de probabilidades en situaciones diversas,
de manera empirica o teorica.

La familiarizacion con algunas de las situaciones ideales de la proba-
bilidad: volados, lanzamientos de dados, rifas, ruletas, extracciones de
una urna, etcétera.

La apropiacion gradual del vocabulario empleado en la probabilidad:
resultados posibles, casos favorables, etcétera.

Uso de diagramas de arbol y arreglos rectangulares en la enumeracion de
los posibles resultados de una experiencia aleatoria (resultados de dos o
tres volados consecutivos, lanzamiento de dos dados, etcétera).
Expresion de la probabilidad de un evento como una fraccion, un decimal
y un porcentaje.

Segundo grado

Nocion frecuencial de la probabilidad:

Registro y tratamiento de los resultados de experimentos aleatorios.
Ejemplos para ilustrar el uso de la nocion frecuencial de la probabilidad.
Valores de la probabilidad v su significado usual.

Experiencias aleatorias y formula clasica:

Ejemplo de experiencias aleatorias con resultados equiprobables v no
equiprobables; ejemplos de experiencias repetidas.

Uso de diagramas de arbol en la enumeracion y descripcion de los
posibles resultados de una experiencia aleatoria.

Aplicaciones de la formula clasica de la probabilidad.

Elaboracion de tablas vy graficas de probabilidades.

Problemas sencillos que pueden resolverse por simulacion.
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e Primeros calculos con probabilidades:
- Probabilidad de que un evento no ocurra.
- Aplicaciones elementales de la regla de la suma.

Tercer grado

*  Nociones de la probabilidad:

- Enriquecimiento y explotacion de la nocion frecuencial en la solucion
de problemas de probabilidad.

- Aplicaciones diversas de la formula clasica de la probabilidad.

e (Calculos con probabilidades:

- Probabilidad de que un evento no ocurra; de que ocurra uno de dos
eventos; aplicabilidad del principio de la suma.

- Uso de diagramas de arbol en la enumeracion y descripcion de los
posibles resultados de un experimento aleatorio. Probabilidades de
transicion y regla del producto. Aplicaciones.

*  Solucion de problemas por simulacion; esquema de urnas de Bernoulli.

Como se puede observar, el programa de probabilidad de 1993 era muy exten-
so, de manera que el de 2006 tuvo que eliminar varios de los temas. Ademas, el
programa de 1993 contenia la idea de “curriculo en espiral”, promovida por Bruner,
que defendia la recurrencia de ideas fundamentales en los diferentes grados. Una
de esas ideas es la de probabilidad frecuentista; en primero, “La estimacion
v comparacion de probabilidades en situaciones diversas, en forma empirica’, en
segundo, “Nocién frecuencial de la probabilidad”, y en tercero, “Enriquecimiento y
explotacion de la nocion frecuencial en la solucion de problemas de probabilidad”.
Ahora bien, este tema no se menciona en absoluto en el programa de 2006. Esta
supresion trae como consecuencia que también se eliminaran varias experiencias
sugeridas en el programa de 1993, como el de realizar el registro de experiencias de
juego realizadas por los alumnos (que estaban en 1°y 2° grados), la estimacion
y comparacion de probabilidades empiricas y tedricas, familiarizacion con situa-
ciones de juegos y aplicaciones de las probabilidades de transicion (probabilidad
condicional).

El siguiente cuadro resume de manera gruesa la comparacion entre los temas
de los cinco programas analizados. La técnica para elaborarla es la siguiente. Se
extraen los temas principales de un curriculo (Australia) y se enlistan los topicos
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que abarca con un asterisco en la columna correspondiente. En seguida, se toma
otro curriculo (Reino Unido), se revisan los temas que abarca y se agregan a la
lista solo aquellos que no surgieron en el curriculo anterior, los va considerados
se marcan con asterisco. Asi se contintia hasta agotar los temas.

Cuadro 1 Comparacién de los temas de probabilidad de los programas de
secundaria de cuatro paises y de México

Reino Estados México | México
Australia | Unido Unidos | Espana 1993 2006

Usos sociales de procesos " " "
de azar

Espacio muestral * * * * *

Equiprobabilidad * * *

Calculo de probabilidades * * * * * *

Frecuencia relativa y pro- " « " % "
babilidad experimental

Modelacién y simulacion * * * * *

Probabilidad subjetiva *

Regla de la suma para
eventos mutuamente
excluyentes

Desigualdad "
de la conjuncion

Regla de producto para " * *
eventos independientes

Combinatoria, arbol, etc. * * *

Esperanza matematica *

Prediccion *

Formulacion "
de conjeturas

Vocabulario y lenguaje * *
del azar

60 EDUCACION MATEMATICA, vol. 21, nuim. 2, agosto de 2009



Ernesto Sanchez

En relacion con las tres primeras columnas referentes a los temas de proba-
bilidad en los curriculos de Australia, Reino Unido v Estados Unidos, Jones et al
(2007) observan lo siguiente:

Los tres documentos curriculares se enfocan fuertemente en que los estu-
diantes manejen probabilidades numéricas; sin embargo, se tienen en cuenta aun
los procesos aleatorios haciendo énfasis en su impredecibilidad en el corto
plazo vy su estabilidad a la larga. Este aspecto de la estabilidad se considera,
en general, asociado a la probabilidad experimental (empirica).

La caracteristica mas fuerte en los tres curriculos de secundaria es el enfoque
tanto en la probabilidad clasica como en la aproximacion frecuentista a la
probabilidad. Basados en los antecedentes de probabilidad informal vistos en
la escuela primaria, los curriculos de secundaria subrayan la determinacion
de probabilidades teoricas y experimentales (Jones, Langrall y Mooney, p. 913).

Este comentario esta relacionado con las filas 4 y 5, referidas al calculo de
probabilidades y a la probabilidad frecuentista. En este sentido, vale la pena
observar que el tema de probabilidad frecuentista al que se refieren Jones et al
fue eliminado del programa de estudios mexicano (SEp, 2006). Tambien hay que
senalar que ocurre otro contraste en la fila 1, donde se han agrupado las ideas
sobre “los usos sociales de procesos de azar”, que es recomendado por los cu-
rriculos de tres paises, inclusive en los programas de Meéxico de 1993, pero que
ahora esta ausente en el programa de 2006.

CONSIDERACION DE “SESGOS DE APRENDIZAIE”
EN LOS PROGRAMAS

En la anterior descripcion de los programas de diferentes paises, solo se mencio-
nan los grandes temas que los componen, pero no la manera como recomiendan
su desarrollo. La informacion que transmite la lista de temas de un curriculo es,
aunque fundamental, muy limitada, de manera que es dificil que indique en qué
medida y como se recomienda tener en cuenta los resultados alcanzados por la
didactica de la probabilidad, como las dificultades v los sesgos de aprendizaje.
Para darse una idea de este aspecto, es necesario buscar los comentarios o aden-
das que suelen acompaiar al curriculo. En esta seccion agregamos informacion de
los curriculos de Reino Unido, Estados Unidos v Espaiia.
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Los programas de Reino Unido incluyen la recomendacion de tener en cuenta
que no todas las situaciones cumpliran las condiciones para asignar probabilida-
des con el enfoque clasico o frecuentista y que, por tanto, se incluya también un
enfoque subjetivo. Recomiendan también considerar la falacia de la conjuncion.
Los temas de este curriculo muestran cierta preocupacion por incluir resultados
de la investigacion. Sin embargo, en opinion de Kapadia (2008), los programas de
Inglaterra “no muestran signos de tratar con areas clave de concepciones erro-
neas”, lo que indica que los programas no consideran los resultados de los temas
que han sido investisados en la didactica de la probabilidad.

En los estandares curriculares en los que se expone de manera desarrollada el
curriculo de Estados Unidos, se menciona la importancia de tener en cuenta los
sesgos del aprendizaje: “Las concepciones erroneas acerca de la probabilidad
las tienen no solo los estudiantes, sino también muchos adultos. Para corregir
estas concepciones erroneas, es Util que los estudiantes hagan predicciones y
entonces comparen sus predicciones con los resultados reales” (NcT™, 2000,
p. 254). Y recomienda explicitamente prever el sesgo de equiprobabilidad:
“Algunos estudiantes incorrectamente esperaran que hava tres resultados igual-
mente probables al arrojar dos monedas una vez: dos caras, dos sellos v uno
de cada uno” (NcT™, p. 254). Al repetir 60 veces el experimento los estudiantes
que asi piensen preveran que cada evento ocurrira alrededor de 20 veces; sin
embargo, los resultados reales dificilmente satisfaran esta expectativa.

En un apartado llamado “Contenidos actitudinales” de la unidad didactica de
“Estadistica y probabilidad” del curriculo espaiiol solo se recomienda: “cautela
y sentido critico ante las creencias populares sobre los fendbmenos aleatorios” y
“desarrollo del sentido comuin en la interpretacion de fenémenos probabilisticos”,
sin hacer ninguna alusion a dificultad o sesgo particular.

El programa de México de 1993 le daba un peso importante a las repre-
sentaciones, el lenguaje v la reiteracion de los temas fundamentales, pero no
incluyo indicacion alguna sobre los sesgos v dificultades que por entonces va se
conocian. En el curriculo de México 2006, se prevé una situacion para dar una
discusion acerca de la independencia, aprovechando que los estudiantes puedan
caer eventualmente en la falacia del jugador (NcTv, p. 95).

Peard (2008), quien considera que los cursos de probabilidad pueden ayudar
a que los ciudadanos tomen actitudes responsables ante los juegos de azar pre-
sentes en la vida social, como loterfas y casinos, ha presentado una propuesta
para organizar el curriculo de probabilidad a fin de reflexionar sobre el funciona-
miento de los juegos de azar, clarificando la nocion de esperanza matematica y
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su relacion con lo que se puede ganar a la larga en un juego, la independencia
y las heuristicas de probabilidad.

LA CULTURA PROBABILISTICA

Para analizar la seccion de orientaciones didacticas del Programa de Estudio,
hemos elegido un marco propuesto por Gal (2005) para caracterizar el conoci-
miento probabilista que deberian aprender los alumnos vy desarrollar los adultos
durante su vida.

Este autor se pregunta: épor qué estudiar probabilidad? (mas adelante resumi-
mos su reflexion al respecto). Existen, por lo general, dos respuestas. La primera es
que la probabilidad es una parte importante de las mateméticas vy la estadistica
y forma la base para estudios mas avanzados de interés profesional. La segun-
da es que el aprendizaje de la probabilidad es esencial para ayudar a preparar
a los estudiantes para la vida, ya que los eventos aleatorios vy los fenomenos de
azar estan en los ambitos en los que vivimos y permean nuestra vida privada
y profesional.

Gal (2005) describe cuatro clases de conocimiento que forman la base para
una cultura basica en probabilidad, a saber, grandes ideas de la probabilidad,
cdlculo de probabilidades, lenguaje v contextos. Una aclaracion importante es
que Gal considera que los elementos propuestos estan estrechamente relaciona-
dos, de modo que, si su ensenanza se enfoca en uno o dos de ellos, no seran
suficientes para desarrollar una alfabetizacion (que tambieén se llamara “cultura
basica” o simplemente “cultura”) en probabilidad.

GRANDES IDEAS

La familiaridad de los estudiantes con las ideas fundamentales de aleatoriedad,
independencia, variacion, prediccion/incertidumbre es necesaria para que desa-
rrollen la habilidad de entender la derivacion, representacion, interpretacion y las
implicaciones de los enunciados probabilisticos. Algunos aspectos de esas ideas
pueden representarse con simbolos matematicos o con términos estadisticos, pero
su esencia no puede ser totalmente cubierta por las nociones técnicas.

La aleatoriedad es un concepto escurridizo que ha producido muchos deba-
tes. No obstante, sin entrar en detalles de la discusion, es fundamental que la
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ensefanza deje clara la idea de que la probabilidad trata con eventos aleatorios,
es decir, con procesos cuyos resultados no pueden predecirse. Su contrario es
la regularidad de una ley, en la que es posible predecir con certeza el desarrollo
de un proceso. Una de las dificultades para la comprension de estos conceptos
consiste en que entre la maxima aleatoriedad vy la certeza hay un continuo de
posibilidades.

La independencia estocastica también es una nocion compleja, ya que es una
propiedad tanto de fendomenos del mundo como de sistemas matematicos. La
nocién mas intuitiva es la que surge de eventos de fenomenos que no interactian,
de modo que la ocurrencia de un evento de uno de los fendbmenos no modifica la
probabilidad de ocurrencia de cualquier evento del otro fenomeno. En estos casos,
la probabilidad conjunta de un par de eventos, cada uno de los cuales pertenece
a uno de esos fenomenos, es el producto de sus probabilidades. Esta es la nocion
que debe introducirse en la educacion bésica. Su contrario es la dependencia, es
decir, la nocion de que en fendbmenos o sistemas que interacttian, por lo general,
aunque no siempre, la ocurrencia de un evento modifica la probabilidad de que
ocurra otro.

La variacion es una caracteristica de los procesos probabilisticos y su cuan-
tificacion es muy importante. La descripcion, explicacion o control de la varia-
cion usualmente se presenta como la motivacion basica para cualquier tipo de
investigacion estadistica. La variacion subyace en el enfoque frecuentista de la
probabilidad v tiene que ver con cuan seguros podemos estar de que determi-
nados procesos se desarrollen dentro de ciertos limites. La nocién contraria a la
variacion es la de estabilidad; ésta ocurre cuando los resultados de un proceso
suelen ser constantes.

La predictibilidad/incertidumbre. Las nociones de aleatoriedad, independen-
cia y variacion deben comprenderse no solo por si mismas, sino también como
las bases para comprender la cuarta gran idea, la relacion entre la prediccion
y la incertidumbre, nociones relacionadas con los conceptos de confianza y
riesgo. La prediccion y la incertidumbre se relacionan con el estado de nuestro
conocimiento general sobre la verosimilitud de un cierto evento.

CALCULO DE PROBABILIDADES

Se trata de los recursos mediante los cuales se puede calcular o estimar una pro-
babilidad. A menudo se promueven dos definiciones de probabilidad, la clasica
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y la frecuentista, las cuales derivan en procedimientos para estimar probabilida-
des. Puesto que la definicion clésica solo puede aplicarse a un conjunto muy
limitado de situaciones de azar, la definicion frecuentista desempenia el papel de
ampliar el universo de situaciones en las que la teoria es aplicable, ademas
de servir de puente entre el modelo v la realidad.

LENGUAIE

Numerosos autores defienden la propuesta de que los estudiantes deben apren-
der el lenguaje de la probabilidad, esto es, los términos y expresiones que se
utilizan para comunicarse acerca del azar y la probabilidad. Se entenderan por
términos los conceptos de la teoria: experiencias aleatorias, eventos, espacio
muestral, etc, pero también las grandes ideas: aleatoriedad, independencia,
variacion, prediccion e incertidumbre. Las expresiones son frases comunes que
se utilizan con frecuencia para situaciones de azar como: “hay 80% de probabi-
lidad de lluvia”, “1 de cada 100 habitantes desarrolla diabetes”, “tener al menos

5 éxitos en 10 repeticiones..”, “muy probable”, “es casi seguro que..”, “es impo-
sible”, etcétera.

CONTEXTOS

La educacion en probabilidad no solo debe permitir que los estudiantes apren-
dan algo de las grandes ideas, el calculo de probabilidades y el lenguaje del
azar, sino también de los procesos probabilisticos importantes en el mundo real.
Entender que el azar v la probabilidad afectan eventos y procesos del mundo
real v de la vida de las personas es fundamental para que los estudiantes se
interesen en esta materia. Gal sugiere los siguientes contextos en los que se
pueden encontrar situaciones y problemas interesantes: el mundo fisico, los
procesos tecnoldgicos, la conducta humana, salud y medicina, crimen v justicia,
negocios v finanzas, politicas ptblicas, servicios meteoroldgicos, juegos de azary
apuestas, decisiones personales (v. g. uso de cinturon de seguridad, aceptacion
en la universidad, etcétera).
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LA CULTURA PROBABILISTA EN LAS “ORIENTACIONES DIDACTICAS”
DEL PROGRAMA

Los elementos de la cultura probabilista que segtin Gal deben adquirirse duran-
te la formacion son utiles para analizar aspectos mas especificos de los temas
de nociones de probabilidad del curriculo mexicano. La pregunta serfa: éen qué
medida los contenidos probabilistas expresados en las “orientaciones didacticas”
promueven los elementos de una cultura probabilista? Para acercarnos a una
respuesta, buscaremos dichos elementos en las orientaciones didacticas del
Programa de Estudio (SEP, 2006).

PRIMER GRADO

En lo que se refiere al primer grupo de “conocimientos y habilidades”, a saber,
“enumerar los posibles resultados de una experiencia aleatoria”, “utilizar la esca-
la de la probabilidad entre O y 1 vy vincular diferentes maneras de expresarla” v
“establecer cual de dos 0 méas eventos en una experiencia aleatoria tiene mayor
probabilidad de ocurrir y justificar la respuesta” (SEp, 2006, p. 48), se encuentra
lo siguiente en la seccion “Orientaciones didacticas”™

La determinacion del espacio muestral en una situacion de azar se relaciona
estrechamente con los problemas de conteo. La dificultad que enfrentan los
alumnos para enumerar los posibles resultados de una experiencia aleatoria
influye poderosamente en el célculo de la probabilidad de un evento. Por
esto se sugiere plantear problemas en los que se vincule el conteo con la
probabilidad. Por ejemplo:

e Sien un salon hay 10 mujeres y 20 hombres y en otro, hay 15 mujeres
v 5 hombres ¢cuantas parejas distintas se pueden formar tomando
una persona de cada salon?

e ¢Cudl es la probabilidad de que, al seleccionar al azar a una persona
de cada salon, se alternen un hombre vy una mujer? (problema de
probabilidad)” (SEP, 2006, p. 48).

Se hace énfasis en la relacion entre la determinacion del espacio muestral
y la combinatoria. Se reconoce que es dificil contar, pero que influye en el célculo
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de la probabilidad. Se sugiere, entonces, que se relacione el conteo con la pro-
babilidad.

La sugerencia y el problema propuesto apuntan a desarrollar solo el punto
2 de la lista de Gal, a saber, el calculo de probabilidades. En él no se promueve
ninguna de las “grandes ideas” de la cultura probabilista, ya que no invita a
reflexionar sobre la variacion, aleatoriedad, independencia o predictibilidad/
incertidumbre.

El mensaje: “plantear problemas en los que se vincule el conteo con la proba-
bilidad” destaca la parte combinatoria y no promueve la discusion sobre la incer-
tidumbre, la variacion, la independencia vy la relacion prediccion/incertidumbre.

El vocabulario de probabilidad que se utiliza se reduce a las expresiones
“probabilidad” y “seleccionar al azar”. El contexto no es el mas apropiado para
fomentar la reflexion de situaciones de azar; podria dar origen a la pregunta: cQué
incertidumbre se mide? Es cierto que, si se “selecciona al azar” una persona
de cada salon, el resultado es incierto, no se puede predecir porque desde un
comienzo se postula que la seleccion serd al “azar”. Pero épor qué se hace la
seleccion al azar v no se hace deliberada? ¢Acaso no es mejor seleccionar a los
estudiantes para los fines que se necesite, definiendo algiin criterio racional?
«Por qué se opta voluntariamente por la irracionalidad del azar? Quien quiera que
sea el sujeto que hace la seleccion, épor qué prefiere realizar una accion incierta,
cuando se podria hacer determinada? Una simple situacion de una loteria contiene
un contexto mas adecuado que la seleccion al azar de estudiantes de dos grupos.
¢En cuantas situaciones de la vida escolar, en situaciones cientificas o sociales, se
nos presenta la necesidad de seleccionar estudiantes al azar de dos grupos?

Lo preocupante es que la orientacion didactica que subyace en ese problema
es que la idea de azar o incertidumbre no es importante, es simplemente un
adorno coloquial que quiere decir “haga como si..”. No hay una preocupacion
por sugerir una situacion cientifica donde se muestre la utilidad de la proba-
bilidad, por ejemplo, para hacer una predicciéon o tomar una decision y cuyas
consecuencias sean en algtin sentido relevantes.

En el bloque 5, p. 60 del conocimiento v habilidad 5.6, “Reconocer las con-
diciones necesarias para que un juego de azar sea justo, sobre la base de la
nocion de resultados equiprobables y no equiprobables’, vienen las siguientes
“orientaciones didacticas”™

Este tipo de problemas [los de juego justo] es interesante, porque los alumnos
tienen la posibilidad de anticipar una respuesta vy, enseguida, buscar algtin
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procedimiento que les permita verificarla. Las razones para establecer si un
juego es equitativo 0 no pueden ser muy variadas v conviene considerarlas y
discutirlas, a fin de que los alumnos se animen a expresar sus ideas. Poco a
poco, con la intervencion de los propios compaiieros o del maestro, tendran
en cuenta las restricciones que impone el texto del problema. Un ejemplo de
las situaciones que se puede plantear es la siguiente:

e Carmen y Daniel juegan a lanzar dos dados. Las reglas son las siguien-
tes: En cada lanzamiento se calcula la diferencia entre los puntos de
ambos dados, si es 0, 1, 2, Carmen gana una ficha. Si resulta 3, 4 0 5,
Daniel gana una ficha. El juego se inicia con un total de 20 fichas, de
las que se toma una cada vez que gana el jugador. El juego termina
cuando no quedan mas fichas. Si tuvieran que jugar équé jugador
preferirian ser? ¢Por qué?

Se sugiere elaborar la grafica de probabilidad de este juego para percibir
las condiciones en las que se realiza y preguntar como deberian ser para que
el juego fuera equitativo (SEP, 2006, p. 60).

La expresion “anticipar una respuesta” nos remite a la idea de prediccion; una
vez hecha, surge la de “buscar algtin procedimiento que les permita verificarla”.
Aunque se sefiala que “Las razones para establecer si un juego es equitativo
0 no pueden ser muy variadas..”, en realidad, las pertinentes se reducen a dos:
teorica o empirica. La primera consiste en encontrar un espacio muestral equi-
probable y calcular y comparar las probabilidades de los eventos {0, 1, 2} v {3,
4, 5]. La sesunda consiste en hacer experiencias repetidas y estimar la proba-
bilidad mediante frecuencias relativas. Aunque se entiende que el espiritu de la
orientacion es discutir todas las iniciativas de los estudiantes, lo cierto es que
debe descartarse la posibilidad de argumentar experimentalmente, va que en los
conocimientos y habilidades del programa se ha omitido cualquier referencia a la
probabilidad frecuentista. En consecuencia, hay una sola manera de argumentar
razonablemente v es haciendo el listado del espacio muestral, determinar la
distribucion de la variable “la diferencia entre los puntos de ambos dados” v,
sobre la base de ésta, calcular la probabilidad de los eventos en cuestion. Estas
orientaciones contienen dos ideas fundamentales reconocidas por Heitele: variable
y distribucion, las cuales no estan previstas en la seccion de “Conocimientos y
habilidades”. Cabe mencionar que el concepto de “juego justo” no necesaria-
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mente estd asociado a la equiprobabilidad, como lo sefala el programa. Los
apostadores pueden tener diferentes probabilidades de ganar v lo que lo hace
justo 0 no son los valores de la variable “apuesta”; si el valor esperado de esta
variable es cero, entonces el juego es justo.

SEGUNDO GRADO

El primer bloque de “Conocimientos y habilidades™ referido al tema “nociones de
probabilidad” contiene los siguientes dos puntos: “Distinguir en diversas situa-
ciones de azar eventos que son independientes” v “Determinar la manera en

la que se puede calcular la probabilidad de ocurrencia de dos o mas eventos
independientes”. Las orientaciones didacticas correspondientes son:

La nocion de independencia en situaciones de azar tiene varios matices y su
estudio es importante porque la intuicion suele llevar a errores ante proble-
mas relativamente simples y porque es necesario que los alumnos elaboren
procedimientos sistematicos para los casos mas complejos. A continuacion,
se enuncian tres ejemplos de problemas en los que la idea de independencia
esta presente:

* Se lanzan cinco volados consecutivos y en todos ellos ha caido sol ¢Cudl
es la probabilidad de que en el sexto volado también caiga sol?

A menos que la moneda o las condiciones del lanzamiento estén truca-
das, la probabilidad de obtener sol en una serie de volados siempre es % Los

resultados de un lanzamiento y otro son eventos independientes, es decir, la
ocurrencia de uno no afecta la ocurrencia del otro.

El problema es interesante v el tipo de respuesta comtn suele ser erroneo.
Se piensa que es mas probable el resultado “4guila” en el sexto lanzamiento.
Como se menciona en los antecedentes de este articulo, a la concepciéon subya-
cente se le llama “falacia del jugador” v se relaciona con las “grandes ideas” de
aleatoriedad e independencia formuladas por Gal. No se sugiere realizar algtin
calculo, construir un espacio muestral o vincularlo con una regla del producto.
El contexto es de juegos vy no implica lenguaje nuevo.
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e Se va a realizar una rifa con doscientos boletos que han sido numerados
del 1 al 200. Todos los boletos se han vendido. El boleto ganador sera el
primero que se saque de una urna. Ana compro los boletos 81, 82, 83y
84. Juan adquiri6 los boletos 30, 60, 90 y 120. ¢Quién tiene méas oportu-
nidades de ganar?

Este es un problema de aplicacion de la definicion clésica de probabilidad,
y su relacion con la nocion de independencia es muy débil. No es un buen
problema para inducir a los estudiantes a elegir una secuencia basados en la
representatividad a fin de que, partiendo de esto, se dé la discusion sobre la inde-
pendencia, pues ambas secuencias tienen un patron y ninguna de ellas parece
generada por el azar. Tampoco tiene que ver con las otras “srandes ideas” de la
cultura probabilista. Es un problema de calculo, no implica lenguaje nuevo y el
contexto es de juegos.

* Se lanzan simultineamente un dado y una moneda, ¢cudl es la probabi-
lidad de que caiga sol y el numero 4? (SEP, 2006, p. 95).

Este es un ejemplo sencillo para deducir la regla del producto de probabili-
dades. Se relaciona con la independencia en su aspecto de célculo. No implica
terminologia nueva vy el contexto es de juegos.

Consideren el ejemplo de lanzar un dado:
¢Cuadl es la probabilidad de que salga un nimero par?
¢Cudl es la probabilidad de que salga un ntimero impar?
¢Cudl es la probabilidad de que salga un ntimero par o impar?
¢Cual es la probabilidad de que salga un nimero par o menor que tres?
¢Cudl es la probabilidad de que salga un ntiimero par y menor que tres?

Las anteriores preguntas son para aplicar las reglas de la suma y del producto,
es decir, se centran en el calculo. La manera como se presenta la situacidon no
favorece el desarrollo de las grandes ideas. El centro de los problemas esta en el
calculo de probabilidades, en particular, aplicando la regla de Laplace. Respecto
al lenguaje, debe destacarse el uso de los conectivos “0” e “y". El contexto es de
juegos de azar.

Como se menciona en el programa, “la nocion de independencia tiene varios

matices” v se han detectado dificultades de distintos tipos; en el programa se
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menciona el de “la falacia del jugador”, pero también se encuentra la confusion de
eventos independientes con eventos mutuamente excluyentes v la confusion
entre experiencias independientes y eventos independientes (Sanchez, 1996;
Diaz v De la Fuente, 2007), las cuales no se prevén en el programa.

TERCER GRADO

Los conocimientos y habilidades propuestos para este grado se reducen al punto
“Utilizar simulacion para resolver situaciones probabilistas” (SEP, 2006, p. 119).
El problema sugerido en las “orientaciones didacticas” es:

Un agente comercial sabe que cada vez que visita a un cliente tiene 20% de
probabilidad de hacer dos ventas; 50% de probabilidad de hacer so6lo una
y 30% de probabilidad de no hacer nada. Un dia tiene una cita con cinco
clientes. ¢Cuanto puede esperar ganar ese dia si por cada venta que realiza
gana $20.00?

El desarrollo de este problema se relaciona con los cuatro elementos de Gal.
Al realizar la simulacion, se verd que los resultados varian aleatoriamente, por
ejemplo, el que aqui escribe repiti6 cinco veces cinco visitas; en mi caso, en cada
conjunto de cinco visitas el vendedor ganaria: 140, 100, 60, 80, 20 que, en
promedio, representan 80 pesos de ganancia. Si 20 estudiantes realizan cada
uno cinco experiencias simulando cinco visitas, se tendrian 100 experiencias
de cinco visitas. Simulando esta situacion en computadora, el autor obtuvo un
promedio de 91.2. El valor teorico es 90. Se puede mostrar que la variabilidad
de este valor es pequeiia, aunque para hacerlo, seria necesario consumir mucho
tiempo en clase o auxiliarse de computadora. En este sentido, en el programa
no se aclara el tipo de simulaciones v hasta qué punto deben elaborarlas los
estudiantes; podrian hacer solamente simulaciones fisicas o también con ayuda
de calculadoras y computadoras, podrian reproducir simulaciones sugeridas por
el profesor o idear el modelo a partir del problema.

La independencia esta implicita en este tipo de experimentos y, dando una
discusion, se puede ver la relacion de la impredecibilidad en pocos ensavos con
la posibilidad de hacer una buena prediccion si se repite la experiencia muchas
veces. La simulacion representa una manera alternativa de célculo de probabili-
dades, pero hay que tener en cuenta que se basa en la definicion frecuentista de
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probabilidad, la cual ha sido evadida en todos los puntos anteriores. Respecto al
lenguaje, solo se agregaria el término “simulacion”. El contexto es, por primera
vez, diferente del juego.

Aunque el problema tiene potencial didactico, no esta sustentado por el trabajo
anterior, como lo muestra el hecho de que requiere el antecedente del trabajo con
la definicion frecuentista de probabilidad y con contextos diferentes al de juego.
Por ejemplo, el problema se basa en una distribucion de probabilidades dada; no
es dificil prever que esto da origen a la pregunta: ¢como se obtuvieron las proba-
bilidades de 20%, 50% v 30% que tiene el vendedor para hacer 0, 1 y 2 ventas,
respectivamente? En todos los calculos anteriores, se vieron situaciones de juego
con espacios muestrales equiprobables vy, de pronto, sin ninguna preparacion,
se ofrecen probabilidades de eventos de la vida social (que un vendedor haga
ventas), en la que no se tiene un modelo ya no digamos para calcular las proba-
bilidades de los eventos involucrados, sino ni siquiera para imaginar de dénde
provienen.

En el siguiente cuadro se resume la valoracion que se ha hecho arriba de
cada problema de las “orientaciones didacticas” del programa. El rasgo “[]”
significa que el problema no propicia los elementos de la cultura probabilista
correspondiente; el rasgo “®” que si los propicia, en algunos casos se sustituye
ese rasgo por una palabra que indica la gran idea con la que se relaciona o el
lenguaje que introduce.

Primer grado Segundo grado 3er. grado

Grandes ideas Aleatoriedad e )
a a a

P
Independencia < Indep. Todas

Calculg .de @ ® 0 ® ® ® ®
probabilidades

Lenguaje

_ - - - - “'y o 3 Simulacién
/vocabulario vy

Contexto 0 Monedas Monedas Rifa Dados | Dados | Comercio
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CONCLUSIONES

Este trabajo se realizo para responder una pregunta sobre la calidad del mensaje
contenido en los enunciados sobre temas de probabilidad del programa de mate-
maticas de secundaria de Meéxico, en particular, si promueve una cultura probabi-
listica. Sin embargo, en el curso de la investigacion y, como parte de la busqueda
de una respuesta, surgieron otras preguntas relacionadas con el proposito del pro-
grama sobre el tema, las ideas y temas importantes que desarrollan y la presencia
en el programa de indicios que informen sobre la prevision de los sesgos e ideas
previas que sobre probabilidad suelen utilizar los estudiantes del nivel.

Se ha podido constatar que no hay un objetivo referido a los contenidos de
probabilidad en el programa diferente a los declarados para todo el contenido
matematico v el manejo de la informacion.

Los temas que se resaltan en el programa son: espacio muestral, equiproba-
bilidad y definicion clasica de probabilidad, regla de la suma, regla del producto,
independencia y simulacion. Se destaca la ausencia de temas como “usos sociales
de procesos de azar” y “frecuencia relativa y probabilidad experimental”. Se revela una
inconsistencia en el hecho de no tener en cuenta este tltimo tema en todo el
programa y proponer el de “simulacion” en tercer grado.

El programa proporciona problemas que prevén el sesgo de equiprobabilidad
con el tema “juego justo”, por ejemplo cuando se define la variable “la diferencia
entre los puntos de las caras de dos dados”. Sin embargo, el espacio muestral
subyacente es equiprobable y no se sugieren otros que no lo sean. En el tema de
independencia, se menciona que “tiene matices” para indicar que se debe ser cui-
dadoso y se sugiere una situacién para promover una discusion sobre la “falacia
del jugador”. Se echan de menos situaciones para tratar mas a fondo el sesgo de
la equiprobabilidad con experiencias cuyo espacio muestral no se reduzca a un
conjunto equiprobable de resultados. No hay tampoco situaciones que prevean
el sesgo de la atencion ni situaciones que revelen la compleja relacion entre la
proporcionalidad y la probabilidad. Por otro lado, no se prevé diferenciar entre
experiencias y eventos independientes ni se invita a establecer una clara diferencia
entre eventos mutuamente excluyentes v eventos independientes.

Respecto a nuestra pregunta inicial, podemos decir que los temas de proba-
bilidad del programa 2006 estan cargados hacia uno de los elementos sugeridos
por Gal, a saber, el calculo de probabilidades. En particular, la ausencia de
la probabilidad frecuentista o experimental impide que surjan las “grandes ideas”
de aleatoriedad, variacion y predictibilidad/incertidumbre. Se favorece solo el en-
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foque clasico con énfasis en problemas combinatorios. Esta decision trae como
consecuencia que el contexto privilegiado sea el de juegos de azar, no se hace
senalamiento alguno sobre los “usos sociales del azar” ni sobre la importancia
de considerar contextos cientificos ademas de los de juegos.

El mensaje que se envia a través del programa de estudios de matematicas
de Meéxico (SEP, 2006) a los profesores v a la sociedad mexicana en relacion con el
subtema de probabilidad podria mejorarse sustancialmente si se asume como
objetivo desarrollar una alfabetizacion o cultura probabilista en el sentido de Gal.
Para hacerlo, pueden resultar Utiles las experiencias de otros paises v el trabajo
de investigadores en educacion con especialidad en probabilidad.

Para finalizar, conviene insistir en el caracter de sistemas anidados que tiene
el programa. Cada subsistema esta formado por elementos relacionados entre si
de manera que, si se modifica un elemento, esto afecta a todo el subsistema. Por
lo anterior, la introduccién de los temas importantes, cuya ausencia en el curriculo
hemos sefialado, implica una reorganizacion del subsistema de probabilidad;
tarea que, desde mi punto de vista, valdria la pena realizar.
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