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Resumen: Informamos el papel de la geomeltria dinamica (Gb) como una herramienta
mediadora entre el conocimiento perceptivo v el geomeétrico. Se ejemplifica como afec-
ta la GD a la estructura de los esquemas de uso que los estudiantes han desarrollado
previamente en otros ambientes. La perspectiva tedrica se erige sobre dos principios:
el primero, el principio cognitivo, establece que toda forma de conocimiento esta
mediada por la accion de una herramienta material o simbolica. El segundo, el epis-
temoldgico, establece que la mediacion de una herramienta transforma la naturaleza
del conocimiento en construccion. La experimentacion se realizd con 15 estudiantes
entre 15y 18 anos. Los resultados sugieren que los estudiantes pueden descubrir
y construir nuevos esquemas de uso como resultado de las dificultades generadas
por el empleo inadecuado de una herramienta propia de la Gb. En este proceso, el
papel del profesor es fundamental.

Palabras clave: seomelria dinamica (GD), herramienta vs. instrumento, mediacion
instrumental, conocimiento perceptivo vs. geometrico, estudiantes de preparatoria.

Dynamic geometry, a mediation tool between perceptual

and geometric knowledge

Abstract: We report on the role of Dynamic Geometry (GD) as a tool mediating
between perceptive and geometric knowledge. Here we exemplify how GD changes
the structure of the schemes that students had previously developed in other envi-
ronments. These results are part of a project that was carried out for three vears.
The theoretical perspective taken is based on two principles: the first one, the cogni-
tive principle, maintains that all forms of knowledge are mediated by the action of a
material or symbolic tool. The second, the epistemological principle, sustains that the
mediation of a tool transforms the nature of knowledge which is under construc-
tion. The experimental phase was developed with 15 students aged 15-18. Results
suggest that students can discover and construct new schemes of use as a result
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of difficulties generated by inadequate use of dynamic geometry tools. Throughout
this process, the teacher’s role is fundamental.

Keywords: dynamic geometry (GD), tools vs. instrument, instrumental mediation,
perceptive vs. geometric knowledge, college students.

INTRODUCCION

Durante los ultimos anos, la geometria ha venido recuperando su lugar en la
ensenianza. Ello se debe, en gran medida, al impulso recibido desde la geometria
dinamica (D), que ha puesto de manifiesto el caracter estructural de los dibujos
que se generan sobre la pantalla de las computadoras o calculadoras. Hoy dia,
se vuelven a plantear problemas que han sido recurrentes para la ensenanza de
la geometria, como la confusion entre los objetos geométricos v los dibujos que
los representan.

Las matematicas constituyen una forma de tecnologia simbolica y, en concor-
dancia con ello, la GD se concibe como un instrumento semiotico que exhibe su
fuerza en la manera como responde al problema del objeto geometrico. A partir
de ahi, el razonamiento geomeétrico puede verse enriquecido por los modos de
arsumentacion que se hacen viables al acercar la percepcion y el razonamiento.

Una dificultad documentada en la literatura (véase el apartado “Antecedentes”)
y conocida por los profesores de geometria es la relacionada con el aprendizaje de
las propiedades geométricas. O sea, la capacidad de descubrir relaciones estruc-
turales de los objetos geométricos, la de expresar dichas propiedades tanto de
manera oral como escrita y, finalmente, la habilidad para validarlas en el marco
de una teoria. Una posible causa puede ser el tipo de representacion estatica que se
utiliza para movilizar las ideas geométricas durante una clase. Por lo tanto, seria
necesario describir y analizar lo que sucede cuando se utiliza la Gp.

En este articulo pretendemos responder: équé tipo de conocimiento moviliza
el estudiante al resolver problemas geométricos en un ambiente de GD y su rela-
cién con los esquemas de uso que se construyen?

Los resultados que se presentan forman parte de una investigacion cuya pro-
blematica se centra en estudiar la “influencia de la geometria dinamica en el surgi-
miento y desarrollo de estrategias argumentativas en la resolucion de problemas
geomeétricos de los estudiantes de preparatoria”. Este problema de investigacion
forma parte de un proyecto doctoral (Sandoval, 2005). Algunos de los resultados
se han publicado en congresos nacionales e internacionales.
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ANTECEDENTES

En toda actividad geométrica es indiscutible el papel que han tenido y siguen te-
niendo las representaciones geométricas como apoyo a la intuicion, ya que son
fundamentales en la comprension de enunciados, en los procesos de exploracion
y conjetura, en la resolucién de problemas y en la btisqueda de demostraciones,
pues dejan “ver” lo que oculta el enunciado. Al respecto, Mesquita (1998) afirma
que la representacion geomeétrica, aunque no permite resolver directamente el
problema, contribuye a la definicion de la estructura del problema para facilitar
las transformaciones de una representacion a otra. Pero équé sucede cuando el
dibujo no esta bien hecho? Con frecuencia, los alumnos tienen dificultades para
decodificar una representacion geométrica, para descubrir las relaciones estruc-
turales y, mas aun, para describirlas coherentemente y utilizarlas en la resolucion
de un problema. En ocasiones, la representacion puede generar obstaculos que
impidan llegar a una solucion.

Un ejemplo que ilustra como utilizan los estudiantes la percepcion como
medio de deduccion es el siguiente (Pluvinage, 1996; Sandoval, 2001, 2005):

En este esbozo, hecho a mano, estan dibujados:

e un rectangulo ABCD;
* un circulo con centro en A que pasa

por D. A i (23
El circulo corta el lado AB en el punto E. Aem Acm
¢Qué longitud tiene el segmento EB? 8

D Tem C

3 cm 35 cm 4 c¢cm Ninguna de las anteriores

Este problema se aplicd en mayo de 2005, a estudiantes de secundaria
como parte de una competencia regional realizada en un estado de la Reptiblica
Mexicana, via Internet. Hasta ese momento, Cabri habia sido poco utilizado por
los maestros. Los resultados obtenidos, de un total de 13 930 alumnos de los
tres grados de secundaria, se presentan en la fisura 1.

Los resultados obtenidos muestran una fuerte tendencia a establecer Unica-
mente relaciones perceptivas, similar en los tres grados (82%). Lo anterior presu-
pone un razonamiento basado en la percepcion y vinculado con la representacion
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Figura 1 Resultados obtenidos a este problema, estratificado por grados

6 000 -
50009
4000 4
3000 A
2000 A
1000 A
0
1 grado 2 grado 3 grado
O Total 5055 4 688 4187
B Respuestas correctas 859 865 721
O Respuestas incorrectas 4190 3823 3461

seométrica, desligada de la informacion dada tanto en ésta (longitud de los seg-
mentos del rectangulo) como en el enunciado. Cabe destacar que el programa
curricular de los tres grados contempla el estudio de estas figuras geomeétricas
tanto en su construccion como en el estudio de sus propiedades. Los resulta-
dos anteriores hacen comprensible que la confusion entre el dibujo v el objeto
geomeétrico sea un problema presente en diferentes niveles educativos. Esto se
debe a que la representacion no alcanza a ser concebida, al mismo tiempo, como
objeto perceptivo v estructural.

La GD ofrece un campo de exploracion que no es factible en las represen-
taciones con lapiz y papel. Los resultados de investigaciones muestran no solo
potencialidades en el uso de la GD en la resolucion de problemas matematicos,
sino tambien restricciones. Por ejemplo, Arzarello et al. (1998) y Olivero (2003)
encontraron que el arrastre permite la exploracion y la validacion de una cons-
truccion para producir y validar conjeturas v, a la vez, ayuda a su formulacion
de manera condicional (los estudiantes construyen enunciados del tipo Si.
entonces..) “Los comportamientos de arrastre cambian segun la especificidad de
las modalidades epistemoldgica vy cognoscitiva” (p. 33). En este mismo sentido,
Olivero y Robutti (2001) consideran que la medida en Cabri constituye un puen-
te entre el nivel perceptivo y el tedrico, y puede ser una ayuda en la interaccion
entre los dos niveles.
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Las medidas son utiles cuando el estudiante desea saber si algo es verdad;
sin embargo, si el alumno desea probar que algo es verdad, las medidas no le
son utiles por mucho tiempo. [..] Las medidas en Cabri [de la misma manera
que el arrastre] son herramientas de mediacion entre el nivel perceptivo de
la actividad matematica y la tedrica de los estudiantes (p. 11).

Otra de las potencialidades esta relacionada con el estatus de dependencia
y orden de los componentes de una representacion. Al respecto, Talmon vy
Yerushalmy (2004) afirman que en la ¢D el orden en que se dibujan los compo-
nentes de un objeto y la dependencia entre ellos es determinante, mientras que
en la geometria de lapiz y papel no parece tener sentido.

Por otro lado, el uso de la GD en la resolucion de problemas abiertos fomenta
la produccion y validacion de conjeturas, ya que “pone énfasis en aspectos teori-
cos del dibujo y hace que los estudiantes sean conscientes de la teoria que hay
detras de sus dibujos” (Furinghetti et al, 2001, p. 334).

Una de las restricciones que tiene la GD se relaciona con lo numeérico-percep-
tivo. Para resolver este conflicto de usar un software y uno mas general y tedrico,
el papel del profesor es crucial. Al respecto, Olivero y Robutti (2002) resaltan la
importancia de esta intervencion en el sentido de hacer conscientes a los alum-
nos para que vean “que una demostracion no depende de una representacion
grafica particular que ha sido usada” (pp. 14-15).

Teniendo en cuenta tanto las potencialidades como las restricciones ante-
riores, partimos del supuesto de que el uso de la ¢b contribuye al desarrollo de
la comprension de las ideas asociadas con la construccion vy la demostracion
en geometria. Ademas, que las herramientas del arrastre, la construccion y la
medida ayudan a los alumnos en la transicion de lo perceptivo a lo teorico.

EL PAPEL DE LAS HERRAMIENTAS
EN LA CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO

Los seres humanos nos hemos valido de artefactos de todo tipo para mediar
acciones. En la educacion, en particular, Rabardel (1999) considera que los
instrumentos cumplen una funciébn muy importante para el estudiante, no son
Uunicamente auxiliares o neutros dentro de la ensenanza, son parte activa en la
construccion del conocimiento mediante sus acciones.
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Los artefactos, las herramientas y los signos contribuyen a la formacion de
las funciones psiquicas y los conocimientos. Los instrumentos constituyen las
formas que estructuran y mediatizan nuestros registros de las situaciones vy
los saberes v, por ello, ejercen una influencia que puede ser considerable. La
mediacion instrumental aparece como un concepto central para pensar y anali-
zar las modalidades por las cuales los instrumentos influyen en la construccion
del saber (p. 204).

Para Rabardel (1999), un artefacto puede ser material o un sistema simbolico,
empleado como medio para la accion (el dbaco, la computadora, mapas o un
programa de ¢D). El instrumento es una entidad mixta que comprende el artefacto
material v los esquemas de uso. Estos ultimos son las representaciones que han
formado parte de las competencias del usuario y que son necesarias en la utiliza-
cion del artefacto. Es decir, son resultado de una construccion propia del sujeto,
auténoma o producto de una apropiacion de esquemas sociales de utilizacion.

Cada herramienta genera un campo de accion vy, a su vez, le impone al sujeto
ciertas restricciones que debe identificar, comprender y aprender a administrar.
Dichas restricciones hacen posible el surgimiento de nuevos tipos v nuevas formas
de accion. En tal sentido, la utilizacion de una herramienta incrementa las capa-
cidades de asimilacion del sujeto y contribuye a la apertura del campo de sus
acciones posibles (Rabardel, 1999).

El artefacto relacionado con la accion es lo que Rabardel denomina instrumen-
to. Por ejemplo, dos instrumentos diferentes relacionados con el artefacto compas
son construir circulos o trasladar una distancia. Un artefacto puede generar varios
instrumentos. La produccion de éste se llama instrumentacion. Con la utilizacion
del artefacto compas y las propiedades asociadas al uso de este artefacto puede
generarse la definicion de circulo (Santillan, 2002).

El impacto del instrumento sobre la conceptualizacion no se manifiesta de
inmediato dados los sistemas técnicos complejos. La apropiacion del instru-
mento por parte de los usuarios resulta de un desarrollo progresivo de génesis
instrumental (véase figura 2). Entonces, el instrumento no es algo dado, no existe
en si mismo, sino que es elaborado por el sujeto en este proceso. El instrumento
se convierte en tal, cuando el sujeto se ha apropiado de ¢l y lo ha integrado a
su actividad (Rabardel, 1999, p. 210).

Analicemos brevemente como resolver el siguiente problema usando ¢b: Sea
AB un segmento, d la mediatriz de AB, O un punto de la mediatriz (véase la
fisura 3). Construir el rectangulo con centro en O y vértices A y B.
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Figura 2 Explicacion de la génesis instrumental (Trouche, 2003)

Una herramienta Un sujeto
Sus posibilidades Su conocimiento
Sus limitaciones Sus habitos de trabajo
Génesis instrumental Instrumentaciéon
Resultado de la actividad >
indivitual del sujeto Instrumentalizacion
Resultado de la actividad <

organizada del profesor
g P Un instrumento

Herramienta + esquemas
de accién instrumentados

La manera de resolver el problema tiene relacion estrecha con las herra-
mientas disponibles vy su manejo depende de la integracion del conocimiento
matematico y de la propia herramienta. En particular, en Cabri se pueden usar
la simetria central, rectas paralelas, perpendiculares y circulo, o rectas y circulo
para construir un diagrama dinamico de un paralelogramo. El empleo de la
herramienta afecta no solo la opcion de la estrategia de la construccion, sino
también las acciones que le sucederan.

Cada una de las acciones que se van a implementar requieren una comu-
nicacion con Cabri mediante movimientos del cursor vy clics. Laborde (2004b)
define esta secuencia de acciones basicas como un esquema de acciéon instru-
mentado. Ademas, el usuario debe construir una organizacion invariante unida a
la secuencia de acciones elementales vy es lo que se define como el esquema de
uso (Rabardel, 1999). Como lo plantea Laborde (2004a, 2004b), el disefio del propio
programa afecta la construccion de éstos, incluso el conocimiento matematico
también esta inmerso en ellos.

Por tanto, la manera de resolver un problema en matematicas tiene relacion
estrecha con las herramientas disponibles y su manejo depende de la integracion
del conocimiento matematico y de la propia herramienta. Como lo comenta
Santillan (2002):

El medio [.] es la base material que hace posible las acciones del sujeto
[.] La meta o fin no cambia si utilizamos una u otra herramienta, pero el
proceso para alcanzar la meta, segun los medios que se utilicen, cambia y
cambia la estrategia. La planeacion, una actividad cognitiva compleja, queda
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Figura 3 Representacion figural del problema

marcada por la herramienta [..] La actividad cognitiva es inherente al instru-
mento (p. 82).

Como se ha esbozado a lo largo de esta seccion, el uso de las tecnologias
digitales conlleva una reestructuracion cognitiva, ya que también requiere el
aprendizaje de una sintaxis. En algunos casos, el manejo de una sintaxis diferente
a la del ambiente informatico, como es el ambiente de lapiz vy papel, genera en
el estudiante ciertas dificultades, las cuales se deben principalmente a que los
usuarios prefieren trasladar sus estrategias de lapiz v papel a estas tecnologias
digitales al resolver los problemas. La introduccion de estas tecnologias digita-
les en la ensenanza ha sido concebida por algunos como la solucion para evitar
los problemas materiales a los estudiantes y permitirles examinar solo sus pro-
blemas conceptuales. La situaciéon no es asi de simple, va que las herramientas
introducen problemas de manipulacion y nuevas preguntas en cuanto a la reso-
lucion de tareas planteadas a los estudiantes (Laborde, 2004).

METODOLOGIA

El tipo de estudio que informamos es exploratorio-descriptivo (Hernandez et al,
2003), va que analizamos la relacion entre lo perceptivo y lo tedrico en el razo-
namiento de los estudiantes cuando resuelven un problema apoyados en la Gb
de Cabri. Realizar el andlisis requirié un seguimiento a partir del momento en el
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que los alumnos comenzaban la lectura del enunciado y todas las acciones reali-
zadas durante el transcurso de la actividad. Este tipo de metodologia permite dar
cuenta, por ejemplo, de la utilizacion de herramientas, el uso o identificacion de
alsuna propiedad dentro del campo perceptivo o tedrico, v la sistematizacion y
validacion de las soluciones, asi como también de los vacios de significacion v las
diferentes interpretaciones que requerian procesos de negociacion de significa-
dos y cambios en las acciones implementadas. En esta investigacion se utilizaron
técnicas de tipo cualitativo. En particular, el estudio de casos permitio mostrar
la consistencia de los significados personales de los estudiantes involucrados en la
resolucion de los problemas.

La experimentacion se realizo durante tres meses con 15 alumnos de primer
semestre de bachillerato en la Ciudad de México durante tres meses. La edad
de los estudiantes oscilo entre 15 v 18 anos, con conocimientos elementales de
geometria v sin experiencia alguna con la ¢b. Dichos conocimientos y habilidades
basicas se confirmaron a través de un cuestionario y una entrevista semiestructura-
da. Los criterios para seleccionar a los participantes se basaron en el cuestionario
inicial, buscando tener una muestra representativa de cada una de las diferentes
categorias establecidas por Sandoval (2001) en relacion con la interpretacion
fisural v con las formas de argumentacion. La participacion de los estudiantes
no estuvo sujeta a calificacion alguna y fue en horario fuera de clase.

Mi participacion fue activa dentro de la fase experimental, pues fui la ins-
tructora de los sujetos de estudio en el proceso de familiarizaciéon con Cabri y
observadora participante en la fase de implementacion de las actividades.

LA TECNOLOGIA UTILIZADA

Para la experimentacion se utilizaron computadoras, una por equipo de trabajo,
debido a la facilidad para videograbar el desarrollo de las actividades. Puesto que
el interés era observar como algunas herramientas propias de la GD generan o
modifican las soluciones presentadas por los estudiantes, se puso especial atencion
en observar la interaccion que tuvieron los sujetos de estudio con este tipo de tec-
nologia, esos objetos informaticos, sus representaciones y como los relacionaron
con la solucion de los problemas planteados en las actividades.

Se utilizo Cabri en el supuesto de que puede ayudar a los estudiantes a
identificar las propiedades geométricas que subvacen en la construccion de la
fisura y que son necesarias para la produccion de una explicacion (Arzarello et
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al, 1998; Furinghethi et al, 2001; Mariotti, 2001; Olivero y Robutti, 2001, 2002;
Olivero, 2003). Se comprobo que la tecnologia provee, en este caso, la retroali-
mentacion a las acciones que necesitan los estudiantes para poder interpretar
sus resultados dentro de la geometria euclidiana.

LAS ACTIVIDADES

En el disefo vy seleccion de las actividades se tuvo en cuenta: el nivel académico
de los estudiantes, el potencial de la GD de Cabri, la presentacion de las actividades
y los contenidos involucrados en la solucion de cada actividad. El disefio de las
actividades por explorar incluyd problemas abiertos (en el sentido que lo pro-
ponen Furinghetti et al, 2001, p. 322). La actividad aqui informada se rediserio
de Healy y Hoyles (1998) de tal manera que permitiera la construccion de una
configuracion dinamica, andlisis de invariantes, construccion de un enunciado (con-
jetura) y elaboracion de una explicacion (validacion de una conjetura).

TRABAJO EN EL SALON DE CLASE

Se establecio un acuerdo dentro del salon de clase que implico nuevos papeles
tanto para mi como para los estudiantes. En este tipo de trabajo los alumnos
estan conscientes de que todos pueden y deben contribuir a la solucion del
problema y que la participacion y comparacion de ideas y estrategias es mucho
mas productiva que el esfuerzo aislado.

Cada sesion de trabajo se dividio en dos partes. En la primera, los alumnos
se organizaron en equipos de maximo tres vy se les dio un tiempo adecuado (en
promedio hora y media) para que exploraran y resolvieran el problema plantea-
do. En la segunda parte, un estudiante de uno de los equipos, elegido por ellos
mismos, presento el proceso y la solucion obtenida por su equipo a todos los
demas participantes de la clase. La discusion fue dirigida por mi. La discusion
plenaria permitio la afinacion de argumentos y, en general, una reflexion mas
profunda sobre las estrategias involucradas en la solucion de los problemas. Los
estudiantes, con su trabajo y apovados en la Gb mediante procesos de explora-
cion, generaron conjeturas y argumentos que validaron sus resultados. En este
articulo solo presentaremos los resultados de la primera parte de la sesion de
trabajo relacionada con resolucion de problemas abiertos.
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EL PROCESO DE FAMILIARIZACION CON CABRI

El proposito era buscar que los alumnos conocieran el funcionamiento basico de
la GD; que generaran sus propios esquemas de uso y manejaran la herramienta
con eficiencia. Esta etapa les permitio conocer v localizar los diferentes comandos,
diferenciar entre objetos independientes (iniciales) y objetos dependientes, esta-
blecer relaciones entre diversos objetos, utilizando los comandos del programa,
etc. Una figura en Cabri puede realizarse mediante distintos procedimientos de
construccion. En tal sentido, la Gb permite varias maneras de resolver un mismo
problema. Se da por sentando que dicha solucion depende del conocimiento
movilizado por el sujeto.

RESULTADOS DE LA ACTIVIDAD EN EL SALON DE CLASE

Solucionar una actividad matematica en un ambiente tecnoldgico requiere dos
clases de conocimiento: el matematico vy el instrumental. Los significados que cons-
truye un sujeto estan contextualizados en la experiencia fenomenologica y en su
proceso de descontextualizacion, esto es, una evolucion en los significados requiere
la construccion social en clase con la gufa del profesor (Mariotti, 2001).

Hemos seleccionado algunos episodios correspondientes al desarrollo de un
problema abierto. En diferentes sesmentos de las transcripciones (didlogos o res-
puestas escritas) se han resaltado, usando cursivas, las partes que consideramos
mas relevantes. Usaremos nombres ficticios para referirnos a los estudiantes.

El problema que se les plante6 a los alumnos fue:

Aes el centro de un circulo y AB es un radio. Construye la mediatriz del radio
AB. (La mediatriz de un segmento es la recta perpendicular que lo divide
en dos partes iguales.) En uno de los puntos donde la mediatriz corta a la
circunferencia, coloca un punto C. Une los puntos A, B y C. ¢Qué figura se
obtiene? Escribe un enunciado que caracterice tu conjetura. Explicala.
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DESCRIPCION GLOBAL DE RESULTADOS

Los estudiantes se organizaron en siete equipos. De los resultados obtenidos,
seis equipos hicieron bien la construccion sugerida en el enunciado, excepto un
equipo formado por tres estudiantes. Este equipo se analizara en detalle en la
siguiente seccion.

La mayoria mostro claridad al interpretar el problema, no tuvieron dificultad
con el significado de mediatriz ni de triangulo equilatero y se debio, posiblemen-
te, a las discusiones previas en las actividades de familiarizacion y al comando
de Mediatriz. Al parecer los estudiantes construyeron este esquema de uso. El
interés no era indagar si los estudiantes tenian el concepto de tridngulo equila-
tero o de mediatriz, sino explorar el resultado de integrar su conocimiento, sus
maneras de trabajar y los esquemas de uso propios de las herramientas de Cabri
para el problema geomeétrico planteado.

Una vez hecha la construccion, la primera estrategia para establecer el tipo
de figura formada por los puntos A, By C fue utilizar la medicion. La conclusion
a la que llegaron los seis equipos fue que el triangulo era equilatero, porque sus
lados eran iguales y cada uno de los angulos internos media 60°. Su razona-
miento se basa en lo que perciben referente a la apariencia y a su propia lectura
de los datos numeéricos dados por la Gb. Todos los equipos usaron el arrastre
para verificar su construccion.

Para justificar que la figura siempre era la misma (un tridangulo equilatero), en
el caso de los mismos seis equipos, los alumnos retomaron parte de la descrip-
cion hecha de su construccion. Cinco equipos establecieron la primera relacion
geométrica: los segmentos AC y AB son radios de la misma circunferencia y, por
tanto, son iguales.

En la redaccion de enunciados se identifican diferencias en relacion con su
estructura. En el caso de los equipos de René-Fernando, Liliana-Gabriela, Fer-
min-Gustavo, lo que prevalecio fue la descripcion de sus observaciones y, por ende,
no utilizaron una estructura del tipo “si.. entonces..”. Un ejemplo de este tipo
de enunciado es el de Fermin: “Toda figura que tenga un punto como centro de un
circulo, y otro punto (en la circunferencia) unido con el centro (o sea un radio),
una mediatriz que tenga un punto en cualquier lado de ella y que divida el ra-
dio, al unir los tres puntos formara un tridngulo equilatero.”

Sin embargo, enunciados como los escritos por Fanny-Enrique, Camila-
Gladis-Sofia y Felipe-Omar establecieron condiciones v una conclusion. Uno de
los enunciados con mejor redaccion es el siguiente:

16 EbucAciON MATEMATICA, vol. 21, num. 1, abril de 2009



lvonne Twiggy Sandoval Céceres

Figura 4 Enunciado redactado por Fanny y Enrique
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Este tipo de enunciado se consider6 como teorico, ya que hizo referencia a
elementos geomeétricos y posiblemente fue el resultado de la interaccion entre el
conocimiento, los estudiantes y Cabri. En la redaccion se nota el uso de cuanti-
ficadores universales y condiciones necesarias y suficientes.

Los resultados obtenidos (construcciones, enunciados y explicaciones) sugieren
que, si un alumno tiene una interpretacion “pobre” de los elementos involucrados
en el dibujo electronico y éstos estan asociados con el problema, su solucion
quedaré ligada con herramientas perceptivas. Estas herramientas se caracterizan
por su relacion con la apariencia y los resultados numeéricos. Los argumentos se
establecen con una estructura mas descriptiva que explicativa. De lo contrario,
los estudiantes exhiben el uso de herramientas no solo propias del programa,
sino un vinculo entre esa evidencia con la teoria geométrica, a fin de fundamen-
tar sus soluciones. En Sandoval (2005), se presenta una categorizacion de las
estrategias argumentivas de los estudiantes al resolver problemas geométricos
con GD. En la fisura 5 se sintetiza lo realizado por los estudiantes y comentado
en esta seccion.

Figura 5 Resultados globales de la actividad. Parte 1

Dibujo
Medicion de lados y angulos

Perceptivo Uso del arrastre

a tedrico V\ /V y la medicion

Exploracion-Conjetura

Objetivo geométrico
Igualdad entre los radios de la misma R
circunferencia
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Figura 6 Confusion generada por el comando Punto sobre objeto

¢Qué objeto?

EsQUEMAS DE USO Y GD. EL cAso DE GLADIS, SOFIA Y CAMILA (G, S Y C)

La manera de resolver un problema, en matematicas, tiene relacion estrecha con las
herramientas utilizadas y su manejo depende de la integracion del conocimiento
matematico y de la herramienta misma. Un ejemplo de ello, es el caso de G, S
y C, quienes hicieron una interpretacion diferente del enunciado del problema.

1. Esquemas de uso ligados al contexto del lapiz y el papel

La primera situacion conflictiva a la que se enfrento el equipo fue la ubicacion
del punto C' vy persistio durante el desarrollo de la actividad. Sofia leyo las
instrucciones y, una vez que termino el enunciado, senald con su dedo en la
pantalla el lugar del punto C. Cuando Gladis quiso ubicar el punto C con el
comando Punto sobre objeto, en lugar de Punto de interseccion, Cabri pregunté
¢Qué objeto? (véase la fisura 6).

Dicho mensaje indica ambigtiedad. Las alumnas tenian un esquema de uso
relacionado con esta herramienta analogo al ambiente de lapiz v papel, esto
es, Unicamente colocar un punto sobre la circunferencia y la mediatriz, pero en
Cabri es diferente. El equipo no supo qué opcion elegir v, por tanto, tal pregunta
generd la disyuntiva de la ubicacion del punto sobre la mediatriz o sobre la
circunferencia (son las opciones que les muestra Cabri, véase la fisura 6). Esta
situacion se evidencia en el siguiente dialogo, en el que Gladis preguntd a sus
dos comparieras acerca de la ubicacion del punto C:

! Donde la mediatriz corta a la circunferencia.
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Figuras 7a'y 7b Conflicto causado por la ubicacion del punto C en la construccion
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GLADIS: ¢Sobre la mediatriz o sobre la circunferencia?

Sofia leyd nuevamente el enunciado: “Donde la mediatriz corta a la circun-
ferencia’.

Gladis lo ubicé sobre la mediatriz y continu6 con la construccion utilizando
el comando de Tridngulo para unir los puntos A, By C. Esta interaccion evi-
dencia el desconocimiento que tienen las estudiantes sobre el comportamiento
dinamico de las herramientas propias de Cabri y, por consiguiente, de la jerar-
quia de dependencia entre los objetos inmersos en una construccion. Asimismo,
muestra ausencia de esquemas de uso propios de Cabri relacionados con punto
de interseccion y punto sobre un objeto, quizas por desconocimiento de las
caracteristicas de la geometria dinamica. Resolver esta ambigtiedad requeria un
conocimiento de las caracteristicas propias de los comandos Punto sobre objeto
v Punto de interseccion, esto es, de los objetos iniciales necesarios para utilizar
dichos comandos. Sin embargo, el que las herramientas sean descubiertas por
los estudiantes implica que las usen posteriormente con sentido.

2. Validacion de conjeturas. Uso de la medicion

La conjetura de Gladis, después de sus observaciones, fue que “se supone” que
las medidas de los tres lados deben ser las mismas; es decir, el triangulo era equi-
latero. El equipo esperaba que los resultados de la medicion fuesen iguales, pero
se sorprendieron al ver que solo la medida de los sesmentos AC y BC reportaban
dicha igualdad (véase la figura 7a). Al momento se generd un conflicto entre
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su percepcion vy el resultado de la medicion, no obstante las motivé a iniciar el
proceso de busqueda de explicaciones para ese resultado.

CamiLA; iIEhhh! éNo sera que este punto esta muy abajo [se refiere al punto
CI? A ver sube tantito el punto C.

Grapis: Es que el punto C como lo colocamos sobre la mediatriz, dije que era
sobre la circunferencia. ¢Lo coloco sobre la circunferencia?

CAMILA Y SOFIA; iSi!

Al momento no utilizaron el arrastre, sélo razonaron basadas en la figura
estatica. Gladis borrd el punto C v lo coloco ahora sobre la circunferencia, luego
trazo el tridangulo. De nuevo, usaron el comando de medicion para verificar su
conjetura, pero los resultados no coincidieron. Ahora eran iguales los segmentos
AB vy AC v, por tanto, el conflicto entre lo perceptivo v la medicion contintia
(vease la fisura 7h). Otra vez el equipo busco explicaciones para esas medidas.

GLADIS: Pero, épor qué cambio éste? [Se refiere a la medida del segmento BCl.
Soria: O sea es que de hecho éste [senala ACI si debe medir igual que éste
[senala a AB] porque son radios.

Tal estrategia argumentativa evidencié elementos tedricos, ya que no estaba
anclada tinicamente en la percepcion, pues las estudiantes lograron ver a través
de ella (proceso de visualizacion). En otras palabras, la interpretacion que le dan
a dicha representacion se acerca mas al objeto geométrico. Sofia establece las
relaciones estructurales que dan soporte a lo que las medidas muestran (véanse
las figuras 7a y 7b): todos los radios de la misma circunferencia son iguales,
como queda plasmado en el sisuiente dialogo.

SoFiA: Pero si éste [parece que se refiere al triangulo ACOJ? tiene la misma
altura que éste [parece que se refiere al triangulo BCOI.

Grapis: ¢Tiene que ser el triangulo equilatero? Se supone que con base en la
construccion que hicimos los tres lados si debian medir lo mismo.

Estos resultados coinciden con lo afirmado por Olivero y Robutti (2003)
en el sentido de que la medicion propicié la reflexion entre lo que observaban

2Se denotara como O al punto de interseccion de la mediatriz y el radio AB.
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numéricamente y su conocimiento geomeétrico. Es decir, esta herramienta sirvio
de puente entre el conocimiento perceptivo y el geomeétrico.

3. De lo perceptivo a lo geométrico. Uso del arrastre

Como se describio en el inciso 2, la medicion generd conflicto en las estudiantes
y, por consiguiente, se vieron en la necesidad de revisar su conjetura. Hasta ese
momento las medidas fueron el tinico medio de verificacion, sin embargo, apareci
otra herramienta en juego, sugerida por Sofia: “Hazle el arrastre nada méas para ver
qué triangulo forma”. Gladis selecciond el punto Cy lo movio lentamente, buscan-
do que las tres medidas coincidieran, y asi sucedio.

CamiLa: IYal Ya quedo.
GLapis: tAqui? ¢Crees que esté bien encima de la recta y la circunferencia?

Lo anterior muestra el origen de una nueva conjetura: para que las medidas
sean iguales, es decir, que el triangulo ABC sea equilatero, el punto C tiene que
estar en la interseccion de la mediatriz y la circunferencia. La relacion que se es-
tablece entre los elementos es perceptiva.

Soria: [..] Hazle la prueba del arrastre, a ver.

El arrastre ahora fue realizado sobre la circunferencia y se evidencio que las
tres medidas permanecen iguales entre si. Por lo tanto, se mantuvo la invariante
de que el triangulo ABC era equilatero. La observacion fue comentada en el
equipo.

GLADIS: Es que no estaba bien el punto de arriba [refiriéndose al punto Cl.

Las conjeturas formuladas por el equipo son resultado de la exploracion
dindmica en su construccion, es decir, son enunciados dinamicos. El conflicto
continué, por lo que solicitaron mi intervencion. Puesto que mi papel era de
investigadora y no de profesora, mi intervencion se limito a sugerir nuevamente
la lectura del enunciado y la revision de la construccion. El equipo inicid un
intercambio de ideas con el propésito de buscar una explicacion para la eviden-
cia numeérica de su pantalla, pero no lograron encontrarla.
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Camila retomd su conjetura, el triangulo es equilatero si cumple con ciertas
condiciones. Para verificarla, reubico el punto C en la interseccion (perceptiva) de
la circunferencia y la mediatriz. Como resultado de la accion, las medidas coinci-
dieron. En el siguiente dialogo, la argumentacion muestra el establecimiento de
condiciones necesarias para que el triangulo sea equilatero.

GLADIs: Si cumple [refiriéndose a que el triangulo ABC es equilaterol.

Soria: Pues al hacer la prueba del arrastre [pausal miden lo mismo.

GLapis: Siempre v cuando el punto C esté sobre la circunferencia, ya que
[retoma el raton] la mediatriz es toda ésta [mueve a C sobre la mediatriz], por
lo que el punto tiene que estar aqui [en la interseccion).

Las conclusiones a las que llegaron fueron producto de un acuerdo mutuo,
vinculado a la exploracion dinamica del dibujo electronico, como se muestra a
continuacion (figura 8).

Figura 8 Justificacion dada por G, Sy C al inciso 4
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A pesar de hacer exploraciones, mediciones, construcciones auxiliares y arras-
trar objetos libres, el equipo no pudo explicar por qué la igualdad de los tres
segmentos. Lo que ellas informaron fue que el sesmento AB y AC son radios v,
por tanto, son iguales. La relacion de igualdad del segmento BC con los otros
dos se establece como dependiente de la posicion del punto C, es decir, si esta
sobre la circunferencia o sobre la mediatriz. Este proceso de resolucion se puede
ilustrar mediante la figura 9.

Cabe destacar que, en la sesion posterior, estas estudiantes fueron las
primeras en presentar sus resultados en plenaria y comentar sus dificultades.
Gladis manifestd que obtuvieron dos resultados v tenian que ver con el tipo de
triangulo en relacion con el punto C. Esto es, el tridngulo podia ser isosceles o
equilatero, como se ilustro en el andlisis anterior. Para ilustrarlo, Gladis construyo
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Figura 9 Proceso realizado por G, Sy C en la resoluciéon de este problema abierto

Dibujo
............. Punto sobre objeto vs. punto de interseccion

-

Exploracion
Confusion para establecer relacion de interseccion
Estrategias empiricas basadas en la percepcion
y la medicion

|

Objeto geométrico
Relaciones entre los radios de la misma
circunferencia €
C como punto de interseccién entre
la circunferencia y la mediatriz

Inicialmente ausencia del arrastre
de exploracion y validacion

Uso del arrastre y medicién como un medio

dos dibujos electronicos, a fin de ilustrar cada cuestion. En una construccion, el
punto C fue ubicado sobre la mediatriz e ilustro el caso en que el tridngulo es
isosceles. En la segunda construccion, el punto C fue colocado como punto de
interseccion de la circunferencia con la mediatriz y, por tanto, el triangulo era
equilatero. No fue claro, en la videograbacion, como logré Gladis dar el paso de
una relacion perceptiva (primera parte de la actividad) a una geométrica, quizas
como resultado de la interaccion con sus demas companeros después de la
primera sesion de trabajo.

CONCLUSIONES

El equipo de Camila, Sofia y Gladis fue el tinico que no logré interpretar correc-
tamente el enunciado del problema. Sin embargo, la manera de abordarlo les
facilito establecer relaciones interesantes v condiciones para que el triangulo for-
mado por los puntos A, By C fuera equilatero. A pesar de que la relacion entre
la circunferencia y la mediatriz fue perceptiva en la primera parte de la actividad,
la construccion presentada en la plenaria ya fue estructural; por lo tanto, se pone
de manifiesto un cambio de lo perceptivo a lo geométrico.

Este equipo, al igual que los demas, conjeturd que el triangulo formado por los
puntos A, By C era equilatero y lo justificaron (inicialmente) con la medicion y
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el arrastre. Aunque en este articulo no se presenta la discusion detallada sobre
las diferentes modalidades de uso tanto de la medicion como del arrastre, dicho
analisis si formo parte de la investisacion (Sandoval, 2005). El esquema de uso
construido para las herramientas del arrastre v la medicion le permitio a este equipo
encontrar una configuracion adecuada para que el triangulo fuera equilatero. En
este sentido, se puede afirmar que estas herramientas, propias de la geometria
dindmica, permitieron a los alumnos confrontar su percepcion, sus conocimientos
geométricos v la retroalimentacion inmediata a sus acciones (derivadas de la teoria
interna de la computadora), como un mecanismo de control para sus acciones.

El proceso de desarrollo presentado en el articulo evidencia un primer acerca-
miento de los educandos al utilizar la tecnologia como un cuaderno electronico,
de manera analoga al contexto de lapiz y el papel: representaciones estaticas, ana-
lisis de un caso particular y, con base en él, elaboracion de primeras conjeturas.
Sin embargo, al utilizar el arrastre y la medicion, los alumnos descubren defectos
en sus construcciones, por lo que inician una transformacion de sus representa-
ciones estaticas mediante las construcciones que obedecen la definicion de los
objetos geométricos involucrados. Esto es, utilizan la herramienta como un reor-
ganizador conceptual, lo que influye en la transformacion de objetos particulares
a genéricos (fisuras 6, 7a'y 7b).

La dificultad a la que se enfrentt el equipo C, Sy G, causada por el uso de un
comando equivocado, les permitié descubrir y construir un nuevo esquema de
uso respecto a dicha herramienta. El mensaje ¢Qué objeto? (véase la fisura 6), que
genera Cabri, indica ambigtiedad y, para entenderlo, se requiere tener un conoci-
miento considerable de la herramienta. Como se ha descrito en este articulo, este
equipo no logro resolver esta situacion en la primera parte de la actividad. Asi que,
para resolver situaciones como éstas, se requiere la intervencion del profesor v la
discusion con sus demas compaiieros.

Resulta esencial comprender el comportamiento dinamico de las relaciones en
estos nuevos ambientes, entiendase: las jerarquias de dependencia entre los ele-
mentos de una construccion o al momento de utilizar cierta herramienta. Estos
resultados coinciden con los encontrados por Talmon y Yerushalmy (2004), que
afirman la importancia de establecer las relaciones de dependencia v la jerarquia
entre los objetos inmersos en una construccion dinamica.

Retomando lo planteado por Rabardel (1999) en cuanto a que las herra-
mientas son parte activa en la construccion del conocimiento, podriamos decir
entonces que el tipo de representacion utilizada en el proceso de aprendizaje
de un cierto conocimiento geométrico conlleva una conceptualizacion sobre el

24 EpucAcioON MATEMATICA, vol. 21, num. 1, abril de 2009



lvonne Twiggy Sandoval Céceres

objeto geométrico en cuestion. En este proceso, la experiencia que internaliza
el estudiante puede tomar elementos propios de la evidencia mostrada a través
de la herramienta que se utilice para tal fin. Por ejemplo, con lapiz y papel, la
representacion le da al estudiante muy poca vision sobre el objeto, pues no
lo puede manipular. Con este nivel de evidencia casi nulo tiene que establecer
el puente entre la representacion vy la teoria; es decir, convertir esa evidencia en
una argumentacion geométrica. Ahora bien, cuando se utiliza un programa de
geometria dinamica, como en este caso, el estudiante tiene elementos de apoyo
en la creacion de ese puente. La arsumentacion generada en estas condiciones
cambia con respecto a la arsumentacion propia de los ambientes de lapiz
v papel. En un inicio, los argumentos pueden estar ligados Unicamente a la
apariencia, pero, gracias a la exploracion que realiza el alumno, parece posible
establecer un puente entre la evidencia geométrica de Cabri y una argumenta-
cion geométrica, donde los argumentos tengan un nivel superior de conceptua-
lizacion y formalizacion. En esta experiencia, los tratamientos llevados a cabo
con la representacion generada por la geometria dindmica no les dieron a las
estudiantes los pasos para la organizacion de un razonamiento matematico
formal que lograra dar una explicacion a sus observaciones. Sin embargo, este
tipo de interaccion (entre estudiantes y estudiantes con ¢b) les mostro algunas
invariantes v les permitio explorar sus conjeturas, de modo que les facilitd la
movilizacion de elementos teoricos. Es asi como los procesos llevados a cabo y
las estrategias que respaldaron sus conjeturas (o que las descartaron) muestran
una organizacion sistematica en sus afirmaciones para apoyar un resultado,
aspectos necesarios en la construccion de una argumentacion matematica.

En lo que se refiere a las actividades de problemas abiertos, en vista de los
resultados obtenidos, la geometria dinamica brinda diferentes herramientas
que pueden ser utiles en el proceso de resolucion. Sin embargo, el educando
es quien decide qué estrategia seguir para resolverlo, cuales herramientas usar,
como interpretar los resultados que aparecen en la pantalla y la manera de
sistematizarlos.
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